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VA, 


La partie la plus étendue et en même temps la plus importante 
de l’ouvrage que l’Auteur a publié sous le nom d’'ÆExercices de 
Calcul intégral, est, comme on sait, celle qui traite des fonc- 
tions elliptiques, de leur application à différens problèmes de 
Géométrie et de Mécanique, et de la construction des tables né- 
cessaires pour l’usage de ces fonctions. Cette partie, ainsi que 
celle qui concerne les intégrales définies, auxquelles l’Auteur a 
donné le nom d'intégrales Eulériennes, sont reproduites dans 
ce nouveau Traité avec un grand nombre d’additions dont l’objet 
est de perfectionner la théorie de ces transcendantes et d’en étendre 
les applications. D'ailleurs l’ordre nouveau dans lequel les ma- 
tières sont présentées, et le soin qu'a pris l’Auteur de faire dispa- 
raître en beaucoup de points les imperfections qu’il avait remar- 
quées lui-même dans son précédent ouvrage, assurent à celui-ci 
des avantages que l'opinion générale ne pourra manquer de con- 
firmer. | 

Il serait trop long d'indiquer ici, même sommairement, en 
quoi consistent les changemens et améliorations que l’on remar- 
quera dans la première partie, intitulée Théorie des fonctions 


elliptiques ; nous nous bornerons à citer comme présentant de 


nouveaux résultats, les chapitres XX VIII, XXIX, XXX, et 


surtout le chapitre XX XI qui contient la découverte d’une nou- 
velle échelle de modules , différente de l'échelle connue, et qui 
donne une explication simple de plusieurs formules, contenant 
des réductions très remarquables auxquelles Auteur n’était par- 
venu précédemment que par des voies très laborieuses; cette 
seconde échelle combinée avec la première donne lieu à la for- 
mation d’une sorte de damier analytique, dont les cases corres- 
pondent aux transformations infiniment multipliées que peut 
T. L ir 
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subir la plus simple des fonctions elliptiques, sans cesser d'être 
semblable à elle-même. | 

Les applications de la théorie à différens problèmes de Géomé- 
trie et de Mécanique, forment la seconde HEuEt, du tome l:ony 
remarquera dé nouveaux développemens très éténdus sur la sur- 
face du cône oblique, et une sèction entièrement nouvelle sur 
l'orbite décrite en vertu d’uné force centrale donnée. C’est surtout 
dans cette partie que se manifestent les avantages des méthodes 
proposées par l’Auteur, soit pour faire découvrir de nouvelles so- 
lütions, soit pour perfectionner ét compléter dés solutions que 
es méthodes ordinaires avaient laissées imparfaites : celle, par 
exemple, qui se rapporte au grand PrOpIene du mouvement d'un 
corps attiré vers deux centres. 

Une troisième partie qui sért de complément au Traité des 
fonctions elliptiqués, est uniquement destinée à la construction 
des tables. Cette partie, placée en tête du tomé IT, ne diffère que 
par quelques suppressions devenues nécessaires, te ce qu’elle était 
dans le 3° volume des Æxercices. On ÿ trouve non-seulement 
l'exposition des méthodes qui peuvent servir à construire les tables 
elliptiques dans différentes hypothèses sur leur forme et sur leur 
étendue, mais en général tous les détails de pratique nécéssaires 
pour ealéulét les valeurs des fonctions dites de première ét de 
seconde espèce , avec tout le degré d’approximation que peuvent 
donner les grandés tables trigonométriques de Briggs. Peut-être 
ñe trouverait-on dans aucun autre ouvrage des exemples de cal- 
culs numériques , dirigés par des formules aussi propres à abréger 
le travail et exécutés avec un aussi grand degré de précision. 
Cette partie est términée par le recueil des tables, tant auxi- 
liairés que principales, calculées avec assez d'étendue pour tenir 
lieu pendant long-temps de tout autre secours dans a ae 
dé la nouvelle théorie. 

Il ne sera pas inutile pour l’histoire de la Science , de faire re- 
marquer ici que cètte nouvelle branche d'analyse à laquelle V'Au- 
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teur a. donné le, nom de Théorie des fonctions elliptiques, est 
fondée.en grande partiesur les bases établies dans le chap. V, con- 
cernant la forme.la plus simple de ces fonctions et leur division 
en trois espèces ; d’où est résulté un système de nomenclature et 
de notation, propre à représenter ces fonctions dans les usages or- 
dinaires de l'analyse, et à faciliter la recherche de leurs propriétés. 
Euler avait prévu qu’à l’aide d’une notation convenable, le calcul 
des arcs d’ellipse et autres transcendantes analogues, pourrait 
devenir d’un usage presque aussi général que celui des arcs de 
cercleet des logarithmes (*); mais si on excepte Landen, qui, par 
la découverte de son théorème, aurait pu s'ouvrir des routes nou- 
velles, personne ne s’est mis en devoir de réaliser la prédiction 
d’Euler, et on peut dire que l’Auteur de ce Traité est resté seul 
à s'en occuper, depuis l’année 1786 où il a‘fait paraître ses pre- 
mières recherches sur les arcs d’ellipse, jusqu’à l’époque actuelle. 
Cette espèce de délaissement a retardé sans doute les progrès de 
la Théorie des fonctions elliptiques ; mais l’Auteur par des efforts 
renouvelés à de grands intervalles de temps, est parvenu enfin 
à compléter presque entièrement cette théorie, et à en rendre l’ap- 
plication facile par des tables fort étendues dont il a exécute 
Jui-même tous les calculs. 

Le reste du tome IT traite de ces deux sortes d’intégrales défi- 
nies dont Euler s’est beaucoup occupé dans plusieurs de ses ou- 
vrages, et auxquelles, par cette raison, l’Auteur a cru pouvoir 
donner le nom d’intégrales Eulériennes. Des recherches pour 
compléter la théorie de ces intégrales avaient produit les par- 
ties IL et IV des Exercices; l'Auteur les présente maintenant 
sous une forme plus simple à quelques égards et exempte de 


@) Voici les paroles d’Euler (Novi Com. Petrop., tom. X, pag. 4). 

« Imprimis autem hic idoneus signandi modus desiderari videtur , cujus ope arcus 
elliptici æque commode in calculo exprimi queant ac jam logarithmi et arcus cir- 
culares, ad insigne analyseos incrementum , in calculum sunt introducti. Talia signa 
novam quamdam calculi speciem suppeditabunt,... » 
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doubles emplois. Il y a joint, à cause de l’affinité des matières, 
les résultats contenus dans d’autres parties du même ouvrage, 
sur une sorte d'intégrales qu’on peut rapporter aux intégrales 
Eulériennes indéfinies de la seconde espèce , et qui se calculent 
par différentes méthodes suivant les limites dans lesquelles ces 
intégrales doivent être prises. C’est ce genre de transcendantes 
qui a offert à l’Auteur le moyen de trouver l'intégrale complète 
d’une équation différentielle analogue à l'équation de Riccati, 
mais beaucoup plus générale. 

Enfin, pour que ce nouvel ouvrage püt être considéré comme 
un traité à peu près complet des transcendantes les plus connues 
ou les plus utiles après les arcs de cercle et les logarithmes, l’Au- 
teur a cru devoir terminer le second volume par le chapitre de 
son précédent ouvrage, qui traite du développement de la fonc- 
tion (1—2acos@ + a)", n étant un exposant fractionnaire. 
On sait que les coefliciens de cette fonction sont des transcen- 
dantes qui ont en général beaucoup d’analogie avec les fonctions 
elliptiques de la première et de la-seconde espèce, et qui coïn- 
cident avec elles toutes les fois que 27 est un nombre entier, ce 
qui a lieu dans le calcul des perturbations des planètes. Ainsi 
rien n’a été négligé pour que cet ouvrage devint utile dans dif- 
férens genres de recherches , soit par les nombreuses formules 
qu'il contient, soit par les tables dont il offre un recueil aussi 
varié qu'étendu. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


: INTRODUCTION. 


S: on pouvait ranger dans un ordre méthodique les diverses transcendantes 
qui n’ont été connues et employées jusqu'ici que sous le nom de quadratures ; 
si en étudiant leurs propriétés on trouvait les moyens de les réduire aux 
expressions les plus simples dont elles sont susceptibles dans l’état de géné- 
ralité, et d’en calculer avec facilité les valeurs approchées lorsqu’elles de- 
viennent entièrement déterminées; alors les transcendantes dont il s’agit, 
désignées chacune par un caractère particulier et soumises à un algorithme 
convenable, pourraient être employées dans lanalyse à peu près comme 
le sont les arcs de cercle et les logarithmes; les applications du calcul 
intégral ne seraient plus arrêtées, comme elles l’ont été jusqu'ici, par cette 
espèce de barrière qu’on ne tente plus de franchir, lorsque le problème est 
ramené aux quadralures, et les solutions, à peine commencées par cette 
réduction, recevraient tous les développeméns que comporte la nature de 
la question. 

Ce qu’il serait comme impossible d’exécuter dans un plan aussi vaste que 
celui qui vient d’être tracé, on peut au moins le réaliser à l’égard des trans- 
cendantes qui se rapprochent le plus des fonctions circulaires et logarith- 
miques, telles que les arcs d’ellipse et d’hyperbole, et en général les 
transcendantes auxquelles nous avons donné le nom de fonctions elliptiques. 

La théorie que nous allons exposer de ces fonctions prouvera qu’elles mé- 
ritent d’occuper une place distinguée dans analyse, et qu’elles peuvent être 
employées utilement dans les applications du calcul intégral; mais avant 
d'entrer en matière, il ne sera pas inutile d’indiquer succinctement les 
époques de l’origine de cette théorie et de ses accroissemens progressifs. 

Maclaurin et d’Alembert ® sont les premiers qui se soient occupés des 
intésrales qui peuvent être exprimées par des ares d’ellipse ou par des arcs 
d’hyperbole; ils trouvèrent un grand nombre de formules susceptibles de 


(2 Maclaurin. Traité des Fluxions. — D’ Alembert. Mém. de Berlin, 1746. 
d L ; x 
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cette réduction, mais les différens résultats n’étaient point liés entre eux et 
ne pouvaient former aucune théorie. 

Un Géomitre italien d’une grande sagacité, ouvrit la route à des spécu- 
lations plus profondes (), Il prouva que sur toule elhpse ou sur toute hy- 
perbole donnée, on peut assigner, d’une infinité de manières, deux arcs 
dont la différence soit égale à une quantité algébrique. Il ee en 
même temps que la cour De nommée lemniscate jouit de cette singulière pro- 
priété, que ses arcs peuvent être multipliés ou divisés algébriquement, 
comme les arcs de cercle, quoique chacun d’eux soit une transcendante-d’un 
ordre supérieur; c’est le premier exemple où lon ait montré l’usage de la 
plus simple des fonctions elliptiques, qui est en quelque sorte la régulatrice 
de toutes les autres et qui peut se transformer d’une infinité de manières sans 
cesser d’être semblable à elle-même. 

Euler, par une combinaison qu’on peut regarder comme fort heureuse, 
quoique ces hazards n'arrivent qu’à ceux qui savent les faire naître, trouva 
l'intégrale algébrique complète d’uné équation différentielle composée de 
deux termes séparés, mais semblables, dont chacun n’est intégrable que 
par des arcs de sections coniques (?. 

Cette découverte importante donna lieu à son auteur de comparer d’une 
manière plus générale qu'on ne l'avait fait avant lwi, non-seulement les 
arcs d’une même ellipse, d’une même hyperbole, ou d’une même lemnis- 
.cate, mais en général toutes les transcendantes contenues dans la formule 

Pdx 

R 
polynome en x du quatrième degré. 

Lagrange voulut faire rentrer dans les procédés ordinaires de l’analyse l’in- 
tégrale trouvée: par Euler ®; il y parvint par une méthode fort ingénieuse 
dont l'application s'élève graduellement des transcendantes inférieures aux 
transcendantes Eulériennes, mais 1l essaya inutilement de parvenir à un 
résultat plus général que celui d’Euler. 

Peu de temps après, Landen, géomètre anglais, démontra que tout are 
d’hyperbole peut être mesuré par deux arcs d’ellipse Ÿ; découverte mémo- 
rable qui simplifie la théorie de ces transcendantes, et qui aurait pu çcon- 
duire l’auteur à d’autres résultats plus importans. 


, où P est une fonction rationnelle de x, et R la racine quarrée d’un 


C2 Fugnani. Produzioni matematiche, tom. II, 1750. 

@ Euler. Novi Com. Petrop., tom. VI et VII, 1761. 

© Mém. de Turin, tom. IV, 1768. 

G Philosophical Transactions, 1775, Mathematical Memoirs , by John Landen, 1 780. 
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Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la même carrière (> en don- 


nant une méthode neue pour trouver par aPPRDAUDE LION les intégrales 
Pdx 
RÉ 


Telles étaient les principales découvertes des Géomètres dans la théorie 
de ces intégrales, lorsque je publiai mes recherches sur lintégration par arcs 
br 4), où après avoir démontré la plupart des thédrèines connus jus- 
qu’à cette édite , je fis voir que dans une suite infinie d’ellipses formées 
d’après une même loï, on peut réduire la rectification d’une de ces ellipses 


de la forme 


à celle de deux autres prises à volonté dans la même suite. C'était un pas. 


de plus dans une carrière difficile. 
Mais cette matière et en général la théorre des transcendantes désignées 


dx A di, > ’ / . 
par {8 Le à demandait à être traitée d’une manière plus méthodique et plus 


approfondie. C’est ce que j’essayai de faire dans un Memoire sur les Trans- 
cendantes elliptiques, publié en 1793. Je me proposai dans cet ouvrage, 
de comparer entré elles toutes les fonctions comprises sous cette dénomi-- 
nation, de les classer en différentes espèces, de réduire chactme à la forme 
la plus simple dont elle est susceptible, de les évaluer par les approxima- 
tions les plus promptes et les plus faciles; enfin de former de l’ensemble 
de cette théorie une sorte d’algorithme qui püt servir à étendre le domaine 
de l'analyse. 

Des recherches ultérieures ayant ew pour résultat de perfectionner de plus 
en plus la théorie des fonctions elliptiques, il est devenu nécessaire de pré- 
senter cette nouvelle branche d’analyse avec de plus grands développemens, 
et d’en montrer lapplication à différens problèmes choisis de Géométrie et 
de Mécanique. Mais pour rendre cette théorie tout-à-fait usuelle , il restait à 
construire une série de tables au moyen desquelles on püût, dans chaque cas 
proposé, trouver la valeur numérique des fonctions de la première et de la 
seconde espèce. Ces tables ont été enfin construites, après une multitude 
de recherches entreprises dans la vue de découvrir les méthodes et les for- 
mules les plus propres à diminuer la longueur et la difficulté des calculs. 

Ainsi la théorie que nous allons exposer, agrandie et à peu près complétée 
par un grand nombre de travaux successifs, pourra être appliquée avec pres- 


‘que autant de facilité que celle des fonctions circulaires et logarithmiques, - 


ce qui était l’objet des vœux et des espérances d’Euler. 


( Nouveaux Mémoires de Turin, ann. 1784 et 1785, tom. II. 
&) Mém. de l’Acad. des Sciences de Paris, ann. 1786, 
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AAA AAA PS 
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CHAPITRE PREMIER. 


Idée générale des différentes sortes de transcendantes contenues 
dans la formule intégrale f° A 


1. Novs représentons par P une fonction rationnelle quelconque de x et 
par R le radical (a + 6x + yx° + d'u + ex*) : : ce radical restant le 
même, on peut donner une infinité de valeurs à P; mais il n’en! résulte 
pas pour cela une infinité de transcendantes de AAA différente. On peut 


Pax 

Ent à une partie 

algébrique, plus un certain nombre de transcendantes, qui sont toujours de 

la même forme et de la même nature. Cest ce qu'il s’agit de développer. 
Supposons d’abord que P soit une fonction entière de x, en sorte qu’on 


ait P= A+ Bx+Crx+....+ Ka. Si l’on représente, pour abréger 
l’intérale TE Êue par I”, il est clair qu’on aura 


= AU + BD ++ C++ KIT: 


toujours, par des intégrations partielles, réduire l’intégrale 


or, en différenciant la quantité x"T#R, et revenant de la différentielle à 
l'intégrale, on trouve cette formule 
aMR = (m— 3) all" {+ (m—$) GTR + (m— 2) y 
+ (m— 2) JT: +(m— 1) el"; 

d’où il suit que Il", Il"—*, etc., peuvent s’abaisser successivement à des 
deorés inférieurs, et qu'on peut continuer la réduction jusqu’à ce qu’on 
n'ait que des quantités au-dessous de IT; car la réduction de I est encore 
possible, parce que, dans le cas de m=—3, le terme qui semblerait devoir 
contenir 117" s’évanouit. Donc P étant une fonction entière de x, Pinté- 


Pax 
grale [+ FR pourra toujours se réduire à une quantité sleébriquey plys une 


transcendante qui sera constamment de la forme 


S(A+Br+ Cr) €. 


CHAPITRE I. 5 


2. Considérons maintenant la formule dans toute sa généralité, et soit P 
une fonction ralionnelle quelconque de x : on fera comme s’il était ques- 
tion d'intégrer la fraction rationnelle Pdx; on extraira d’abord la partie 
entière qui peut y être contenue, et cette parlie sera traitée comme il vient 
d’être dit. On décomposera pl le reste en plusieurs fractions par- 
elles, selon le nombre des facteurs du dénominateur; de là résulteront 
autant de termes dans lintégrale totale, et STE de ces termes pourra 
être représenté par l'expression générale N TH ER Or, il est facile de 


réduire tous les termes de cette espèce à des termes semblables, où k= 1; 
c’est ce que nous allons prouver dans un instant, Observons auparavant 
que si le dénominateur, au lieu d’être complexe, était simplement x°, 


Tr ds ‘ À ae 
l'intégrale 5e: et toutes les semblables où £ > 1, pourraient se déter- 


: AN A tu. : 
miner par le moyen de l’intégrale d)) (+ B+-Cæ+Da)T, il sufirait 
pour cela de donner à m— 4 des valeurs négatives dans la formule de 
l'article (1). 

Revenons au terme général Î—< Ge VR 
fait 1x —0®, et qu'on prenne les coefliciens &/', 6’, etc., de manière 
qu’on ait l'équation au 


+) +) +) 
= «à PE EE PMÉ ENA 


on trouvera, par la différenciation de la quantité w-*#1R cette formule 
générale : 


LRU us 
Ga) — (AO PRES GTS (A2) 7 TT 
+ (ki) PTES HA — 5) T4, 
D'où il suit que les quantités T , T, ete., peuvent se CÉFRRRSS. au moyen Fa 
EL. TitéorEf =fT. debian FR Die) 


Donc en général la formule ee RAR OUT et toutes les formules biais 


que nous appellerons T*. Si l’on 


dans lesquelles Æ est plus grand que l’unité, se réduiront toujours à une 
partie Re plus une intégrale de la forme 


JG +8+0Ge+Dx) À | 
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3.-Nous conclurons de là que, quelle que soit la fonction rationnelle de x 
représentée par P, lintégrale [+ sera toujours décomposable en trois 
parties principales, la première algébrique; la, seconde de la forme 


[A + Br + Cx°) du ét la troisième renfermant un ou plusieurs termes 


de la forme N even TER où le cdeflicient n peut être réel ou imaginaire. 
On voit, par cette analyse, que le nombre des transcendantes comprises 


Pa. VOOR ; x 
dans la formule f < est très limité. Il n’en existe que de deux espèces 
RES , l’une de la forme /TA + Bx + Cx°) a l’autre de la forme 


J’observe même que tant que z.est réel , cette seconde espèce 


(+: . TT 
est comprise dans la première, et 5 ÿ\ ramène immécatement, en faisant 
RL _ 

Ces close générales une fois. apercues, nous allons suivre une autre 
route pour parvenir à une connaissance plus précise des mêmes transcen- 
dantes. 


CHAPITRE IL. 


Manière de faire disparaître les puissances impaires de la 
__ variable sous le radical. 


À. LL: radical étant toujours p/(a+6x+yx fast ext), supposons que 
la quantité sous le signe soit décomposée en deux facteurs réels {-Lanx #92", 
AHoux+vx*. Ces facteurs doivent être de même signe pour que le radical 
soit réel; ainsi on peut supposer 


LH 2nx HOx = (AH aux + rx) pe. 
DRE VT(ey — n)° + Cr —$) (8 — y" »)]. 4 


Cry 


De la on üre 


(CHAPITRE IL 2 , : 


et si l’on appelle, pour abréger, Y le radical de cette expression, on aura 


ITR ‘La valeur de x étant substituée dans P, on voit que la différen- 


Rct Es 


tielle Pas ou Pdr se décomposera toujours en deux parties, l’un rationnelle 


R 
et intégrable par les règles ordinaires, l’autre aflectée du radiéal Y, mais 


telle, qu'il n’y aura que des puissances paires de y sovs le radical et hors 
. . . . ? ” . ‘ ; : Pa 1, . . \ 
du radical. Ainsi l’intégration de la formule — se réduit toujours à celle 


d’une formule de la même nature, dans laquelle P et R ne contiennent que 
des puissances paires de x. | 

5. Cette méthode est générale; cependant, comme la valeur de‘x, qui 
doit être substituée dans P, est un peu compliquée, il ne sera pas inutile de 
faire voir qu’on peut parvenir au même but par une substitution beaucoup 


Ë. Te , p et g étant deux constantes 


plus simple, qui consiste à faire x =" 
indéterminées. 

Reprenons les facteurs € + onx = 0x, À + aux rx, et substituons 
dans chacun d’eux la valeur de x, on pourra faire abstraction du déno- 
minateur commun qui sort du RENI et pour que les puissances impaires 


de y disparaissent dans les numérateurs, il faudra qu'on ait 


Etn(p+g)+ po, 
A+u(p+9)+ pq = 0. 


Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de p#- q et de pq; 
mais pour que p et g soient réels, il faut encore que (pq) — 4pg, 
ou (p—q} soit positif. Or, on peut distinguer deux cas : 

1°, Si la quantité &« + 6x + yx° + etc. n’a pas tous ses facteurs réels, 
on pourra SUPPOSE que A+ 2ux+yx* en contient deux imaginaires; et 
qu’on a en conséquence 7 >> p*. Mais la seconde des équations en P et: 4 


donne 
R he as fi nt se En ib de. 
nn. Tru q Ve Lo o16 37 + LE 

donc, dans ce premiér cas, le second membre est SE et les valeurs de 
P. et 1 seront réelles. | 

. Si la quantité a + x + etc. a tous ses facteurs réels, et qu’en a la 
décor en deux facteurs du second degré, comme on vient de faire, 
il n’en résulle pas des valeurs réelles pour p et 7; alors on observera qu'il 
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y à deux autres manières de décomposer la quantité du quatrième degré 
en deux facteurs du second, et l’on peut être assuré que ces deux nouvelles 
combinaisons donneront des valeurs réelles pour p et g. En voici la dé- 
monstration. ; | 

Soient a, b, c, d les quatre valeurs de x qu’on a en faisant R= 0, 
les équations qui déterminent p et q pourront s’écrire ainsi : 


ab—1(a+b)(p+g)+pq=0, 
cd —3(c+d)(p+q)+pg =, 


et il en résulte 


pts — ab — cd 

M re 
P —q _ arca—d.b—c.b— d 
Ê= EUR EC a 


Or, on est maitre de rendre positif le numérateur de cette dernière quan- 
tité; car, supposons que &, bd, c, d, soient écrites dans l’ordre de leur 
grandeur, les racines négatives venañt après les positives ; alors les différences 
a—b, a—c, etc., seront toutes positives, et p —g sera réel. On aura 
encore p — q.réel, si on prend pour & et b les extrêmes en grandeur des 
racines &, b, c, d. Enfin, la troisième combinaison donnerait p—q ima- 
ginaire. 

Donc par la substitution de x = e IY il est toujours possible de faire 


Mer né A 


disparaître les puissances impaires de la variable sous le radical, et en 
même temps, on ‘obtient cet avantage, que les deux facteurs, sous le nou- 
veau Hoi sont réels et de la Forme + g y, ce qui est un point essen- 
tiel, et qu'on n’obtiendrait pas toujours par la première méthode. 

Remarquons qu'il y a deux cas particuliers à examiner. 

1°. Lorsque deux des racines a, b, c, d sont égales entre elles, le ra- 
dical-R'se simplifie, et l'intégrale ne dépend plus que des arcs de cercle 
et des lagarithmes. 

2°. Si l’on a a+b—=c+ d, il suffit d’une simple permutation pour 
cesser d’avoir a b=c+d; mais on peut aussi profiter de cette cir- 
constance, pour. faciliter la transformation. En effet, les deux facteurs de 
la quantité sous le radical étant alors de la ne À +» (x° + 2x), 
Grl(a 2mx), il est clair que si on fait x+m—=y, les PUS 
impaires de la variable disparaîtront. 
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CHAPITRE II. 


° . . Pdx \ Qdo 
Réduction de la différentielle = à la forme ri ae ages 


6. Poisou E, par une première préparation, on peut faire en sorte qu’il n’y 
ait pas de puissances impaires de la variable sous le radical, nous ferons 
désormais R=æ y/(æ+6x*+yxt). Nous supposerons aussi que P est une 
fonction paire de x; car quelle que soit la fonction rationnelle P, on peut 
toujours faire P=M+Nx, M et N étant des fonctions paires de x: or 


] . Nxax 3 A Il di A o a . . 
a partie TR $e raméne aux régles ordinaires en faisant x°— ÿ3 ainsi 


. , » . Et ° » Ma 
toute la difficulté se réduit à intégrer la formule nn , dans laquelle M est 


une fonction paire de x. 
Cela posé, nous allons prouver, par l’énumération des différens cas, que 
mag 


V/(1 — csin°@ )? 


x 


Li . ’ . dx . «A - 
ia différentielle - peut toujours se ramener à la forme où 


lon a c plus petit que l'unité. 

Premier cas. Supposons les facteurs de &æ + 6x?+yxf imaginaires, et 
représentons cette quantité par A+ 2Aux° cosË + uxt, À et pe étant po- 
sitifs, el cos Ê pouvant être positif ou négatif. On fera x — / (2). tang 19, 
et prenant c=sin+0, on aura la transformée 

| dy Pt de 
R 2/28" V(1—c'sin@) 
Second cas. Soit a+ Cx°+yxt=m (1 + pat) (1 — gtx); la limite 
P I P° x ; 
de x étant=, on fera æ—- cos L et —— = c*, ce qui donnera 
q” q Ÿ r F9 mel 


dx c — d} 


ET pm° va —csinj) 
Si lon voulait que la transformée füt positive, il faudrait faire. ...,.... 
cotd = y/(1— 0c) tang®, ce qui donne directement 
pt sin? @ 
X' — qg* + p° cos* @? 
EE 2 
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et la transformée serait 
dx c d@ 


—— 
mms x Pie 


R mp ° V(i1—c'sin sin? ç) 
Troisième cas. Soit @ + 6x yat = m° (1 + pat) (x°— q°), on fera 


0 \ ( 
= 1, ———— 0", et l’on aura 
COS ® * 1 + p°q 
dx c do 


ART» ya — c'sin?@) 
Quatrième cas. Soit æ + 6x? + yat = m (1 + pa?) (1+ gx), on 


; tan — q° 
supposera p >, et faisant x = EEE pm AS c*, On aura 


R 2fven 


HARRIS Pre 
R — mp  Y(1—csin) 
| Cinquième cas. Soit a+ 6x+yxt=m (1 — px) (1— gx), 
supposera p > g, et faisant px = sin @ 5 —œcC, la transformée sera 


AMV d@ 
R — mp°y(i1—csin 9) 


Cette formule servira depuis x=0 jusqu’à x = = ; le radical R serait 

imaginaire depuis x=- 3 jusqu’ a LE D) mais il redevient réel depuis x =- 
jusqu’à x — 00. A ce his cas, 1l faut écrire R°=#(p°x 2 _1)(g° X°—1), 

T— 6, la transformée sera — Le Si l’on 


a?" Vi — csin°@ )' 
: MAR d 
veut qu’elle soit positive, il faudra, comme ci- ss faire... 


et faisant gx = 


à à 1— c° sin? + 

cot®—y/(1—c).tang #, ce qui donnera directement x° = TE D 
& g : 
et la transformée sera 


DR NES PU PEER 
RO mp ° (1—csin#r)? 


formule absolument semblable à la première; d’où il suit que l'intégrale 
- dx I r . . A . , . 
de + pour le cas de x> ge déduira toujours de la même intégrale, prise 
en supposant <=. 

Sixième cas. Enfin, soit a6x°+yxt=m" (x—6")(p"—x®), alors x doit 


être compris entre p el g. Soit p > q, et soit fait x — He on aura d’abord 


CHAPITRE III. 11 
dx A dy 
Romy —g—p'sin +) 


pour en introduire un indéfini, soit sin Ÿ# = csing et c° SP 
P* 


Dans cette formule, l'angle # a une limite; 


on aura la transformée 
dal > do 
R — mp V(i—csin @)? 
Ld 
à laquelle on serait parvenu directement en faisant 
2 da 


Lx? — g : 
1— c° sin ® 


7. On peut remarquer maintenant, qu’abstraction faite du premier cas, 
les valeurs de x*° qui opèrent la réduction cherchée, sont toujours de la 
? | 


A + B sin° ke 
forme SANT PEER où les coefliciens sont constans. Il ne s’agit plus que de 
Po, LA 
substituer cette jp de x° dans P, et la formule fl _ sera transformée 


Qu? : » nl 
en une autre 1 TS dant 9) ? dans laquelle c sera plus petit que l’unité, 


et Q sera une fonction rationnelle paire de sin ®, laquelle contiendra 
sin ® au même degré que P contient x. 


AAA AA AAA VAN AAA AAA AAA AAA AAA UE UMA AAA A AAA A 


CHAPITRE IV. 


Développement de la formule f RS 


8. Nous représenterons dorénavant le radical ÿ/(1—c*sin*@) par À, et 
aussi par A() et A(c, @), lorsqu'on le regardera comme fonction de ®, 
ou comme fonction de c et @. 

Considérons d’abord le cas où Q serait une fonction entière, et soit 


Q=— A--Bsin*®—+Csin{p—+etc.; si l’on représente pour abréger, l'intégrale 
n2À , 
f eee par Z**, on aura 


ik Le = AZ: + BZ* + CZ ete. 


Mais en différenciant la quantité A cos@sin**-*®, on trouve aisément la 
2 ee. 


PA 
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formule 

A cos sin #3 (2k—3) 24414 c)(2k—2) ZE ct(2k— 3) Z' ; 
d’oùil suit queZ#, Z', etc. peuvents’exprimerau moyen de Z°et Z*, etqu'ainsi 
dans le cas où Q est une fonction entière, l'intégrale jé ee est égale à 


une quantité algébrique, plus une intégrale de la forme f (A+ Bsin°@) À 


9: Soit maintenant Q une fonction quelconque rationnelle de sin’; 
après avoir extrait la partie entière, et l’avoir traitée comme il vient d’être 
dit, le développement de la parte CELA AS pourra toujours se faire de 


h . : 5 N 

èr n partielle soit de la forme — ©, n et 
manière que chaque fraction part 0 Rod a: N 
r . f . 0 . , . 
étant des coefliciens constans, réels ou imaginaires. Il s'agira donc de 


Ai dé 
réduire la formule Jarre e 


les plus simples de la même espèce. fo , Si l’on fait pour un moment sing=x, 
cette formule deviendra 


t toutes les semblables, aux formules 


dx 


Gina) Vi (ie) + cat] 


Considérons, pour plus de généralité, la formule 


dx 
Li = f + nx° )'R ? 
dans laquelle R représente le radical y(æ + 6x®+yxt), on trouvera, par 
les moyens déja indiqués, 
xR cs 6 7 26 3 
aan = (2k—2)(a —1+2)m—(2r—3) («— pu —— 7) 
6 3 
+24) (5 + D) (25) 2m. 
De là il résulte que le terme I, et tous les semblables où 4 est plus grand 
que l'unité, peuvent s AE en partie algébriquement, en partie par les 


quantités H', I, I, qui sont les plus simples de leur espèce. On peut 
même je me Si 1 + “ii était diviseur de la quantité sous le radical, 


auquel cas on aurait 4 — - LI — 0, alors la formule précédente aurait 


un terme de moins; ainsi la ad e [l' ne dépendrait plus que des deux 
T1? eter10 


CHAPITRE 1V. 13 
Donc la détermination de TI* dépendra en général de la formule 


+8 + cr = 


et en particulier lorsque 1+2x* sera diviseur de R°, on pourra faire 
disparaître ce dénominateur, et la détermination de H' ne dépendra plus 


que de la formule f(B+Cx*) =. 


d 


; . . , « >. ! 
10. L'application de ce résultat à l’intégrale f PE Er CPS 


- fait voir 
sin* @ ‘A x 


qu’en général cette intégrale dépendra de la suivante, 


LE +B+Csing ) À. 


Et dans le cas particulier où 1 -nsin*® sera facteur de cos’ @.A*, l’inté- 
grale pourra être débarrassée du dénominateur, et ne dépendra plus que 
de la formule entière 


S{B+ Csin'o) À. 


Ce cas particulier aura lieu si 2=— 1, et si 2——0c*, alors les formules 


d d e D Ld , \ 
sont mia et _ ; 1l est facile en effet de réduire l’une et lautre à 
> . 


. mn. RÉ : d' 
une partie algébrique, plus une intégrale de la forme f (A +"Bsin°#) =. 
tre dé 
On peut ajouter à ces deux cas celui de he sega” qui est susceptible d’une 
semblable réduction, et qu'on effectuera par la formule de Particle 8. 

4 Ld ’ d , . 
Il résulte de cette analyse, que la formule générale f[ ee réduite cou- 
venablement, contiendra, 1°. une partie algébrique; 2°. une intégrale de 


la forme f(A +B sin* 9) À; 3°. une ou plusieurs parties de la forme... 


d . 1 
f Æ — . ©, dans chacune desquelles les coefficiens N et 7 auront des 
1+ nsin°® À 


valeurs quelconques, réelles ou imaginaires. 


1/4 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
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CHAPITRE V. 


Définition des fonctions elliptiques, et leur division en trois 
| | espèces. 


» 
re Poisour les transcendantes que nous avons considérées, se réduisent 


; d d 
toujours à ces deux formes f(A +Bsin*®) _ ik Gr _ 


PSY il est clair 


qu’elles sont comprises dans la formule générale 


NRCUNS Co) cel 
TJ 1+nsin° ® ” Eh 


Nous appellerons désormais fonctions on transcendantes elliptiques, les 
intégrales comprises dans cette formule. La transcendante H sera supposée 
s'évanouir ou commencer lorsque @—=0; son étendue sera déterminée par 
la variable ®, qu’on appellera amplitude ; la constante c, toujours plus 
petite que lunité, s’appellera le module; on pourra toujours représenter c 
par sin 8, et 6 sera ce que nous appellons l'angle du module ; en même temps 
V4 (ie que nous désignerons constamment par b, pourra s'appeler Le 
complément du module, 

La quantité H, lorsqu'on ne considère que la variabilité de @, peut se 
désigner par H(@); si l’on considère à la fois la variation du module et de 
l’amplitude, on peut la représenter par H(c, 2), et ainsi de suite, si l’on 
voulait avoir égard à l'inégalité des coefliciens. 

12. Il suffit de connaître toutes les valeurs de H, depuis = 0 jusqu’à 


B'= 90 = et l’on connaîtra facilement la valeur de cette transceridante 
pour une amplitude quelconque. En effet, soit = 174,1 étant un 


. . FT 
entier, et & un arc plus petit que 5? alors on aura 


H(@)=2iH (7) ÆH (@). 


El en est à cet égard de la fonction H comme des arcs d’ellipse, et en général 
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des arcs de toutes les courbes composées de quatre parties égales et sem- 
blables : un arc, quelque grand qu’il soit, et renfermant, si l'on veut, plu- 
sieurs circonférences, s’exprime toujours sans difficulté par le quart de la 


courbe et une portion de ce quart. La fonction déterminée H () est en quel- 


que sorte l'unité des fonctions H, ou la fonction devenue complète : nous 
la désignerons par H”°. 

Il ne paraît pas que la fonction H, prise dans toute sa généralité, puisse 
se réduire à des arcs d’ellipse; cela n’a lieu que lorsque 2—0, ou lorsque 
quelque substitution peut faire disparaître le dénominateur ‘Tr +» sin*®, ce 
que nous ne croyons pas possible en général. Aïnsi, la dénomination de 
fonction elliptique est impropre à que égards ; nous l’adoptons néan- 
moins à cause de la grande analogie qu’on trouvera entre les propriétés 
de cette fonction et celles des arcs d’ellipse. 


À pie ee Pdx DAS OEEN è 
13. Puisque toute intégrale désignée par ga <> se réduit à une partie 


algébrique, plus un certain nombre de termes qui peuvent chacun être 
assimiiés à la fonction H, il s'ensuit qu’on pourrait n’admettre, pour les 
intégrales dont il s’agit, qu’une seule espèce de transcendantes, représentée 
par la fonction H, et dans laquelle les coefliciens A, B, 7, seraient à volonté 
réels ou imaginaires. Mais pour bien pénétrer la nature de ces intégrales, 
et pouvoir établir entre elles les comparaisons et les réductions dont elles 
sont susceptibles, il est nécessaire de diviser la fonction H en plusieurs 
espèces distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles, lorsqu'on 
les considérera Mduhe isolément. 

J’observe d’abord que les ares d’ellipse sont contenus dans la formule H. 


En effet, l'équation de lellipse étant y? — L (a*—x*), si l’on fait x—a sin?, 
on aura 
J=bcos®, et V(dx+ dy*)=dp y/(a° cosg + L° sin‘), 


formule qui se réduit à dpy/(1— c*sin°@), en faisant a= 1, et c°— 1 — 0». 

Soit donc le demi-grand axe CA — 1, le demi-petit axe CB—6; si, sur 
le cercle circonscrit DM'A, on prend l’arc DM'=9, et qu’on abaisse du 
point M’ la perpendiculaire M’P sur le grand axe, on déterminera sur 
l’ellipse un arc BM=E, dont la valeur sera 


E = /Adp. 


Cette fonction ou transcendante E constitue l’une des espèces dans les- 


Fig. 


Fie, 2. 
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quelles nous diviserons la fonction H; elle se déduit de la formule générale 
en faisant, n=0, A=1, B=—0c. 

L’équation de lhyperbole étant y? = > (x*—«*), si l’on fait sembla- 


L 
blement x=—— , on aura 
cos ® 


___ 6sin® 
Di cos ® ? 


et (dr +d)= À (E+ usine); 


cos” ® 


mais pour avoir un radical entièrement semblable à celui de l'arc d’ellipse, 
il faut prendre d’autres dénominations. Soit donc le demi-axe transverse 
CA=c, son conjugué CB—, la distance du centre au foyer CF=—1, 


l’ordonnée y = b°tang®, on aura l’abscisse x = — 5 V (1—c'sin*®), 


d’où résulte y/(dx? + dy) = Jos è . . Mais en mnt la quantité 


A tang®, on a 
b'de 
A cos @ 


d(A tang ®) — a à sp 


Donc, si l’on bete T l’arc d’hyperbole AM qui répond à Pamplitudeg , 
ou Ron l’ordonnée extrême PM=— £* tang@®, on aura 


T = A tang ® — fAdp + b* 


où l’on peut remarquer que la partie algébrique A tang ® n’est autre chose 
que la tangente MZ terminée par la perpendiculaire CZ abaissée du centre 
sur ceile tangente. 

La fonction Ÿ est comprise dans la formule H, puisqu’elle s’en déduit 
en faisant A—b*, B——b°c, n—=—1; si lon prend cette fonction pour 
la seconde espèce des transcendantes contenues dans la formule H, l’inté- 


grale Î “ pourra s'exprimer par les arcs E et Ÿ au moyen de l'équation 
s de , ; 
b (TR =EHT—Atange. 
Enfin, comme on peut mettre H sous la forme 
ar f°d® ! 0 pe À 
He VE +Bade +0 fe, 


il ne restera plus à considérer qu’une troisième espèce de transcendantes, 
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représentée par la formule 


sw de 
nl = / 1 + nsin@) A 


Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois espèces, 
si l’on admettait les arcs E et Ÿ comme constituant les deux premières 


espèces, et c’est en effet la première idée qui se présente dans ce genre de 
recherches. 


14. Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces fonc- 
. . d . A L'AT Le 4 
üons, on trouve que la fonction F — fe e doit être préférée à l’arc d’hy- 
perbole Ÿ, pour en faire l’une des trois espèces de fonctions elliptiques, et 


que même cette fonction We Fi doit être considérée comme plus simple que 
l'arc d’ellipse /Ad9. 

En effet, on prouvera ci-après que la fonction F peut s’exprimer par 
deux arcs d’ellipse; mais l’inverse n’a pas lieu, et un arc d’ellipse ne peut 
pas S’exprimer par deux fonctions telles que F, ce qui indique déjà que la 
fonction E est d’une nature plus composée que la fonction F. Mais cette 
conséquence se mamifeste plus clairement encore par l’examen des pro- 
priétés respectives de ces fonctions. 

La propriété la plus remarquable des fonctions F, est qu’on peut déter- 
miner, par des opérations purement algébriques, une fonction égale à la 
somme ou à la différence de deux autres fonctions; d’où il suit qu’on peut 
déterminer algébriquement une fonction multiple, sous - multiple ou en 
général qui soit dans un rapport rationnel avec une fonction donnée; pro- 
priété que les fonctions F partagent avec les arcs de cercle et les loga- 
rithmes, et qui a lieu quand même ces fonctions, considérées comme des 
intégrales ou des arcs de courbe, n’auraient pas l’origine commune ®=0, 
et commenceraient à des points quelconques. 

Les arcs d’ellipse et les arcs d’hyperbole sont de toutes les autres trans- 
cendantes, celles qui approchent le plus de jouir de la même propriété, 
mais elles n’en jouissent pas d’une manière absolue. Ainsi, deux arcs étant 
donnés sur l’une de ces courbes, à compter du même point où @—=0, on 
peut trouver algébriquement, non pas un arc égal à leur somme, mais un 
arc égal à cette somme, plus ou moins une quantité algébrique, ce qui 
prouve que les arcs TŸ et E sont d’une nature plus composée que les fonc- 
tions F. On doit donc regarder ces dernières comme tenant le premier rang 
après les arcs de cercle et les logarithmes. 


pa à 3 
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Enfin, un motif qui suflirait seul pour faire préférer les fonctions F aux- 
fonctions Ÿ dans le classement des fonctions elliptiques, c’est qu’on ne 
peut supposer ® >+7 dans la fonction T, tandis qu'on peut supposer @ 
d’une grandeur quelconque dans les fonctions F et E qui, en général, 
croissent presque proportionnellement à l'angle ®. Or, les applications du 
calcul intégral, principalement celles qui concernent la mécanique, donnent 
souvent lieu d'attribuer à la variable principale @ des valeurs quelconques, 
composées, si l’on veut, de plusieurs circonférences. L'emploi des fonc- 
tions T ferait donc naître des embarras ou même des erreurs, ce it n’est 
jamais à craindre dans celui des fonctions F. 

15. Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques comprises 
dans la formule H, seront divisées en trois espèces : 


La premiére et la plus simple est représentée par la formule F — =f+; 


La seconde est l'arc d’ellipse, compté depuis le petit axe, et dont l’expres- 
sion est E = /Ad9 ; 


Enfin , la troisième espèce est représentée par la formule......... 


= leger ie rss 25 elle contient, outre le module c commun aux deux 


autres espèces , un paramètre 7 sp peut être à volonté positif ou négatif, 
réel ou imaginaire. 

On pourrait croire que le cas où z est imaginaire, diffère essentielle- 
ment du cas où z est réel, et qu'il exige la formation d’une quatrième 
espèce de fonctions elliptiques; mais, par des réductions et des transfor- 
mations que nous exposerons ci-après, on verra que cette quatrième espècé 
est inutile à considérer, et qu’on peut ainsi restreindre la troisième espèce 
aux seuls cas où z est réel. Nous regarderons seulement comme conditions 
nécessaires et communes aux trois espèces de fonctions, que l’amplitude 
et le module c soient réels, et qu’en même temps c soit plus petit que 
l'unité. Dans cette supposition, le radical À = y/(1 —csin*®) est tou- 
jours positif, parce qu’il ne se réduit jamais à zéro. 
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CHAPITRE VE. 


Comparaison des fonctions elliptiques de la première espece. 
16. To us les Géomètres connaissent lintégrale algébrique complète 
qu'Euler a donnée de l’équation différentielle 

an er tele Ai latte 

V' Ca + Cc yat + di ent) Va + ++ Hat) 
D’après les réductions indiquées dans l’article 6, cette équation peut, sans 
perdre de sa généralité, être mise sous la forme 

d@ dy 
V'(1—csin’g) + V(1— c°sin*d) Fe 

et alors son intégrale est F(9) + F (4) = F(w), pe étant une constante 


arbitraire. Mais la même intégrale trouvée par la méthode d'Euler, s’ex- 
prime ainsi : 


cos @ cos nf — sin ? sin À (1 — c°sin’w) — cos u....(a), 
et voici comment on peut vérifier ce résultat & posteriori. 


J'observe d’abord que Péquation (4°) peut être mise sous l’une ou l’autre 
des deux formes suivantes : 


M ES PR Oe EN RQ By: 

cos p cos À + sin we sin 4 A (9) = cos ® [°° ""* »; 

car ces équations, dégagées chacune du radical qu’elles contiennent, con- 

duisent au même résultat que l’équation (a) dégagée de son radical. Ce 

résultat est 1=—cos*®+-cos’1| cos u—2cospcos) cosu+c’sin*@ sin’ sin’y. 
Cela posé, si l’on différencie l'équation (4°) après avoir divisé chaque 

membre ‘is sin @ sin, afin de faire vo le radical, on aura 


2_ (cos 4 — cospe cos )+ Y (cos ® — cos pe cos ÿ) = 


sin 2 


Substituant dans celle-ci Les valeurs de ne —Cosucos® et cos®— cospcos\, 
données par les équations (4'), on aura 


1& 
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Le 4 5 = ae 


De là on voit que l'équation transcendante F(9) + F(4)= F (x) est satis- 
faite, soit par l'équation algébrique (a’), soit par l’une des équations (È’); 
car ces trois équations peuvent être RASE indistinctement l’une pour 
l’autre. 

Si l’on avait c—0, la fonction F (@) se réduirait à l'arc @, et alors 
ayant ®++4=—u, on en conclurait 


cos ® cos 1] — sin ® sin À = cos we, 
cos pa COS ® + sin y sin ® = cos}, 
cos ge cos À —- sin w sin A = cos . 
C’est en effet ce que donnent les équations (a’) et (4°) dans le cas de co, 
qui réduit à l’unité les radicaux A(w), A (@), A (1}). 
17. C’est ici le lieu de faire observer, d’après Lagrange (, que si l’on 


- construit un triangle spliérique dont les côtés AB, AC, BC soient respec- 


tivement FAT aux amplitudes g, ®, 4, alors les angles opposés GC, B, À, 
seront tels, qu’on aura 


COS H — COS @ COS À AU 


LoslGe= og —y/(1—c sin w), 
.p — 0059 — cos % COS Ÿ __ PAGEUIIE Re 
PARLES sin g sin Ÿ — Lo 00 


cos AGP HE OS One (1 — csin° À); 


Sin # Sin ® 
d’où lon déduit 
sm°C= csinx, sin B=c"sin®, sin A=c"'sinà\, 


sin UE 4 sin B Je Sn A 


où C—= - Ter UT 
sin# sin @ — sind 


Ces équations s’accordent avec les propriétés connues des triangles sphé- 
riques; elles prouvent en même temps que, dans tout triangle sphérique 
formé par trois côtés ®, À, H, qui satisfont à l'équation transcendante 
F(g)+F(4)=F{(u), le rapport du sinus de chaque angle au sinus du 


côté opposé, sera égal au module ®). On voit de plus que dans le triangje 


G Théorie des Fonct. analyt., pag. 85. 

U? Le triangle polaire formé par les trois côtés 7—@, 7—%Ÿ, m—%# et par les 
trois côtés 7—B,7— A,7—C, ou bien encore le triangle sphérique formé par les trois 
angles @ # 7—%x« et par les trois côtés B, À, r—C, satisferait également à équation 
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ABC, les deux angles A et B sont toujours aigus, et l’angle C toujours 
obtus. | 

Si l’on fait ensuite F (u)+ F(8)=F (»), il faudra observer que, dans le 
nouveau triangle sphérique qui aura pour côtés w, 8, », l'angle opposé au 
côté m devra être aigu et avoir le même sinus que l’angle opposé au côté 
dans le premier triangle, pour que son rapport avec sin pe soit égal à c 
dans les deux triangles; ainsi il faudra que l’angle opposé au côté x dans 
le second triangle, soit supplément de l’angle opposé au côté dans le 
premier; d’où naît cette construction. 

Prolongez le côté AC vers E, faites CD — 8; du point D et d’un inter- 
valle DE = w, décrivez un are qui rencontrera CE en E, et déterminera 
le second triangle CDE, dans lequel on aura CE =», et le côté » satisfera 
à l'équation F(»)=F(@)+F(4)+F (86). 

Ceite construction peut être continuée aussi loin que les limites des 
côtés des triangles sphériques peuvent le permettre, c’est-à-dire tant que 
le grand côté n’est pas plus grand qu’une demi-circonférence. Et il est 
évident qu’on pourrait se servir de la même construction pour trouver suc- 
cessivement les angles ®,, @s, ®4, etc., tels qu'on eût F(9,) = 2F(®), 
F(9:)=3F (9), etc., ce qui servirait à la multiplication de la fonction F. 
Mais, nous le répétons, ces constructions ne peuvent s’étendre que jus- 
qu'aux limites des triangles sphériques, tandis que l'analyse ne connait 
aucune borne. 

Il est bon de remarquer que la considération du triangle sphérique ABC 
offre un moyen fort simple de vérifier l’intégrale (a”). En effet, si, en regar- 
dant x et C comme constans, on fait varier infiniment peu les côtés @ et 
d, on aura Aa —6b, ou — d? bo mi mais on a trouvé 


cos À — A (4) et cos B—A(@); donc —— Ne E 45 = 


Ainsi, une application fort simple de la trigonométrie Hn aurait 
suffi Es HR l'intégrale algébrique complète de l'équation transcen- 


dante —— ke) + S 2,0: 


18. Étant données deux fonctions elliptiques de première espèce F (9), 
F({L), si l’on veut trouver une troisième fonction F (x) égale à leur 


F dé : GhE=F(#. Mais le rapport qui était c dans le premier triangle, devien- 


drait = - = dans cet. 
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somme, il faut déterminer w par léquation (a’), ce qui donnera les for- 
mules M 3 @ 
: sin @ cos YA (Ÿ) + sin cos gA @ 
RE CRE 1—c'sin@sin Ÿ 
cos @ cos Ÿ — sin @ sin ŸA () A 62} 
1 — c*sin° @ sin°Ÿ 

A(#)A(Ÿ)— c'singsinÿ RÉ oh 
A (x) = 1—c?sin?@ sin? Ÿ 
_tang®A (4) + tang 4A (@) 
1 — tang@ tang HA (@)A(XL)" 
D'après cette dernière formule, si lon prenait deux angles auxiliaires ®, 
A', tels que 


COS 4 —= 
tangu— 


tang® = lang PA(4), tang W'= tang JA (e), 
il en résulterait 
h=® + Ÿ', 

ce qui est un moyen de calculer aisément l’angle w par les tables des sinus. 

Si l’on fait w—+7, c’est-à-dire, si lon a F(®)+F(d)= F", les deux 
fonctions F (@), F (4) seront en quelque sorte complémens l’une de l'autre, 
puisque leur somme est égale à la fonction complète F', alors on aura immé- 
diatement par l'saubeoe (a), 


btang ® tang À = 1 : 
c’est la relation nécessaire entre les angles @ et À, pour qu’on at F(®) + 
F(4)=F(ir)=F". On en déduit, pour l'expression de ô en ®, 


3 ® bsi 
MS To NE mc Er 


19. Étant données deux fonctions F (o), F (4), si l’on veut connaître 
une troisième fonction F (4) qui soit égale à leur différence, en sorte qu’on ait 


F(E)—F(d)=E(), 
la solution de ce problème se déduira aisément de celle du problème pré- 
cédent, et l’on aura pour résultat les formules 
sin® cos LA (-L) — sin cos gA @) 
1 — c°sin°@ sin° 
cos@ cos AL <+- sin @ sin YA (©) ARTS 
ent 1 — c* sin° @ sin° 
A A(@)A(L) + c°sin® sin cos cons 
( }= 1 — csin*@ sin* 
— tangpA(4) — tang YA (0) 
AOGHTE LE tango tang VA (6) 4) 


SIN U = 


COS & — 
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Si, dans cette dernière formule on fait tang g = tang@A(N), et tang L' — 
tang AA (®), on aura w—@" — \/. 

Ces formules pour la différence se déduiraient des formules pour la somme, 
en changeant simplement dans celles-ci le signe de + , et conservant A (4) 
positive. Il est inutile d’ailleurs de faire observer l’analogie qui régne entre 
les valeurs de sing, cosp, et celles de sin(@æÆA{), cos(p=Æ A); elles 
coïncideraient entièrement si l’on avait c— 0. 


Li) 
©Q 


20. Puisqu’on connaît algébriquement l’amplitude de la fonction égale à 
la somme ou à la différence de deux fonctions données, il est clair qu’on 
peut trouver algébriquement une fonction multiple d’une fonction donnée, 
et qu’en général on peut résoudre sur la multiplication et la division des 
fonctions elliptiques de la première espèce, les mêmes problèmes qu’on 
résout sur la multiplication et la division des arcs de cercle. Désignons par 
®, l'amplitude de la fonction qui contient # fois la fonction dont l’ampli- 
tude est ®, en sorte qu’on ait F(9,)= #F(@); il s'agirait d’avoir l’expres- 
sion générale de sin et cos ®,, par le moyen de sin et cos ®. 

Les cas extrêmes n’ont aucune difficulté. Si l’on a c= 6, alors 9, =n9, 
et l’expression de sin @,, ainsi que celle de cos ®,, se déduisent de la for- 
mule connue 


COS P, + ÿ/— 1 sin ®, = (cos ® + el 1 sin @ }". 


Si l’on a c= 7, alors la fonction F(@) devient fe, de sorte qu’on a 


F(Q)=} log( TE , et la formule pour la multiplication des fonctions 
est | 

er = (itins u 

1 — Sin @ 1— sing 
La difiiculté est de trouver Pexpression générale de sin ®,, lorsque € a une 
valeur quelconque entre o et 1. 

21. Considérons d’abord le cas le plus simple, qui est celui de la dupli- 
cation; il suflira de faire 4 —® dans les formules de l’article 18, ce qui 
donnera 
DARENER PCT 


SNS Ne PT ET sint® ? 
__1—2sin° + c°sinfg 

cos Ps — oi: list, sing ad | 
___1—26c*sin/g + c’sinf® 

À (22) LE 1—<c°sini® è 


tang +9, — tang QA(@). 


Fi 
e 
1S, 


Q9 
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La dernière de ces formules se déduirait immédiatement de la considéra- 


. tion du triangle sphérique ABC qui, étant isoscèle dans Le cas dont il s’agit, 


donne tang + BA = cos B tang BC = tang pA(y). 

Ainsi, en prenant l’auxilaire B, telle que sin B= c sin @, on aura ®., 
par l’équation tang +9, — cos B tang @, on trouvera semblablement @, au 
moyen de @,, gs au moyen de @,, etc., de sorte que la fonction F sera 
multipliée par 2, 4, 8, 16, etc. 

Réciproquement, étant donné @,, on trouvera @ par l'équation 

sin 3 @ 

VLi+34(e:)]? 


ou bien, appelant, par analogie @, l’amplitude de la fonction qui est 


sin ® = 


égale à la moitié de F(@), on aura 
sin ?® 
vG+:a) 
&i l’on fait csn@g—sin6, ce qui donne A=cos6, on aura plus sim- 
plement 


SD 
2 


sin + ® 
cos 1 6? 


sin ®i — 
à 


4 


et l’on satisfera ainsi à l'équation F (9, )=+F(?). 
On trouvera semblablement les amplitudes ®, , @,, etc., par lesquelles 
4 8 


la bisection de la fonction F (@) peut être continuée indéfiniment. 


22. Venons à la multiplication par un nombre quelconque. Pour cela, 
considérons trois amplitudes consécutives @,_,, @,, Pa+:, qui, suivant l’in- 
dication, répondent aux fonctions multiples (7—1)F, 7F, (7-1) F. Les 
formules pour la somme et la différence de deux fonctions, s’appliqueront 
aux équations F(p:4:)=F (0) +F(?), F(2,-)=F (Pr) — F (@), et il 
en résultera : 

SIN Qns SIN Pris — a 

2 COS® COSPr 


COS Pan COS Pen ne 


Ces formules où A et ® restent constamment les mêmes tandis que z varie, 
paraissent aussi commodes qu'il est possible pour en tirer les valeurs suc- 
cessives de sin@,, sin @s,, cos ®,, cos 3, etc. 

Soit, pour abréger, 2A cos® =p, 1—c'sinf®=g, c'sinf®@=7r, on 
trouvera pour la suite des sinus, 
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sing, =? sin ? MES 
7 
Ad 

sin PE PT Fa sm, 


G+Hr)p— 29 


. Sn, —= Rp pqsmw, 
1 LAS: 8 Bptqt Æ(i + 07) pl r°pf 
sin A in 
; q°— 3rp° PHARE ghsr TP ?; 
etc, 


et pour celle des’ cosinus, on a, en faisant de plus s—=1—2sin@+r 
= 2 COS —, 


cos @, = — 2727 ‘da =, 
Lane TE q 
ir 28q—qg#pr | 
COS D = ——"—"— cos 
Ps g— rp P; 
g° — 2q° p° sin°@ + pt 
cos = OA Ne 
de .25q (g° —7p°) (259 — q + rp°) w ) — 
MEN Ft QE 3rp°qgt+(r° + 2r)ptg* —7p° : ® 
etc. | 7 ARE 


Mais ces expressions’ étant entièrement développées, deviennent fort pro- 
lixes, ett leur loi est très difficile à apercevoir. 

Lorsqu'il s'agira de calculer trigonométriquement ®, par le moyen de ?, 
on y parviendra aisément de cette manière. Les peux formules générales 
étant divisées l’une par l’autre, donneront | 

SIN nr + SIND 
COS nr + COS Pr 


ce qui se réduit à cette formule très Simple, 


tang e JE +3 Pi )— — À de Pr; 


d’où l’on tire successivement 


= À tang @,, 


tang +9,— Atang®, 
tang(19s-+ip)=Atange, 
tang (394 19.)= A tang Ps, 
ss - etc. nee 
On connaîtra ainsi successivement par un calcul fort simple, les valeurs 


de Qs, ®s, etc. On pourrait aussi procéder per de plus grands intervalles 
pour arriver plus tôt à un terme éloigné; car on a semblabiement 


T:h n 
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tang (E Pari r Pni) + At tang y; 
At étant le À qui répond à lamplitude @,. | 

23. La division d’une fonction elliptique donnée de première espèce 
en un certain nombre de parties égales, est un problème algébrique qu’on 
résoudra par le développement des formules qui servent à la multiplica- 
tion. On a déjà yu les formules pour diviser par 2 où par une puissance 
de 2. Supposons qu’on veuille diviser en trois-parties égales la fonction F'; 
on appellera @: l’amplitude de la fonction donnée, et @ celle de la fonction 
qui en est le tiers. Faisant donc sin f; =@ et sn@=x, on aura, pour dé- 
terminer x, l’équation 
3x — 41 + ce?) à° + 6c?x5— 01x9 
1 — Gctxt Æ 4o° (1 Fc) à9 — 3ctx8? 
équation qui est du neuvième degré. Elle serait du degré Hpt-GHQUIEMR 
pour la quintisection, et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié lorsqu'il s’agit de diviser la 
fonction complète F' en un nombre impair de parties; il en est à cet égard 
de la division des fonctions F, comme de celle des arcs de cercle; tandis 
que la division d’un arc quelconque en z parties égales, exige la résolution 
d’une équation du #“" degré, celle du quart de circonférence n’exige que la 


(7 Am 


résolution d’une équation du degré SE 
Supposons en général @,—2?#, afin qu'on ait F(@) = =", on aura 
donc aussi F en) +F(p)—=72F (@) —=Ff"'; ce qui donne la formule 


tang (@,-;) — ; = COt Ps d’où l’on déduit 
tang Qu = 7 CO P, 
I 
A 


tang Pas = COL @, » 


lang Ps — - COt Ps 


elc. 
Mais à cause de @,=:7, on a 


tang Œ 7 4m Es 3Pnca) = = À tang Pi = WT + cot P; 
tang (1,2 201-9) A tang Pr 


etc. 


De là résultent des formules assez simples pour déterminer ®,_,, net elc.; 
développant celles qui donnent @,, @:, etc., on aura par la rencontre de 
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ces deux suites, l'équation qui doit déterminer 9; et le calcul sera moins 
compliqué que par le développement de. sin P, ou de ‘cos @,. 

Ja 
Lorsque 7 =3, on aura immédiatement tang (£ 47 + 16) —7 cot®, ou 
bsing=A (1—sin @). Soit sing=x, et l'équation pour déterminer x sera 
LOI 27 2 2072 — cat : 
c’est l'équation qui donne la trisection de la fonction F', et l’on voit que 
son degré = 2—. 
2 \ 
Lorsque 7 = 5, il faudra éliminer ®, des deux équations 
LIN À 
HA VA 
tang (2 FT+30s)=Tz cot ® 
tang (3:32 P)= A tangp., 


2A sing cos® 


et ensuite mettre au lieu de tang @, sa valeur 
, Le A 2 sin@ + c*sint® 


; on obtien- 


dra ainsi, en faisant sin® = x, huilé 


forte PORN abri LA 
UACE Me er TE mr 


équation pour la CNE de la fonction EF", laquelle étant entièrement 


7 ? 29 
développée, montera au degré 12= — 


24. Revenons à lé équation de la trisections elle.offre , dans sa résolution, 
quelques particularités qui méritent d’être remarquées. 
Soit d’abord X= y H +, cette ‘équation deviendra 


ip +(i-i)r- ec. 
Lo que le premier membre soit le produit dés deux facteurs 
— py + 9, J°Lpy — Tr, onaura, pour déterminer Ps 7 les équa- 
üons g—r=p—3, gr=, p(q DE 1 . Des deux premières 
on tire (g=+r} = pt— 3p° +3, et cette valeur étant substituée dans la 


: 
troisième, il en résulte p de d ii, — = gr 1) , où (p—i)= Fe 


Soit donc 
k = 4/2) LAN à 


et l’on aura p—1=#, qu p= ve + 6 d’où résulte 
q=3;k—2t+ 2W(kÆ—A HS), 
LE PARLE LER VA —k + 1 
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Aïnsi les quatre valeurs de y: seront 

Js=s AVR Eivh-k-i2v( tk) 

= Van Evo aVt= ER), 
Les deux premières sont imaginaires, et des deux autres, il n’y a que la 
racine positive qui convienne à la question ; ainsi l’on aura y À, ou 


inp=i—iy(i+k)+i V2 k4avG—k+E)]; 
de sorte que cette valeur pourra se construire géométriquement, lorsque k 
sera donné. Or, quel que soit £, on a 
2 


TEVG +) 


valeur qui est toujours comprise entre les limites 1eto. 


Ci 


Soit ==, DD alta CE ya (V2) et 
sin ® = RE VC UA /3. 
Soit =, on'auratc—# ptet 


noi VS) 
cosp=(y3—1)V(iv3)=vV(2V3—3) 
Voilà deux cas dans lesquels la ‘trisection de la fonction F' se fait par de 


simples extractions de racines carrées. 
Pour troisième exemple de trisection, prenons le module e=y2— 1, 


nous aurons b°= 20, fe 2 V2+>, d’où sing; v/2(V/3—1)= 


2 sim 16°. 
Les applications que nous aurons occasion de faire par la “ exigent 


que nous considérions encore le cas de c—+ VW (2 ae 3 La = cos =, et celui 
de c—#2 Adi V3) = sin =. 
Soit d’abord c=> (2 de V3 ) , on aura pe Lee x Se donc 


= — 2: ai d'aprés cette valeur, on trouvera . 
sm@—#/3—1. 
Mais comme les réductions pour parvenir à ce résultat seraient fort pénibles, 
il est plus simple qe revenir à l'équation primitive 
21. 3 é 
0 = ES 2 _ AE Gt) 


{ 


eton vérifiera facilement que cette SN ES est. satisfaite en faisant x=y/3—1; 
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alors on a sin°®=4—2 V3, | cosP—2ÿ/3—3, et tango = De où 
tang Q = V (3 a). C’est la valeur de @ qui donne F (9) =+F", lorsque 


c= cos — = sin 75°. 
12 


| 2 2 — 1/3 M: 1 
Soit maintenant € = LR = sin —, on aura encorekÀ = —.y2, 
4 12 ? 20° 


et il faudra substituer cette valeur dans la formule générale pour connaître 
sin @; mais comme les réductions seraient encore fort pénibles, il sera plus 
simple de résoudre directement l’équation PE y à ce cas, laquelle est 


oœ1— 27 + NS À (223 — n4). 


Or, d’après le cas précédent, cette équation doit être divisible par x + 1 + 4/3; 
supprimant donc ce facteur qui est inutile dans le cas présent, et faisant 
V3+1—=2, on aura l'équation à résoudre 


2x —hy/3.x + hy3.x— 2h=0. 
Soit x = + , On aura la transformée 
S+Ghy + i2h+4= 0, 
d’où l’on tire, par les formules connues y = V 4 — 14 2, Faisant donc 


/ 2—=Mm, on aura cette valeur de x ou de sin @: 


1— 70 + m° 


sin ® = 1—mn—+ nt 


? 3 
Je remarque que lé ion 7 — e [1 — M = —— 
que que. l'équation 7» 2 donn mn =} rat et 


(m1) (m—1)=3, où (mr) y/{(m—1) = 3; on aura donc plus 
simplement, 


| sin op GE 4 rt D 
De là cos Dee (PS PE (2H V3)= (m1) (=); 


donc enfin 


coq = (m2) 1/2) }= (me —1) D = 


b étant mis à la place de vd ( 0) ou cos — C’est lenrésion la 
plus simple pour déterminer la valeur dé @ qui satisfait à l'équation 


F(®)=+F", dans le cas de e=$sin — 
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Pour effectuer entièrement la trisection de la fonction F', il faut encore 
avoir la valeur de @, qui donne F(@,)=2F(@)—=%F". Or, @, est facile à 
déduire de @, soit par les formules de la duplication, soit par celles des 
fonctions complémentaires (art. 18), puisqu'on a F(9,)+F(®) =F. 


On trouve ainsi 
cot®, — d tang®, 


cos ®, = 1 — sin ®: 
la dernière est remarquable én ce qu’elle est indépendante du module. 
. \ . FT 
Dans le dernier exemple où c=sin —, on aura donc cos®, = m — 


y/(m® — 1), d'où l’on tire 


1m + VOm—) NÉ E 


tang* + ®, = 


1+m— (mi —1) mi) (m+i)? 
: 3 I? 
on Rome M 


La valeur de sin ®, pourrait être déterminée directement par la trisec- 
tion de la fonction F(æ), car il estévident qu'on a F(@,)=$F" = +"(7). Soit 
donc sin®, —=7y, et en faisant dans la formule de la triplication (n° 23) 
a= Sinæ—0, on aura, pour déterminer y , l'équation 


0—3—#% {14e )7° + Gc?yf— cty*, 
qui n’a que la difficulté du quatrième degré. 

25. Occupons-nous maintenant de l’équation pour la quintisection, qui 
étant entièrement développée, devient 

o=1— 42? + botxt HR Abc a — Bots + 4c$x — x"? 

— 22 {[1— 5cxt (Ge 4ot) 28 (4e + Oct) x ctxs — care], 

Pour donner au moins quelques exemples particuliers de la résolution | 
de cette équation, on pourrait attribuer une valeur à æ (en ayant soin 
qu’elle füt plus grande que la racine de l'équation o=1—2x%—/4x"); et 
d’après la valeur supposée de x, on voit que c* se déterminerait par une 
équation du troisième degré. 

Mais la recherche des cas particuliers de solution, est une question d’ana- 
lyse indéterminée qu’on peut résoudre plus HAE de la manière 
suivante. | 

Soitpæi—cat, g=2x(1cx), et l’équation de l’article 25 sera 


pF'qlus (1 + x) Vase) 
P—qg bx 
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Élevant chaque membre au quarré, et retranchant de part et d’autre l'unité, 


on aura 
_{pg__p+3g 
Œ—g} bar 


Soit p—mg, cette équation donnera &°x* — 


Gn+ 1) (mi) 
fm 


gx soit donc 


encore 
— Gr + 1) (m — D 
27 
et l’on aura, en remettant la valeur de 9, b'x=n (1—cx*), ce qu 
donne 


Mais de l’équation p = mg , ou 1—c°xf=2mx (1—c°x*), on tire 
“+18 271% 2e 41 
2m — xt 
Égalant ces deux valeurs de c*, il viendra 01 — (2m 2) x + x. 
De là se déduit une solution générale fort simple du problème que nous 
nous sommes proposé. Ayant pris pour 7? une valeur quelconque comprise 


cb: 


— = 1.618 (car ces valeurs répondent aux limites c= 1 
(m+ 1) (m—:1} | 


270: 


entre 1 et 


et c=0o), on en déduit = ; ensuite 


comprit — 11, 
1—n(mhb3n)— n\/[(n +3 n) x] 
CE RE nl 


2e, 
Ces 


Soit, par exemple, m:= à on aura = 2 de là 


x= Tr it, 


e = 707 — 25 v143 145 

TT 76725148 
D’après cette valeur du module c et celle de x = sin @, on satisfera à 
l'équation F(?)=; F'; ensuite il sera facile d’avoir les valeurs de @, , Ps, 4 


par lesquelles on FRE ME de diviser en cinq parties À pit la fonction com- 
plète F*. 


26. Nous ayons fait voir comment on trouve la RAIN entre @,et®, 
pour que F (9,)=nF (9), x étant un nombre entier. S'il fallait trouver 


la relation entre ® et À pour que F (4) — . F (9), met x étant des en- 
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tiers, on prendrait un angle auxiliaire +, tel qu’on eût à la fois 2F (4) =F(«) 
et mE (®)=F(). La première condition donnerait une équation algébrique 
entre les sinus des angles 4 et w, la seconde en donnerait une entre 
ceux des angles @ et w; d’où, éliminant ©, on aura la relation cherchée 
entre ® et Gi 1 

En général, on voit qu'il sera toujours mL de satisfaire par une 
équation algébrique à l’équation transcendante 


o—œmE(p)+nEF (d)+pF (w) + etc., 
les coefliciens "=, n, p, etc. étant des nombres entiers à volonté, qui n’aient 
pas tous le même signe. C’est une conséquence toute simple de ce que 
l’équation RON NL F (9) +F(4) =F(yx) est représentée par une 
équation algébrique. 


27. De là il résulte qu’on peut A outs trouver Fpatenals algébrique 
complète de l'équation différentielle = 


mag rat ndŸ 58 
VG—csin®) Vli—esimy)  ° 
m et n étant des nombres entiers ; car l'intégrale est d’abord mF (@)ænE (4) 


— const. Et si l’on suppose que He do, on ait ®—m;, la con- 
stante sera 2F(w), et l’on aura l'intégrale 


mE (@) HE nE () — 1m} (pu). 


Soit © une auxiliaire telle que F(u)=F(P)ÆF(o), on aura en même 
temps nF (œ)—=n2F GE); si l’on exprime ensuite ces deux équations en 
termes algébriques, et qu'on élimine , on aura l'intégrale Te cher- 
chée dans laquelle pm sera la A arbitraire. 

En général, si l’on avait l'équation suivante, dans laquelle », 2, p, etc. 
sont des entiers positifs ou négatifs, 


Liens à? pdw 
Vaccin) ya) tretc., 


l'intégrale complète sera F(u)=mF (9) +nF(d)+pF(o)+ etc., pe étant 
la constante arbitraire, et cette intégrale pourra toujours être représentée 
par une équation algébrique, quel que soit le nombre des termes, pourvu 
qu’il ne soit pas infini. 

Si l’on désigne par R (x) le radical y/(a + 6x + yat + d'xs + ext), 
et par R (y), R (2), etc. des radicaux semblables en y, 3, etc.; si de plus 
m, nm, p, etc. désignent des nombres entiers positifs ou négatifs, il est clair 


+78 mag 
PE VG— ce) À 
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que l’équation ï " d 
. max nm Z 
EG) + RO + ete, 
pourra toujours être réduite à la forme précédente, et qu’ainsi elle aura tou- 
jours une intégrale algébrique complète. 

Rien n  Décherait de supposer que 3 et les ab suivantes fussent 
des fonctions algébriques données de x et y; alors l'équation précédente 
ne renfermerait que deux variables, et malgré l’infinité de formes dont elle 
est susceptible, elle admettrait toujours une intégrale algébrique complète. 
C’est MT la seule manière de généraliser le résultat d’Euler, concernant 


d ME 
l'équation = + = — 0. Lavranse s’est proposé de trouver des cas d’inté- 
quation 5e FR RATER | 


grabilité de l'équation VX Le —0, sans supposer que les deux poly- 
nomes X et Y sont entièrement semblables (?; mais il ne paraît pas que 
les recherches de ce grand Géomètre l’aient conduit au-delà de Péquation 
d’Euler, car l’équation qu'il donne page 119, comme étant plus générale, 
s’y ramène immédiatement en fusant » = ky, et donnant au coefficient 4 
une valeur convenable. Aïnsi, il est très douteux qu'avec deux termes 
seulement, l'équation d'Euler puisse être généralisée; mais, avec un plus 
grand nombre, on voit qu’elle admet une grande extension. 

28. Puisque les fonctions F peuvent être multiphées ou divisées à volonté, 
cette propriété fournit un moyen assez simple de les évaluer par approxi- 
mation. D'abord nous supposerons que @ ne surpasse pas 27, Car, suivant 
l’article 12, tous les cas se réduisent à celui-là. 

Cela posé, on déterminera ®, par l’art. 21, de manière que F(9, )}=:F(o), 

D p 


A (e)’ 
tué, si & n’est pas trop He de lunité. Par une seconde bisection, on peut 
faire en sorte que F CE —;F(®), et l’intégrale que représente F(?, 1) 


aura encore une LATE près de deux fois moindre, ainsi de suite. Mais 

lorsque l’amplitude 4 de la formule qu’on He est devenue très 

petite, la fonction F (4) se réduit sensiblement à l’are À. Donc, quelle que 

soit la première valeur de ®, la fonction correspondante F (9) sera égale au 

dernier terme de la suite ®, 29,, 4®,, 89,, elc.; et, dans la plupart des 
2 4 8 


cas, on obtiendra cette limite par un calcul assez court. 


de: | 
et l'intégrale frs aura une étendue moindre quef de près de moi- 
à 


(2 Mémoires de Turin, tome IV. 


f het + 


Qt 
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[S® 
ESA 


| EXEMPLE. 
Soit proposé de trouver la valeur de F lorsque c— / (CE) = sin 75° 


et tang ® — V4 a on trouvera, par les formules de l’art. 21, ce qui suit: 


g = 47 4'3o"gt | 6 — 45° o° 0"00 
D P20 D TO 6, — 24.40.10 ,94 
, — 13. 6.50 ,98 fi SIDE N OS DO 
o, = 6.35.40,74 à = 10) 00: 0460, 
DE DA10- 10070 Mu 

Fat 


Les deux dernières valeurs donnent 
89,:= 52° 45" 25"92 
8 


16P, — 52.50.20 ,00. 


Leur différence est 4'54",08; et comme, par la nature de ces approxima- 
tions, un résultat doit approcher de la limite environ quatre fois plus que 
le précédent, nous ajouterons au dernier résultat le tiers de la différence 
454,08, qui est 138,03, et nous aurons ainsi, pour la valeur de F, l'arc 
très approché \ 


52°51°58".,03, 


qui en parties du rayon = © X 0.5874013 = 0.922688. 


Cette méthode pourrait devenir très longue lorsque c est fort près de 
l'unité, et ® peu différent de 90°. Nous en donnerons ci-après une plus 
* expéditive. 
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CHAPITRE VIL. 


De la Lemniscate et d'une autre Courbe algébrique. dont les 
arcs représentent généralement la fonction F. 


29. La fonction E est représentée très simplement par un arc d’ellipse 
dont l’origine est fixée à l'extrémité du petit axe; si l’on se proposait de 
représenter semblablement la fonction F par un- arc de courbe algébrique, 
ce problème paraîtrait d’abord assez difficile; cependant nous sommes par- 
venu à en trouver une solution, générale et satisfaisante par les moyens 
que nous allons exposer. 

Le cas qui se rencontre le. plus souvent et qui mérite une attention 
particulière, est celui où l’on a c—b=—/}; alors l’angle du module qui 
est de 45°, tient le milieu entre toutes les valeurs qu’il peut avoir depuis o° 
jusqu’à 90°. Dans ce cas, la fonction F(c, @) peut être représentée géné- 
ralement par un arc de la courbe algébrique, nommée lemniscate. 

On sait que l’équation de cette conrbe est (7*+ x} = #k(x— y), 
en supposant le demi-axe CA —X, l’abscisse CP—x et l’ordonnée PM—y. 
On satisfait à cette équation en faisant x = X cos® . V(1 — c*sin°@), 


J= +7 sn 9 cos®, et il en résulte l’élément de la courbe ds =... 
Le € 
V2" Vi —c'sin’g)? 
sorte que la fonction F(c, @) est représentée dans toute sa généralité par 
l'arc de lemniscate AM compté depuis l'extrémité du demi-axe : cet arc 
croit continuellement avec l'amplitude @ qui détermine l’autre extrémité. 

Dans le premier quart AMC de cette courbe, la valeur de @ s'étend 
depuis ® =0o jusqu'à ® = T7; ainsi le quart de courbe AMC qu’on peut 
désigner par s' sera égal à la fonction complète F'c; dans le second quart 
CNB, la valeur de ® s'étend depuis = 27 jusqu’à ® = 7; dans le troi- 
sième BN’C, depuis ®—7 jusqu’à @—Ëi7, et enfin dans le quatrième 
CM'A, depuis p— 27 jusqu'à ® = 27. 

De là on voit que les arcs de la lemniscate jouissent de toutes les pro- 
priétés des fonctions elliptiques dela première espèce; c’est-à-dire qu’ils 


intégrant et faisant É= y/2, on aura s—F(c, @), de 


Fig. 4. 
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peuvent être ajoutés, retranchés, multipliés ou divisés algébriquement 
comme les arcs de cercle. Ainsi, étant donné un arc quelconque MO, on 
peut, à compter d’un point donné H, déterminer algébriquement un autre 
arc HI ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec l’arc MO. II 
suffit, pour cela, de déterminer @ d’après une équation de la forme F6 — 
Edit _ (F?9—Fy), à laquelle correspond toujours une équation algé- 
brique. | 

A plus forte raison peut-on diviser algébriquement un arc donné en 
parties égales. Par exemple, sil s’agit du quart de la courbe AMC, on 
déterminera son milieu K par l’équation cot® = y b = y’e, d’où résultent 
les coordonnées x= ———, y — VE, Si l'on veut déterminer l'arc 

vG+c) 1+c x 

AM égal au tiers de AMC, on fera (art. 24), cos®= (2/3 —3). 

30. Considérons maintenant la courbe formée d’après les équations 

x—= hsing(i+imsin®), 
J =Ùh cos® (1 + m—2?m cos" ?), 

on trouvera, eñ éliminant sin @, que l’équation de cette courbe est du sixième 
degré, et qu’elle ne contient que des puissances paires de x et dey, ce 
qui prouve qu’elle est partagée en quatre parties égales, et semblables par 
les axes des coordonnées. 

Des équations supposées, on tire par la différentiation 

dr hd@ cos p(1 + msin°®), 
dy = — bhdg sin g(i+msin*ç); 


donc l'élément de la courbe ds = hAd (1 + msin°@), et en intégrant 


s—hRE + . [(26 —1)E + DF—cAsin cos]. 


| ; ‘ : «ACT tigres 0° ; 3c? 
Pour faire disparaître l'arc d’ellipse E, soit m = 5, et ensuite L— a 
“cha 5 AIT CES E 76 


= 7) ON aura f ; 


Se F— A sin ® cos®, ; 
ou F(c,P)=s-+5 Asing cos®. 


Aïnsi, on voit que la fonction F, dont le module c est à volonté, pourvu 
qu'il soit plus petit que y/+ ou sin 45°, s’exprime par l'arc de courbe s 


augmenté de la quantité algébrique . À sin ® cos; cette quantité addition- 
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nelle, toujours plus petite que +, devient nulle dans les deux limites 9 = 0, 
®—}i#. Appelons s' le quart de courbe compris entre ces deux limites, 
et l’on aura la fonction complète F'e — 5". 

Dans cette solution, les coordonnées x et y sont ainsi exprimées : 


sin = 


ee (1 — 2c° + csin°@), 


I . 
J =; C0 (1 + c?sin°®); 
, SR TT . . I - . 24 NE 
donc le demi-axe dirigé suivant la ligne des y, CB— ;; c’est le demi- Fis {a 
grand axe, et le demi-axe dirigé suivant la ligne des x, CA = 1; c’est 
le demi-petit axe. Si l’on cherche le rayon de courbure en un point quel- 


- AS 
conque, on trouvera pour son'expression, r == 77 (1—2c°+5c?sin"). Au 
. ,» ES 2 . ; I — 
point B, extrémité du grand axe, on aura@=oetr = —— —b—- 


et au point À, extrémité du petit axe, on aura @ =: el r = 1 + c*. 
Pour savoir si, entre ces deux points, le rayon de courbure, qui est tou- 
jours positif, croît continuellement, ou s’il est susceptible d’un maximum, 
il faut prendre la différentielle de r qu’on trouvera de la forme..... 
Pd@ (1 + 20° — 5e? sin*°®), P étant une quantité positive. Ainsi tant qu’on 
aura 1 20° > 5c*, ou c° < +, le rayon de courbure ira toujours en aug- 
mentant depuis le point B jusqu’au point A : mais si c?, qu’on suppose tou- 
jours <>, est cependant > >, alors il ÿ aura un point où le rayon de 


1—H9c? 
5ci ? 


courbure sera le plus grand possible , c’est celui où l’on aura sin°® — 


12 


7 ba Bb? 

Dans tous les cas, si Fe décrit un quart d’ellipse an sur les mêmes 
demi-axes CA = 1, CB = 
AKB. 


3c'— 1 n 8 — 4c — 90? \2 
ou cos" ® = , et le rayon naXLnuIm sera r= (= 4 ) (É ) ‘ 


F) l'arc AEB enveloppera le quart de courbe 


À CA 
En effet, dans l’ellipse, le rayon de courbure en B — Œ — b, plus 


grand que le oi de courbure de la courbe BKA au même point, puisque 
celui-ci = b— ? “ De même le rayon de courbure de lellipse en A 
&' 
CA 
lequel est 1 + c?. Donc en effet l’ellipse enveloppe la courbe, et Pon en 


I . . 
= >, plus grand encore que celui de la courbe au même point, 


"4 
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peut conclure que Parc BKA, représenté par F’c , est moindre que le quart 
d'ellipse BEA représenté par . E’c ; ainsi l’on aura toujours F'e < : E'c, 


ce qu’on peut vérifier par d’autres principes. 

La courbe dont nous nous occupons, a cette propriété commune avec 
l’ellipse, qu’on peut trouver tant d’arcs qu'on voudra, dont la différence 
soit égale à une ligne droite, c’est-à-dire, soit déterminable algébrique- 
ment. De même, étant donné un arc s, on pourra trouver algébrique- 
ment un autre arc s’ tel, que la différence de leurs multiples ms —ms! 
soit égale à une ligne droite, et cela soit que les arcs dont il s’agit aient 
pour origine fixe le point B, soit qu'ils aient leur origine en d’antres 
points. Mais ces propriétés ne méritent pas de nous arrêter; ce qu’il nous 
importe de démontrer, c’est que toute fonction F(c, @) peut être repré- 
sentée par un arc de la courbe, sans addition d’aucune quantité algé- 
brique. 

31. Supposons d’abord @ < 90°, je dis qu’on pourra toujours trouver sur 
le quart de courbe BKA deux points M et N tels, que l’arc intercepté 
MN sera égal à la fonction F(c, @). En effet, la quantité A sin @ cos @ 
étant nulle pour 9=0 et @— 90°, il y aura une valeur de @ pour la- 
quelle cette quantité est un maximum. Soit cette valeur @9 —w et K le 
point correspondant , l'amplitude w sera déterminée par l'équation 

o = 3c° sinfgw— 2(1+c°) sin, 
d’où l’on tre 
SIDE td à logis /f Bee 

1+c + (10e + ct) 

À compter du point K, ainsi déterminé, la quantité A sin @ cos ® dimi- 
nuera continuellement, tant dans le sens KMB que dans le sens KNA, 
depuis son maximum en K jusqu'à la valeur zéro qu’elle a aux points B 
et À. ’ 

Donc, si Test la valeur de A sin @ cos ® au point M de l'arc BMK, où 
nous supposerons ® — 4, il.y aura sur l’autre arc KNA un point corres- 
pondant N où A®.sin @ cos ® aura la même valeur T ; soit © l’amplitude 
du point N, on aura A4 .sin 4 cos 4 — Aw. sin & cos ©. Et parce que les 


arcs BM, BN sont représentés par les valeurs F4 + r AY . sin cos, 


c° ; : ‘ 
Fo + > Aw . sin & cos æ, il est clair que leur différence MN aura pour 


valeur Fo — F4, sans addition d’aucune quantité algébrique. 
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/ 
Cela posé, si l’on veut que la fonction F@, dont l’amplitude donnée ® 
est moindre que 90°, soit représentée par le même arc MN, il suflira de 
satisfaire aux deux équations 
Fo — Fi —F, 
A© . sin® cos © = A4 . sin + cos  ; 


et d’abord la première équation, qui est sous forme transcendante, doit être 
remplacée par l'équation algébrique 

/ cos © cos À + A? sin © sin À — cos; 
de celle-ci, on peut déduire, suivant les formules de l’art. 16, 


cos Ÿ — cos « cos cos ® cos Ÿ — cos « 
ay Ve à, — C5 000Y— con 
sin © sin Ÿ sin ? sin Ÿ 


| 


Substituant ces valeurs dans l’équation A» . sin © cos © = A . sin 4 cos 4, 
on aura 


(cos Ÿ — cos w cos @)sin* A cos — (cos ? cos  — cos w) sin* © cos », 
ou (sin? @ =} sin) cos w cos A cos ® — sin’ w cos? æ + sin° cos* + ; 
soit cos © cos À =p, sin © sin 4—9, les deux équations à résoudre 
seront 
Sa a art nd me 7 
p+ga= cos ®. 
On en üre, par l’élimination de p, l'équation du troisième degré, 
o = cfsin* @q® + 3c*A cos@q® — (24 20° — 3c* sin @)g + A cosP. 


Cette équation donnera toujours une valeur de g positive et plus petite 


__ cos ® 1 cos @ 
que FA = QG + & cos @) ? C À 
devient négatif. On aura en même temps la valeur p = cos $ — gA, la- 
quelle sera positive et plus petite que l’unité ; il en sera de même de 
p+ g= cos ®+ q(1i—A); car si cette quantité était égale à l’unité, on 
1=— COS PL 1477 
1—A c'(1 + cos @) 
n’a pas lieu. Connaissant p “et g , on aura les angles 4 et © par les 
équations | 

cos (at) pd, 

cos (w—Ÿ)=p +3; 
ainsi l’on connaîtra l'arc MN égal à la foncuon F(c, ®) dans l'hypothèse que 


® est << 90°. 


ar en faisant g = , le second membre 


. 1 : 
aurait g— et par conséquent g > aug > I, ce qui 
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Si l'amplitude @ est plus grande que 90°, elle pourra en général être 
représentée par 24 x 90° = @°, ç° étant plus petite que :g0°. 

Soit 5° l'arc égal à F(e, @°) et s' l'arc égal à la fonction complète s*, lex- 
pression générale de la fonction F sera F(c, @)—2hs Æ ss. 

La solution précédente suppose c* +, ou.c < sin 45°; elle s’appliquerait 
sans difficulté au cas de c°— +; mais ce cas est résolu beaucoup plus sim- 
plement par la lemniscate. Si lon a © > +, il faudra transformer la fonc- 
tion F(c, @) en une autre de même nature, où le module c soit plus petit 
que sin 45°; or, c’est ce qu’on pourra toujours faire très aisément par les 
formules que nous exposerons ci-après. 

Avec cette modification, la solution que nous avons donnée doit être 
regardée comme absolument générale. Ainsi lon pourra toujours trouver 
une courbe algébrique dont les arcs représentent toute fonction Fc, @) dans 
laquelle le module et l'amplitude sont pris à volonté, Cette courbe est du 
sixième degré et sa figure composée de quatre parties égales et semblables, 
concaves vers un même centre, se rapproche beaucoup de celle de Pellipse. 

32, Le problème que nous venons de résoudre serait beaucoup plus facile, 
si l’on n’exigeait pas que la courbe fût algébrique, et si l’on admettait dans 
l'expression des coordonnées les arcs de cercle et les logarithmes. 

En eflet, l’équation indéterminée à laquelle il faut satisfaire, étant 
dx? + dy° — — , Si on la met sous cette forme ; 


dx® + dy° = de* (cos®@ + b?sin°®) (cos’®Ÿ + sin’) 


(1=—csin°®} ? 
on en tire immédiatement les valeurs suivantes: 


RAA de (cosg cos Ÿ — bsin g sin) 


1—c° sin° @ ; 
dy __ __ dp (cos ® sin Ÿ + D sing cos) 
1 —c°sin°@ ? 


dans lesquelles on peut prendre sin 4 à volonté. Pour nous borner au cas 
le plus simple, soit À = 0, on aura 


RÉ ES ME OP PE +. bdpsing _. 
1— c°sin° @ " 1—c sing? 


et en intégrant 
c cos @ 
b 
La courbe décrite d’après ces deux équations sera donc telle , qu’un 


arc quelconque s compté depuis ® = 0, aura pour valeur F(c, @), et repré- 


1 1 csin 
L= — log L'ipes ? 
; 2c 1—csin @ 


ï 
, ie arc {ang 


CHAPITRE VII. âz 


sentera généralement une fonction elliptique de pren espèce, quelque 
soit son module. 


Soit e—sin 8 ; si l’on fait successivement ® —0 dans la valeur de y, et 


| | : 
® = 90° dans celle de x, on, aura les demi-axes de la courbe B = — 


sin 6 ? 
1 1 + sin 4 
2sin 6 lo (ES); 
si 6 ‘ in 8 
de sin 8, sont B= 1 +=. is +. ete. A=i+— + 


sint8 , AC AL À Pa NT ; 
LT + etc.; ainsi on a B<A, c’est-à-dire que.le demi-axe dirigé 


dans le sens des y est toujours plus petit que le demi-axe dirigé dans le 
sens des x. Ces deux demi-axes augmentent continuellement à mesure 
que l'angle du module 8 augmente; mais A augmente plus rapidement 
que B, puisqu’à la limite où 8 = 90°, on a hrs 7 et A1 log 5. 


——— 


; ces valeurs développées suivant les puissances 


Lerayon de la développée dans cette courbe = —; ainside®=—0 à? = 00", 


r 2 
ce rayon diminue continuellement depuis = jusqu’à 1, d’où fun voit que 


la figure de la courbe se rapproche dat de celle de lellipse. Nous 
remarquerons au reste que l'équation de la courbe entre les coordonnées 
x et y, se réduit à cette forme très simple cosy = +0(e"+e-"). Et 


ee Cine I k 
parce qu’on peut multiplier les: coordonnées x et y par r» cette équa- 
tion sera encore plus simplement, cos 7 =} (ee); alors les arcs de 


cette courbe représenteront la fonction = F(c,@). 


| 
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CHAPITRE VII. 


Expression du temps dans le mouvement du pendule simple. 


EN VE fonctions elliptiques de la première espèce reçoivent une appli- 

cation immédiate dans la détermination du mouvement du pendule simple. 

Soit 1 la gravité, L la longueur du pendule, H la hauteur due à la vitesse 

dans le point le plus bas, JL l'angle dont le pendule est écarté de la verti- 
ind 6 


Fig. 
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cale au bout du temps £, on aura, en supposant que 4 croïsse avec £, 


= = (TE TE +) 


Cette formule générale offre deux cas à considérer, selon que Sy, sera plus 
grand ou plus petit que lunité. 

Dans le premier cas, il est clair que le corps tournera sans cesse dans 
le même sens, et aura, dans ses révolutions successives, les mêmes vitesses 


; : | : 2L 
aux mêmes points de la circonférence. Soit alors T = <*, et on aura 


ol. fn = LT (ce, 4), 
d’où résulte le temps d’une révolution entière 
ÊEyIerFe 
Dans le second cas, qui est proprement celui des oscillations, on fera 


RENAN CP : 
JL =C') Sn iÿ —=Csnp,etonaura 


t=VL er sing) — = VL.F(c, 9). 


Donc le temps d’une demi-osaillation = y L.F'e, et celui d’une oscilla- 
tion entière T = 2ÿL.F"'c. | 

Lorsque les oscillations sont infiniment petites, on a F'e=:27, et T=7TyL, 
ce qui s'accorde avec les formules connues. 

Puisque le temps employé à parcourir un arc quelconque, à compter 
de la verticale, est représenté par une fonction elliptique de la première 
espèce, il s’ensuil qu'étant donné un arc pareouru dans le temps #, on 
pourra trouver algébriquement un autre arc parcouru dans’ un temps mul- 
tiple de t, ou en général commensurable avec £. On peut aussi trouver un 
arc tel, que le temps par cet arc soit égal à la somme ou à la différence 
des Ms par deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs 
aboutissent à la verticale, soit qu'ils n’y aboutissent pas. 

Si l’on veut diviser en deux parties égales le temps de la demi-oscilla- 


2 4 ° R . * E o 
tion, il faudra, suivant les formules connues , faire sin°® — TZ» ce qui 


1 + 


* donnera sin + L -— csin = —= {1 — 06). Donc si AB est l’arc de la demi- 


oscillation , et qu'après avoir divisé l'arc AB en deux également au point I, 
on prenne le point O tel, que la corde AO soit à la corde AI comme y/2 est 


à 1, le temps de la demi-oscillation sera partagé en deux également au 
point O. 
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CHAPITRE IX. 


Comparaison des fonctions elliptiques de la seconde espèce. 


34. Surrosons que les amplitudes ® , 4, soient telles, qu’on ait F(o)+ 
F(4) —F(u) = 0, je dis qu’on aura en même temps E(®)+E(L)—E(u)=?, 
P étant une quantité algébrique. En effet, si l’on différencie cette équation, 
en regardant 4 comme constante, on aura 


dP= dpA(?) + d\a (+). 
Mettant au lieu de A(@) et A(-L), leurs valeurs tirées des équations (8°), 
(art. 16), il viendra 
dP = do (ee — SET) 2 PA ——— cos® SE) 
= ———— " 3 


sin sing sin'@ Sins 


ou 
Pr 1 d (sin°@ + sin? 4 + 2c0osx cos ? cos #) 
“sin x sin @ sin 


Mais de l’équation (4) on déduit 
sin°® + sin*4 + 2 cosg cos® cos — 1 + cos® pe + c° six sin* ® sin° 4: 


donc 
1 d(c? sin°x sin°@ sin°Ÿ ) AE" : 4 v. 4 
EN RER PUY" 2 c’d(smpx sin @ sin 4) ; 

donc P= c* sing sin® sin4L sans constante, parce que P doit s’évanouir 
lorsque @ = o. 

Ainsi, pendant que les fonctions elliptiques de la première espèce ont entre 
elles Ja relation F(®)ÆF(L) — F(x) = 0, les fonctions correspondantes 
de la seconde espèce satisfont à l'équation 


E(®) + E(d)—E(u)= 6° sin p sing sin4d....(c): 
c’est la formule générale qui servira à comparer -entre elles les fonctions 
de la seconde espèce, comme nous avons comparé celles de la premiére. 
Si l’on considérait plus généralement la fonction G(@) composée de la 
premiere et de la seconde espèce, savoir, 


G(p)=E£E(e) + AF(@), 
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k étant un coefficient constant quelconque, il est visible qu’on aurait sem- 
blablement | 

G(p) + G(4) — G(u)= c°sinp sin sin; 
de sorte que toutes les conséquences qu’on tirera de l'équation (c') pour 
les fonctions E, s’appliqueront généralement aux fonctions G. 

35. Dép comme ci-dessus par @,, Es; P4, etc., les amplitudes qui’ 
donnent F lodee — 2F(p), F(P:) —3[(@); etc., on aura, en vertu de l’équa- 
tion (c'), | 

2E(p)—E(o,)= c° sin sin sin, 
3E(p)— E(p:;) = c’ sing (sn siup, + sin, Sins) 
4E(@) —E(®,)= c° sin@ (sing sin, + sin@, Sin@; + sin @3 Sin ®4); 
etc. 
Donc la même relation entre @, et ® ; qui donne F(®,) —=7F(9), donnera 
nE(e) —E(?,) égale à une quantité algébrique. 

En général, si m,n, p, etc. sont des nombres entiers positifs ou néga- 

üfs, on peut faire en sorte que 
mE(p) + n£E(d)+pE(o) + etc. 

soit égale à une quantité algébrique ; il faut pour cela établir entre les 
angles ®, 4, «, etc., la relation qui donne 

o— ME (Q)+ RE (Ù) + pE (œ) + etc. 
Nous observerons que les fonctions F(@), E(@) sont en général dé même 
signe que @; lorsque @ change de signe, elles en changent aussi, et con- 
servent la même valeur. Cela posé, il semblerait qu’on peut satisfaire à 
l'équation 

o= ME (e)+nF (4) +pF (e)-ete 
de bien des manières différentes ; car on est maître de changer le signe de 
chaque coeflicient, pourvu qu’on change en même temps le signe de l'amplitude 
correspondante. Mais on peut se borner à considérer les fonctions F(@), 
F(L), F@} etc., comme toujours positives ; et dans ce cas il n’y aura 
jamais qu'une relation entre les angles @, 4; w, etc:, qui donnera 
0=mE (p)+nE (Ÿ)+ pF (w) + etc. ; alors on voit que les. coefliciens », 

; p; etc., ne sauraient être tous de même signe. 

36. Telles sont en général les relations qu'ont entre elles les fonctions 
elliptiques de la première et de la deuxième espèce; il faut maintenant 
entrer dans quelques détails sur les nombreux corollaires qu’on peut tirer 
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ES 
QC 


de l'équation des arcs 
E (@) + E(Ÿ) — Eu) = c°sin @ sin À sin w, 


combinée avec l'équation algébrique qu’elle suppose et qui peut se mettre 
sous lune de ces trois formes, 


COS  —= cos ® cos | — sin @ sin LA (uw), 

cos V = cos y cos ® + sin y sin PA (d), 

cos @ = cos 4 cos + + sin pe sin AA (@). 
On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront à exprimer le 
second membre c* sin @ sin sin w en fonction de deux seulement des 
amplitudes @, À, 
sin @ cos ŸA ({) + sin cos çA (@) @). 


AU 
Re 1 — c°sin°® sin°Ÿ 


Fou 1 FR sing cos@A (@)— sin @ cos A (x) 


1 — c° sin° sin’ @ 1 


sin COS ya (Ÿ) — sin Ÿ cos mA (x) @) 


sin ® = 
F 1— c sin’ sin°Ÿ 


Cela posé, voici les principaux corollaires qui résultent des équations 
mentionnées pour la comparaison des arcs d’ellipse. 
L Si l’on fatu—}:7, l'équation des arcs deviendra 
E(®) HE (4) — E'=— 6? sin g sin À, 
et l’équation algébrique correspondante sera 


b tang @ tang = 1. 


bsi JOALS 
On en üre tang V=> — cot ®, sin À = = oc , COS Marxo] ee et c’sin® sin 1] 


—%29%%5% (On aurait semblablement tang ® — z cot L ,smp— Eh 


A ‘2 A(Ÿ) ? 


cos puit me et c* sin @ sin d —- RU. | 


Si, d’après cette relation entre les amplitudes @ et eu on détermine sur Fig 1. 
Pellipse les arcs BM=E (@), BN=E (4) > On aura 
BM— AN — c° sin @ sin |. 
C’est dans cétte équation que consiste Le théorème de Fagnani. Il en résulte 
qu’étant donné l'arc BM terminé au petit axe, on peut trouver un second 
arc AN terminé au grand axe tel, que la RUE de ces arcs BM—AN 
soit égale à une quantité algébrique c° sin @ sin À; et cette quantité est 


Fig. 6. 
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représentée par la partie de la tangente-OM ou ZN terminée à la perpen- 
diculaire CO ou CZ, abaissée du centre de l’ellipse. 
Lorsque @ et} sont égaux à un même angle Ô , les deux points M et N 


Ë À . I . I 
coïncident en un même point K. Alors ona tang® Ô = 3; sin* 0 — as 


HÉS taie ce qui donne - 
ip 


Donc alors la différence des arcs BK, AK est égale à la différence des demi- 
axes CA, CB; en même temps’ on a 

BK—:E+2(1—6), 

AK=2:E' —2(1—0). 
1 y a donc au point K une sorte de bisection du quart d’ellipse, puisque 
chacune des parties BK, AK peut se mesurer par la moitié de ce quart 
d’ellipse. 

IL. Soit dans l’équation générale des arcs 9 — 4 = 8, on aura 


2E (80) — E(u) = c° sin* Osin y, 
et l'équation algébr ique correspondante sera cos" ÿ—sin* OA ( }=c0s up. Cest 


l'équation qui sert à la duplication des arcs elliptiques ou à leur bisection. 
On en tire pour la duplication 


; 2 sin 8 cos 8A (8) 
sin = Tic sing , tangiu= À (0) tang D, 
et pour la bisection, 
I — Cos p 


TAC 
De là on voit qu'étant donné l’arc BMæ—E(8), on peut trouver un autre 
arc BN=E(x) qui soit mesuré par le double de BM, de sorte qu’on ait 
2BM — BN = c* sin° 6 sin y. 

Et réciproquement, étant donné Parc BN=E(x), on mt trouver un 
second arc BM —E(8) qui soit mesuré par la moitié de l'arc BN; on aura 


en effet BM=1BN +16 sin° sn p=32BN + ——- eu tang + pu. 
Lorsqu'on fatuwu=2##, le point M tombe en K, el on a, comme cCi-des« 
sus, BR—=+E'—+L 2 de pi 


pe avoir de nouveau le point de bisection de l'arc BK, il faudra faire 


sin° Ü— 


tang® LE sin? b= A ()= VE, et l’on aura 
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1 
hdi /( + 5) 
, IV 
Cette valeur détermine l’arc BI—E(8) qui se mesure par la moitié de 
BK ou par le quart de E'; on a en effet 


SXE 1 1—V8 
BIS BR he TES EU 


sin’ 0 — 


ou | 
BI—:E' +:(1—b)+2. > 
et l’on peut continuer à l'infini cette sorte de bisection. 

IT. Ayant pris à volonté l’arc BD compté depuis le petit axe, avec un 
point quelconque M sur cet arc, il y aura toujours un autre point N sur le 
même arc, tel que la différence des arcs BM, DN sera égale à une quantité 
algébrique. ; 

Il suflit pour cela de faire BD = E(o), BM—E (4), BN=E{(w), et de 
déterminer w en fonction de ® et de 4, comme si l’on voulait satisfaire à 
l'équation F(u) =F (9) —F(4), ce qui se fera par la formule de Part. 19. 
On aura, par ce moyen, Eu) + E (4) — E(@) = c* sin pe sin ? sin 4, ou 
BM — DN = c* sin pe sin @ sin 4. 

Lorsque u =", les deux arcs BM, BN coïncident en un seul BO, et 
chacun des arcs BO, OD se mesure par la moitié d e l’arc BD. C’est un cas 
qui a été examiné dans le corollaire IH. 

IV. Etant donné un arc quelconque BD, terminé au petit axe, avec un 
point M pour servir d’origine à un secoud arc, on peut déterminer ce second 
arc MP ou NM, dans le sens qu’on voudra, de manière que sa différence 
avec l’arc BD soit égale à une quantité algébrique. 

Dans le premier cas, si l’on fait BM=— E(?), BD— E({), BP=E(z), 
et qu’on détermine d’après l'équation F(p)+ F(L) = F(x),ou d’après 
les formules de Particle 18, on aura BD — MP — c* sin ? sin 4 sin u. 

Dans le second cas, si lon fait BM= E(®), BD=—E(X), BN=—E(u), et 
qu’on détermine w d’après l'équation F(p)—F(4)= F(x), ou d’aprés les 
formules de Particle 19, on aura BD — MN = c* sin pe sin @ sin «|. 

V. Etant donné un arc quelconque OD dont l’origine ne soit plus à lex- 
trémité du petit axe, avec un point M pour servir d’origine à un second 


arc, On pourra déterminer ce second arc MN ou MP, de manière que sa : 


différence avec l’arc OD soit égale à une quantité algébrique. 
Car, 1°. par le corollaire HE, on peut trouver BH — OD — à une quantité 
algébrique , et ensuite BH— MN = à une quantité algébrique; done 


Fig. # 


Fig. 8. 


Fig. g. 


Fig. 7. 
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MN—OD sera encore une quantité algébrique, 2°. ayant trouvé le point 
H par le coroll. III, on peut trouver le point P par le coroll. IV, de 
sorte que BH—MP soit égale à une quantité algébrique, et alors OD— MP 
sera égale aussi à une quantité algébrique. 

Ainsi l’on peut trouver sur l’ellipse une infinité d’arcs égaux à un arc 
donné, plus ou moius une différence assignable géométriquement, de sorte 
que l’arc prendra son orœe à volonté sur tous les points de lellipse, et 
sera dirigé dans le sens qu’on voudra. | 

VI. Quel ee soit l’are OP et le point M pris sur cet arc, il y aura tou - 
jours sur le même are un autre point D tel que la différence des arcs OM, 
DP sera égale à une quantité algébrique. 


Cela suit immédiatement du coroll. V. 
Lorsque les points M et D'coïncident en un seul point 1, chacun des 


arcs OI, IP est mesuré par la moitié de OP, et l’on a une première bisection 
de cet arc. On pourra de même en trouver une seconde, une troisième, etc. 
à l'infini. | 

VII. Etant donné l’arc BM dont l’origine est au petit axe, on peut trouver 
un arc BN qui soit égal à un multiple quelconque de Parc BM, plus ou 
moins une quantité algébrique. 

Car, en faisant BM—E(e), BN=E(T), si l’on satisfait à l’équation 
F(L)=nF(?), on aura en même temps #7E(@) — E(Ad) = à une quantité 
algébrique. Dans ce cas, A serait ce que nous avons désigné ci-dessus par ®,, 
et l’on a vu la manière de déterminer @, par le moyen de @. 

VIE. Réciproquement, étant donné un arc quelconque BN —E(4{), on 
pourra, par la résolution d’une équation algébrique, déterminer Parc 
BM —E (@), qui soit égal à un sous-multiple de l’arc BN, plus une quan- 
tité algébrique. 

Ba exemple, pour la trisection de l’arc BN, il Has déterminer sin @ 


par lPéquation 
ai \ __ 8sing — 4(1 +c*) sing + Gc?sin°g — cfsin9@ 
1 — Oc*sint® + 4c?(1+c?)sinog—3Zctsint® ? 

équation qui est en général du neuvième degré, mais quise réduit au qua- 
trième lorsque L =? 7. 

IX. En général on pourra trouver par la résolution d’une équation algé- 

. Â . . f \ . » L4(2 4 
brique, un arc E(@) qui soit égal à une partie rationnelle — — de l’arc donné 


E(A), plus ou moins une quantité algébrique. L’équation sera la même que 


celle qui donnerait F (e) = T3 F4). 
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Il en sera de même si l’arc donné n’est pas terminé au petit axe. Car si 
OP est cet arc, on cherchera par le coroll. III, l'arc BM ‘égal à OP + 
une quantité algébrique, et il ne s'agira plus que de trouver un arc 


BN = = BM Æ une quantité algébrique. On pourra ensuite donner à l'arc 


BN une autre origine à volonté. 

X. Deux arcs étant donnés partout où l’on voudra sur lellipse, on pourra 
trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence, plus ou moins une 
ligne droite assignable géométriquement. - C’est une suite des coroll. III 
et V. 

Aüïnsi toutes les comparaisons qu’on fait ordinairement des arcs de cercle 
par voie d'analyse, ont lieu également pour les arcs d’ellipse, à la différence 
près qui affecte tous les résultats, mais qu’on peut faire disparaître dans 
beaucoup de cas, lorsque l’origine de l'arc cherché est arbitraire. La dispa- 
rition de cette différence, lorsqu'elle peut avoir lieu, ajoute aux problèmes 
un degré d'intérêt de plus; elle rapproche alors les propriétés des arcs 
d’ellipse de celles des fonctions elliptiques de la première espèce. C’est pour- 
quoi nous croyons devoir en apporter ici quelques exemples. 

37. Prosrème 1. Déterminer sur le quart d’ellipse BKA un arc MP qui 
soit précisément égal à la moitié de l'arc BKA. 

Soit @ l'amplitude du point M, 4 celle du point P, 8 l'amplitude du 
point K, premier point de bisection de l’arc BKA, pour lequel on a 


nee et E(8)—1E'+1(1—5%). Supposons qu’on ait F(@)+ 
F (6) — F(d) = 0, il s’ensuivra E(o) + E(8) —E(d)= c' sig sin 4 sin8; 


donc 


sin° 0 — 


E(J)—E(p)=:E'+i(1—0) — c° sin @ sin NW sin 6. 
Donc si l’on veut que MP —+E;, il faudra faire 
c* sin @ sin 4 snÿÜ—+#(1 —b), 
ce qui donnera sin @ sin À = + sin. Mais d’un autre côté l'équation 
F(g)+ F(0) —F(4) = o donne cos ® cos 4 sin @ sin 4 A (8) = cos 8, 
et puisque A (8) = y/b, on aura à la fois sin ® sin Ÿ = sin 8, et cos ® cos 
= ? cos 0. De ces équations on tire 


cos Gt A (cos 0 sin 9) — cos 7 cs (8— 2), 
cos (LL p) —2(cos — sin 0) — cos 7 cos ( 047). 


Ainsi les angles 4 — ® et 4 +® seront connus. On pourrait aussi 
dE - 


Fig. 9.” 


Fig. 6. 


Fig. 6. 


5o FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
déterminer directement les valeurs de sin @ et sin | au moyen des formules 


sin ® = + y/(3+4 sin 8 + 2 sin° 8) — 7 y/(3—4 sin0+ 2 sin°8), 
sind = + 4/34 sin 0 + 2 sin°0) + + y/(3—4 sin 04 2sin* 8), 


et ces sinus seront les abscisses des points cherchés M et P. 

Le problème étant ainsi résolu, on voit que l'arc MP sera égal 4 à la 
somme des deux arcs BM+ NA. 

38, Prosrème IL. Déterminer sur le quart d’ellipse BMA un are NQ 
qui soit égal au tiers de BMA. 

Si l’on suppose F(g)= + F" et F(9,)— 2F(@), on aura sin g par la 


résolution de Péquation 
o—=1—2 sin ®—+ 20° sim° @— c* sini @, . 


et ®, se déduira de @, soit par l’équation cos @,= 1 — sin @, soit par 
cos ® 
A L2 


l'équation sin @, = 
Cela posé, on aura 3E (9) — E' = c*sin @ sin @, (1 +sin@), ou 
E(®)= + E'+3 csin @ sm ®, (1 sin @). 
Supposons de nouveau F(9) + F(d) — F(w)=0, on aura 
E(®) + E(d) — E(w) = c’sin @ sin À sin ©. 
Donc, si l’on veut que E(w)—E(Nd) =2+E;, il faudra faire sin 4 sin © 
— Ÿ sin 4, (1+-sin®). Mais d’ailleurs en vertu de la supposition faite , on a 
l'équation cos 4 cos æ + sin 4 sin A (9)= cos ® ; donc les inconnues 4 
et © devront êpre déterminées par les équations 


sin 4 sin © = + sin @, (1 + sin = 
cos A cos & = + cos @ (2 —sin P) = + cos P(r “cos ,). 


De là résulte 


cos (LV — ©) = + [cos P + sin p, + cos (P, — @)], 
cos (L + w) = + [cos p — sin ®, + cos (P, + ®)]. 
Chacune de ces quantités est moindre que + (1 + 1 + 1) et par conséquent 
moindre que lunité; donc la solution est toujours possible, et l'arc NQ 
ainsi déterminé par les amplitudes 4 et w, satisfait à Ja condition NQ—+ E:; 
ou, ce qui est la même chose, à la condition BN + QA = 2NQ. 
On peut démontrer que le problème est toujours possible par cette 
considération. Soit pris BI= E(@), on aura BI> + E’. Soit pris ensuite 


LC] 


+4 
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l'arc AP correspondant à BI, de manière que la différence BI— AP soit 
égale à une quantité algébrique, c’est-à-dire, soit prise l'amplitude & du 
point P, de manière qu'on ait à tang ® tang o—1, on aura AP<Y E. 
Maïs si on imagine que l'arc + E’ soit transporté le long du quart d’ellipse, 
de manière que son origine parcoure suecessivement tout Pintervalle de B en 
P, cet arc étant représenté en B par BI> + E', et en P par AP<5E;, il 
faudra, en vertu de la loi de continuité, qu’il soit représenté exactement en 
un point intermédiaire N par Parce NQ= + E'. 
Pour appliquer læ solution générale à un cas particulier, soit c'=:=#4, on 
a trouvé ci-dessus (art. 24) eos ® = V2 v/3—3)=— (8 cos 30° sin* 15°) ; 


on aura donc, par le calcul trigonométrique, 


Lcos® — 9.9166532 


Lisid 10= 9. 7517203 4 5444 57. 4e) . sn@— o.5645597 
2 sin ® = 1,4354203 
L sin 4} sin © 9.671628: sin n| sin © 0.4694920 


Il fl 
ot 
© 
où 
Cr 
" 
(e) 


L cos 4 cos cos 4 COS® =  6.3049217 


cos (@+ À) = — 0.0745703 
cos (@— +) — 0.8044137 
co À = 04916355 CS G2° 13493 
@—— dd = 30.11. 3.1 NÉ 32° 2!/46"2 


Ces valeurs ne sont qu’approchées, mais les formules trouvées donnent la 
solution rigoureuse qui peut même être construite géométriquement. 

39. Prosrème IL. ÆZiant donnés les deux ares MN et PQ, situés comme 
on voudra sur la circonférence de Pellipse, trouver un troisième are DR 
égal à leur somme MN + PQ. | 

Soient æ&, 6, d\, € les amplitudes des points donnés M, N, P, Q, en sorte 
qu’on ait MN —E(6)—E(«), PQ =T(e) — E(d); soient 4 et « les ampli- 
tudes des points cherchés D, R, en sorte qu’on ait DR = E (w) — E (+). 

Soient encore À et & deux amplitudes telles, qu’on ait F(A) = F(6) 
— F(a), et F(u) = F(e)—T(d\); 6n aura en même temps 

E (A) Ela) —E(É) = c sin a sin 6 sin, 
E(u)+E(J)—E(e) = c* sin d'sin e sin pu; 
donc si »} use | 
MN+PQ=E(A)+E(u)— c°sin & sin 6 sin À — c sin d' sin € sin w. 
Soit enfin @ une nouvelle amplitude telle que F(?9)=F(a)+F(x), on 


Tee 


Fig. 10. 


[= 
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aura 

E(A) + E (u) —E(@) = c° sin @ sin À sin; 
donc 
MN -HPQ—E (@)= c° sin @ sin À sinu—c° sin &sin 6 sin A—c° sin d'sin esin pe. 
Faisons maintenant F(®)= F (œ) —F (4), il en résultera 

E(?) + E(L) — E (œ) — c* sin @ sin sin w; 
mais par hypothèse, on a E(@) — E (4) = MN + PQ; donc 

singsin A sin w=— sin & sin 6 sin À + sin d'sin € sin g — sin À sin pe sin @. 
Soit pour abréger sin «& sin 6 sin À + sin d'sin e sin = M, et on aura 
sin © sin VE — sin À sin pe. 

D'ailleurs l'équation F(g)=F(œ) —F(4), donne cos cos 4 +.. 
sin & sin À A(P) = cos? ; donc on aura pour déterminer et « les Pre 


équations 


L L] M L L 
sin © sin = — sin À Sin pe, 


: cos & cos ÿ, == cos @ — 5 M + sin À sin HA (9). 


Si de plus on observe que l’équation F (g) = F(à) + F (uw) donne cos ® = 
cos À cos 4 — sin À sin KA (®), on déduira des équations précédentes, 


cos (w + À) = cos (A— pe) — 170 [1 A (@)], 


M c* si 
cos (œ — 4) = cos (à +u) += reel 


Les données immédiates étant &, 6, d\,e, on en déduit À et w par les 

équations F(A) =F(6) — F(x), F(w)=F(e) — F(d\), qui donnent 

sin 6 cos 4 A (4) — sin «+ cos 6A (6) 
1 — c° sin° & sin°C 


4 sin « cos d'A (9) — sin à cos £A “A (:) 
RE 1 — ç° sin° d'sin* e 


sin À = j 


La valeur de M est donc connue, ensuite on déduira sin ® et A (@) de l’é- 
quation F(p)=F(A)+F (x), qui donne | 


sin À Cos #A (ee) + sin H COs AA GC) 
1 — c° sin? ge sin” À 

A (æ) A (x) — c° sin À sine COS À COS ge" 
1 — çc° sin* # sin* À 


LL] 


sin ® = j 


a(p)= 
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Or les valeurs de sin À, cos À, A (À) sont données en fonctions de 6 et « 
par les formules de Part. 19 ; il en est de même des valeurs de sing, cos pe, 
A(x) exprimées en fonclions de £ et d'. On connaîtra donc toutes les quan- 
tités qui composent les valeurs de cos (æ — 1}) et cos (æ + 4). 

Ce problème peut servir à en résoudre beaucoup d’autres, et notamment 
à trouver un arc qui soit exactement dans un rapport rationnel avec un arc 
donné; mais il faut pour cela que dans chaque application les valeurs 
trouvées pour cos (& + 4) et cos (© — 4), soient renfermées chacune entre 
les limites + 1 et — 1, sans quoi le problème deviendrait impossible. 
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CHAPITRE X. 
Comparaison des arcs d'hyperbole. 


4 . Novs avons déjà trouvé (art. 13) que l'arc AM désigné par T, a 
pour expression 
Y = A tango — E(o) + °F (®). 

Le point M, extrémité de l’arc AM, étant supposé avoir pour amplitude ?, 
considérons deux autres points N et O dont les amplitudes soient 4 
et ©, et supposons qu’on ait l'équation F(®) + F(d)—F(œ) = 0; alors les 
arcs AM, AN, AO, désignés respectivement par T (9), T(d), T(w), 
auront entre eux cette relation 

TH TT (0) = A (9) tang ® + A (4) tang À — À (a) tango 

— E(?) —E(J)+HE (0), 

ou, en mettant la valeur connue de E(9) HE (4) — E(o), 

T (9) + TH) —T (0) = À (6) tang 9 + A (4) tang 4 — À (a) tang à 

| — c* sin @ sin sin «. 

Cest l'équation fondamentale d’après laquelle on peut faire sur les arcs 
d’hyperbole les mêmes comparaisons que nous avons faites sur les arcs d’el- 
lipse, mais en observant que dans l’hyperbole on ne peut donner aux ampli- 
tudes une valeur plus grande que +7, et que lorsque 9=2#, l'arc AM 
devient infini. ds 
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La quantité A tang® n’est autre chose que la tangente MZ, terminée 


. par la perpendiculaire CZ abaissée du centre sur cette ealuette, Ainsi 


A tang g—T (®) est Vexcès de la tangente MZ sur Parc AZ. Si Pon appelle 
G(@) cette fonction, on aura pour chaque point M, 
G(E) = F(e) — ET(e). 
et lorsque les trois points M, N, O, déterminés, par les amplitudes ®, 4, 
« sont liés entre eux par la fes F(g) +F(d)—F(œ)= 0, les fonc- 
tions correspondantes G(@), G(1), G(w) relatives à LR IE satisfe- 
ront à J’équation 
G(®) + G(L) — G(ow) = c° sing sin sinw, 
équation entièrement semblable à celle qui a lieu dans l’ellipse, et d’où 
lon déduira de semblables corollaires, sauf les, restrictions particulières à 
l’hyperbole et dont nous avons déjà parlé. | 
Nous avons trouvé que lorsqu'on fait sin° 0 — ve ;»0naF (Or 


E(8) — =iE +: (r _—— b), ‘on aura donc semblablement pour ÉTAT 
GO = + G+2(1—6), 

G: est la différence entre la branche infinie d’hyperbole AMO et son asym- 

ptote CV, qui est censée la rencontrer-dans, un point infiniment éloigné. 


Cette différence estimée au moyen des fonctions E’,. F', a pour valeur 
GT D E’: _ BF; mais sans recourir à ces fonctions, on peut la déduire de 


Mae Fe 
Ainsi la quantité G', différence de deux infinis, se déterminera par la 
quantité G(), Es ai point K dont l'amplitude est-@, ét qui: a pour 
coordonnées == b"tang 0 = bb, x=cy/(1 + b). 

L’amplitude 6 -est celle qui donne F(8)=+F'; si on cherche successive- 
ment par les formules de la bisection les amplitudes 8", 8", etc., telles 
qu'on ait F(8) = 21F(8) = 1 à Fr, F(8")=2F(8)—2F", etc., on aura en 
même temps 

G(B)=2G (8) — c? sin° 8’ sin 8 
* G(8)= 2G die — c° sin* sin A 
elc: 
D'où il suit que la quantité G: se déterminera par le dernier terme de la 
suite G(8), G(4), G(8"), etc., prolongée aussi loin qu’on voudra. Or, 
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lorsque @ est devenu très petit, la quantité G{?) a pour valeur très appro- 
chée c*sin @; ainsi la bisection répétée de la fonction G(8) fournit un 
moyen de déterminer par approximation, la valeur de la transcendante 
G:, et la même méthode s'applique à toute fonction G(p) dont on vou- 
drait avoir une valeur approchée. Maïs nous donnerons ci-après pour cet 
objet des méthodes plus expéditives. 
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CHAPITRE XI. 


de particulier de la formule 


2= fe . (f+ gx?) dx 
TJ VC + 246x° cos D Æ Ext) 
41. ds formule se rencontre assez souvent dans les applications, et 
d’ailleurs il est nécessaire d’examiner particulièrement le cas des facteurs 
imaginaires. 

La variable x est susceptible de toutes les valeurs, depuis x= 0 jusqu’à 


x=®; mais comme en-fasant æ— cp, on a Lez f£ sdx, pour nous dé- 


barrasser du terme qui ke devenir infini, nous considérerons simplement 


la formule D ég 
FORD de mie x dr 
= (x: 2 LE 246x° cos + Cat) cos 6 + Cat) aran dx ), 


qui par ce moyen aura toujours une valeur finie. 

Il s'agit maintenant de transformer cette expression de manière que les 
facteurs binomes de la quantité sous le radical deviennent réels. Pour cela 
on peut faire indifféremment l’une des quatre suppositions suivantes : 

V/(a° + 2a6x° cos + Éxt)— 2x7 y/a6, 
a+ 6x — 227 /a6, 
Éx® + æ& cos8 + {a + 246x* cos 0 xt) — 247", 
rky È 
Le Kane 
et la transformée en y aura les Nr requises. Bornons - nous 
à présenter le résultat de la troisième supposition : elle donne...... 
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1 
ae (pt — cos — re) et 


gasin* 0 : 
(ES or _26y* 7 ) 
VICy*— cos" 38) (7° + sin*:6)]? 


où l’on voit qu’en effet les deux facteurs de la quantité sous le radical 
sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant cos +6, on peut 


2.4 


faire ÿ = — =. ce qui donnera la tranformée suivante, où l’on a fait 
LR 
No fs — ga + 2gac? sin? 91 de 
eV/aç 1— c° sin°@)? 
( 


et il faut remarquer que dans cette formule nous supposons «6 réel; 
car si le terme 246x* cos8 était négatif, on ferait tgmber le signe — sur cos 6. 
Cela posé, on aura, suivant les expressions accoutumées, 


Fe +ga 294 
X — 77 6 F— ea D 


c’est l'intégrale demandée prise depuis += 0, car on a 


— Cx° — à cos 8 + 1/(a4° H 246x° cos 8 + Ext) 


COS 0 = 
Pr 24 sin* +0 


> 
__sin® 
æ Ccos® 


sant X=0, on a P@—0, et qu'en faisant x ©, on a P—+T. 


et réciproquement x V/(i— c°sin°*@); d’où l’on voit qu’en fai- 


La valeur totale de l'intégrale, prise depuis T0 jusqu'à x — 
sera donc | - 
PS He pu 2 pe 
X'= ZE (A Core CV «0 E'. 
Voici quelques applications de ces formules qui conduiront à des résultats 
assez remarquables. | 


EXEMPLE I. 


42. Soit proposé d'évaluer les deux intégrales 


re F ; dz 
M — ——_—— ——_— mme 
vas) N=J y: 


entre les limites 2=—0, 2=—1. On sait Mlle que le produit de ces 
intégrales = % 7 (Calc. Intég. d’Euler, tom. I, pag. 244). 
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Si l’on fait dans la première 2=(1+2) 3, on aura la transformée 


li Ve fo qu’il faudra intégrer depuis x= 0 DE dE = CO) 
Cette formule étant comparée avec la formule X, on aura f—3, g=0, 
AVI = Tr, Col 71/4) ARE PE MEN ET LEE 15°. 
Aiünsi l'intégrale indéfinie est M — hs F, et l’intécrale complète, en faisant 
3 

T0 ou P—>:7, est 

| M'==-#û"6. 

V3 


pe 
Si dans la seconde formule on fait z=—= (i— x), la transformée sera 


N= fo D , et l’intégrale devra être prise depuis x=0 jus- 


qu'à = 1: Ra cette formule à la formule X, on aura f = 3 
g=—3, a—y3, É—r, cosl——1/3, b—cos15 —:y(2+ V3). 
( Nous désignons ce dernier module par b, parce qu’il est le complément 


du module c — sin 15° de la formule RERO ). On a donc par la 
substitution 


N — Ce e)-+ Se E(U, e); 


or la relation entre @ et x étant 


SEIVS cos 9 = 2 — x + 1/(3 — 3° + at), 


si l’on fait x=1,0n aura cos*® = 2/3 — 3, ou tang® =/(5); mais 


nous avons déjà vu (art. 24) que pour le cas du module à = cos 15°, la 
valeur précédente de ® donne exactement F(@) = +F:, et on a en même 


temps E(@) = + E'—+ 


Te Donc l'intégrale N prise depuis x = 0 jusqu’à 
2 


T= 1, aura cette valeur 


N'— 


I— 


.V 


Puis donc qu’on a déjà Hs M => Fe, et ar le produit M'N'=—#7, 


ni ET AE: 


on aura entre les trois fonctions F'c, F'2, Eh, cette relation fort remar- 


quable : 
=re.(ei-(yr] 


Lex 
l 


LE 
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d’où il suit que dans ce cas particulier le quart d’ellipse E'?, qui est une 
fonction de la seconde espèce, peut s'exprimer par les deux fonctions Fc, 
F'6, de la première espèce, dont les je sont complémens l'un de 
P dures 

EXEMPLE 11. 


43. On propose d'évaluer par les fonctions elliptiques , les deux intégrales 


=3 3 c 
Pp— 1272220 sa DE fps se depuis 5— 0 jusqu’à S— 1 : On Salt 
d’ailleurs que leur produit =£7. 

Si l’on fait dans la première, z=—(1—x*})", on aura la transformée 
PE f. DE em qu'il faut intégrer depuis x= 0 jusqu'à ZX =: 


Celle-ci étant traitée comme l'intégrale N de l'exemple précédent, on aura 
pour résultat: 


Pr — Fi(0). 
TO 


Venons à la formule LA et faisons d’abord z°=7y*, nous aurons la 

transformée Q = here y 2 5 a l faudra intégrer depuis y =1 jusqu’à 
J = ©. On à d’abord, en intégrant par partie, 

BED UE vo 7 JE NLS "_ydy © 

HE ML LACET) 


Soit énsuite y = Y + x*,'eton A ft de en Cela 


posé, lavvaleut de Q pourra se méttre sous la forme 

NES 2V(GB + 3x pat) mis al: G+r)d 

QE s | TH x Een dx — TE nt) 
Cette intégrale doit être prise depuis x=0 jusqu'à x — ©, et comme 
la partie hors du signe s ’évanouit dans ces deux limites, on aura simple- 


ment 
ar)de 
CE + fax VG+ Fu) 


Coinparant avec la ht X, ob aura f——$, g=—}, ay, 


2) 


Gun, côsfp/3; ce 2 2 AS —/3:); donc l'intégrale clierchée ‘est 
en 3 +34/3 1 34/3 
=. =—— € mé à “he LT dat L . 
CAR) eo LEE 
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Maintenant puisqu'on a P'Q'=##, on aura une relation énitre trois fonc’ 
tions elliptiques, qui, avec celle qu’on a trouvée, offre ces deux résultats : 


= F6). [E()—(< sl L o]. 
=rofo-()ro )];: 


d’où l’on voit que les fonctions de EN espèce E: (c), E' (8) peuvent, 
dans ce cas particulier, s'exprimer par les deux fonctions de première 
espèce F'(b), F'(c). A ces deux relations qui sont déjà fort remarquables, 
il faut en joindre une troisième F LOL = Æ 3F*(c), qui sera démontrée dans 
l'exemple suivant. 


EXEMPLE III. 


44. Soit DEPRtEe Ft FAneerals R=/dz(i—7) 4 , prise depuis 


Po OUIUSQU a 2 1: 
On Se d'abord 1 — 2 — où , ce qui donnera Îa transformée R— 


v{ Po +1) à intégrer depuis ÿ O0 jusqu’à Y = co. Soit ensuite nm = " 2 


et MY = A — I ; on aura la nouvelle transformée R = f: ES CE 
qu'il: faut intégrer dépus x=1 jusqu'à x—0c. Cette intégrale est, au 
coeflicient près, la même que lintécrale P de l'exemple précédent; ainsi 
ayant égard aux limites de R, on aura la valeur cherchée 
R'= 27 F2; 
34/3 


mais 1l y à une autre manière de trouver la valeur de R. 


Soit 1 — 27° = 1 1 — : dé on trouvera: d’abord la transformée R — 

*_dyV3 3 
VUS — 

my = 12, on aura R = frs EE) nouvelle formule qu'il 


faut intégrer depuis x = y/(m°— 1) jusqu'à «= co, Or cette intégrale 


HE il faut intégrer depuis D 1 jusqu'a AE Soit ensuite 


est semblable à la formule M de l'exemple 1, et on obtiendra de même 
Rs 23 F(c, ®) + const., en observant que cette intégrale doit être prise 


depuis la valeur de @ qui donne x = ÿ/(m°— 1) jusqu’à la valeur de @ 


qui donne x =; celle-ci est = 27, l'autre étant nommée 6, on aura 
8h 
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Ris V3 [E'(c)—F(c, 0)]. Mais éb général, 
ns — st VOS TS) +3). 
2c JVC PU 
donc en faisant x*=m*—1, il viendra 


mir + Ont mt) Cri) 
2c°4/3 TT 2/3—3 


Or, d’après l’article 24, cette valeur de 8 est celle qui pour le module 


c=}y(2— V3), donne F(l)=3F"; donc 


cos ® — 


cos°0 — 


R'— 27 ve Rte. 


Comparant cette valeur à celle qu’on a trouvée par l’autre néabodes il en 
résulte cette nouvelle relation 


F1(b)=43:F"(c), 
laquelle étant jointe aux deux déjà trouvées, fait voir qu’une seule des 
quatre transcendantes F'(c), F'(2), E'(c), E* (à) sufñlit pour déterminer 
les trois autres. On a, par exemple, les équations 


rs =FO[ECO-(É2)r 0 | 
Sr [EG (Sr © | 


qui servent à pu la fonction E'(c) par le moyen de F'(c), et ta 
fonction E'(b) par le moyen de F!(b). 


AA AAA AAA AAA AAA AAA AAA UMA AA 


CHAPITRE XII. 


Théorème sur les fonctions complètes de première et de seconde 
espèce, dont les modules sont complémens l'un de l'autre. 


45. Daxs les comparaisons qu'on vient d'établir entre les fonctions F!{(c), 
E'(c), qui se rapportent au module c=Eiy(2—#y3)=—= sin 15°, et les 
fonctions F'(b), E'(b), qu se rapportent au module complémentaire 
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b=?y (24 y3)= cos 15°, les trois équations trouvées conduisent à ce 
a pente 


TE F(c) E'(b) + F'(8) E: (c)—F° (8) F'(c).….. (à) 


où l’on voit que les deux quantités D, c peuvent être échangées entre elles, 
et qu’ainsi cette équation est vérifiée dans deux cas, celui de e=sin 15°, 
et celui de c—=sin 75°. Il serait facile de démontrer directement qu’elle 
est encore vraie dans deux autres cas, lorsque c est infiniment petit, et 
lorsque c = y = D; mais nous allons prouver généralement qu’elle a lieu 
quel que soit c. 

Pour abréger la notation, désisnons simplement par F, E, les quantités 
F'(c), E'(c), et par F”, E”, les quantités F'(b), E'(b), et supposons 

PSFE+LFE—FF", 

P étant une fonction de c encore inconnue. 

Je différencie les deux membres par rapport à c qui est la seule variable 


qu'ils contiennent. Or ayant E(p)=/Adp, F(p) = Li —, A1 C'sin", 


la différentiation donne 


cdg sing __ 
L=-f = (E—F), 
din. cime Là fie _ : de 
d — Ve AD NT CA AMIE * 


À : d@, }_.1 c?sing cos® 
Mais par les formules de l’art. 9, on a [+ = 7 JAdg — —5—, et 


dans le cas de = +7 dont il s’agit, le second terme s’évanouit : ainsi on 
aura 


dF LG J 


On aura semblablement = =; (E — F!)) _ En 3 (E’ — c°[”), et parce 
que db + cdc— 0, on en déduira 


a 
dc 


dE" I ! aFr/ 
(te ait } à 


=— x (E—F), 


den ioie 
Substituant-ces valeurs dans celle de dP, on aura dP = 0; donc P — const. 


Mais on a trouvé dans. un cas particulier P=+7; donc l'équation (d') à 
lieu généralement, quel que soit c. 
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Lorsque ce = y += bd, l'équation (d') donne 
2=F(2E—F) 


Aïnsi dans ce cas particulier, E' se détermine encore par F*. 

Il peut y avoir quelques autres cas particuliers où la fonction de seconde 
espèce E'(c) s’exprime par la fonction de première espèce F'(c); nous ferons 
voir en effet que chaque cas particulier connu en fait connaître une infi- 
nité d’autres; mais il paraît impossible de réduire généralement les fonctions 
de seconde espèce à celles de la première. 


AMAR AA AAA AAA AAA A AAA AA AA AAA AA AAA A AAA AAA ANA 


CHAPITRE XII 


Equations différentielles qui expriment la nature des fonctions 
EetF. Intégrales complètes de ces équations. 


46. Si l’on différentie par rapport à e les deux fonctions E = fAd, 
1 vi æ, on aura comme dans le chapitre précédent 


e 
=:(E— F), , 

: I 
æ D(E— HF). 008, 


de là résultent les deux formules 


dE 
de? 


ED (F+oT)+ RES sin @ ose 


qui contiennent les relations mutuelles des fonctions E et F, de sorte que 
si on avait l'expression analytique de E en fonction de c et ®, on en dédui- 


F=E—c— 
@) 


rait immédiatement celle de F par la formule F—E — c ; et récipro- 


quement si on avait l’expression de F, on en déduirait celle de E par 
l’autre formule. 


Si on élimine successivement E et F de ces re équations, on aura 
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pour déterminer séparément les fonctions F et E, ces deux équations diffé- 
rentielles du second ordre 


1— 3c° nee 
(1— 0 YÉ ca AN EPA 0 


ÉE Ne sing cos? (5) 
+ D + T4 


E LR FA 0 ? 
et lorsqu'on considère les fonctions complètes F', E', ou lorsqu'on fait.. 
P—;7;ces équations deviennent 


4 1— 30° dE" ; 
(1 —c) en ———F =0, 


LU NS . (4) 
UE pire Æ po 


2 


DRE E 


Cr" Ye + 


C 


. » . , * . d . 
Jusqu'ici F' et E représentent les intégrales définies FR fAd?, prises 


depuis = 0 jusqu'à ®—=+7; considérons plus généralement deux fonc- 
tions y et z déterminées par les équations différentielles : 
dd —3c d 
(rene à 47 1 c dy 


a ire Le UT) =— 0) 
(me) HI Ets o; 


1— c dz (5) 
c 


4 


on salsfera à ces équations par les valeurs particulières y = æF"(c), 
z—6E'(c), « et 6 étant des constantes arbitraires; mais pour avoir les 
intégrales complètes de ces deux équations. il faut recourir à d’autres 
moyens. 

47. Essayons d’abordde substituer la variable à à la variable c, puisqu'on 
a br —<c", et bdb=— cdc, u étant une fonction quelconque de 
ce du dau c ddu 1 du 
bdd Ed Ed 
moyen de cette substitution les équations:(5) pourront être remplacées par 
les suivantes : 


AR du 
ec; on aura en général + = — 


da ons ME 

(i— 0) + , 4 T'Y 10; (6) 
b? 

pr de çér y. Etri=o. 


Je remarque maintenant:que la première des équations {6) est entièrenrent 
semblable. à Ja première des équations (5); et puisqu'on satisfait à celle-ci 
en faisant y = a Fc, on ‘satisfera à celle-là en faisant y= #/F'4: Ajoutant 
ces deux valeurs particulières , :on ‘aura l’mtégrale eomplète de léqua- 
üon différentielle en y, laquelle sera | 
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J=alF'c+ar'é, (7): 


a et æ&/ étant les deux constantes arbitraires. 


Et comme nous avons trouvé que E' se déduit de F' au moyen de la, 
formule E' = b° +), il s'ensuit que la valeur générale de z se 
déduira semblablement de celle de y, au moyen de la formule z= b?y + 


d Reis ALU 
bec + en effet cette valeur satisfait à la seconde des équations (5), en y 
C 
: dd dy ,.., À: , 
substituant les valeurs de Te et de _. tirées de la première de ces équa- 
tions. On aura donc l’intégrale complète de l’équation différentielle en z, 
comme il suit : 
dF'c ce dF'b 
—— ns 1 IF 2 PL DES 
z = 0 (aFe+aF8) 4 bte (a RL SES TEE) 3 
dc Ehya Nues LR AE PUS 4 
substituant les valeurs = = >> (E'c— BF), = = (Ed — F0), 
on aura 2= @E'c—+a/(F'b— EL'h), ou en changeant les constantes 


z=6E'c+C'(F'b—L'b). (8) 


Telles sont les intégrales complètes des équations (5) considérées comme 
étant indépendantes l’une de l’autre, et il s’ensuit que si on avait en général 
les deux équations différentielles du second ordre 


# 


—0O, 


ddy I—3c d sin @ cos ® 
(ne co = — y HT (o) 

ddz 1—c? dz sin @ cos 9 
Ge) EE EN EL ES 0, 


les intégrales complètes de ces équations seraient 


J=FE(c, o)+aF'c+aF, | ÉD 
= E(c, ®) H 6E'c+ G'(F'5 —E1b). 


Ces intégrales et celles des équations (5) qui en sont un cas particulier 
offrent une application très remarquable des fonctions elliptiques; car, 
comme on trouve aisément les différentielles des fonctions F'c, E'c, F6, 
Eb, F(c, @), E(c, @), prises par rapport à l’une ou l’autre des variables 
cet b, il est clair que ces intégrales pourront être employées dans le 
calcul analytique, à l'instar de celles qui ne contiennent que de simples 
fonctions circulaires et logarithmiques; et lorsqu'il s'agira d'obtenir des 
résultats numériques pour des valeurs déterminées de la variable, on les 
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trouvera aussi exactement qu’il est nécessaire par les tables Lu seront don- 


nées ci-après. 
On voit dans le Calcul intégral d’Euler, tom. I, pag. 329 et suivantes, 


diverses constructions par les quadratures d’une équation différentielle qui 
est la même que la seconde des équations (6) ou (5). Mais ces construc- 
tions ne suppléent qu’imparfaitement à l’intégrale complète que nous avons 


rapportée. 


MANIA AAA RAA AAA AAA AAA AAA MA AV MM VS 


PA 


CHAPITRE XIV. 


Développement des fonctions complètes K' et E' en séries. 


48. O: a trouvé dans le chapitre précédent que les quantités F* et E’ con- 
sidérées comme fonctions du module €, satisfont aux équations différentielles 


A ddE' 130 dE 
CHER CUT Se RE — O, 


C 


ddE’ I — c° 
GER TT STE ra 


et que ces mêmes quantités, considérées comme fonctions du module 
complémentaire b, satisfont aux équations 
ddF" 1— 30% dF! 
2 MRÉRE E, ETES 0, RE QE 2 1 
ne a a En 0 
ddE it” dE! 
2 NON LOL ARS 1 
GE) ( Be) RE 0. 
Ces équations sont utiles pour faire connaître la loi du développement des 
fonctions F', E' en séries. Il n’y a aucune difficulté à développer ces fonc- 


tions suivant les puissances de c; car les expressions F=/do(1—c*sin"®) *, 
E = fd@(1— c* sin* @)* étant réduites en séries et intégrées depuis @ = 0 
jusqu’à ne , on-en tire immédiatement 
| 1+2 re Ra ik ARS ge 6 mr ete. ), 
TVi2 2? F 2?, 42 62: 
| 12 32 
126 — ie dot «505 — etc. 
>: (1 € 3c PEER Bcf — etc 


2? = 42 
1 8 J 
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Mais ces séries ne sont plus suffisamment convergentes, lorsque c est fort 
près de l’unité, et alors il convient de les ordonner suivant les puissances 
de à, en considérant ? comme ‘très peut. 


Or d’après l'équation E'— 2° (F Loc 7) = B*, 


ae ) on peut, pour la 


is | ; : . de de 
première approximation, faire E'=1, ce qui donnera d(cF')=— RTE 


1+0c : Ê 
et par conséquent cF'=— Hg ( ); mais dans le même cas, on a..... 
once À 5 


c=1—7%0*; donc la première valeur approchée de F' est F' = log (à) 


Soit maintenant F'— P log ( D + Q, P et Q étant des suites ordon- 


r : . . LS » 
nées suivant les puissances de d; si on substitue cette valeur dans l’équa- 


tion différentielle 
pt dF' 


Gb) EE Pi o, 


on trouvera que l’équation pour déterminer P est absolument semblable à 
celle qui détermine F'; celle-ci est de la même forme, soit que l’on con- 
sidère F comme fonction de c ou comme foncüon de b;.et puisqu’elle-doit 
avoir f pour premier terme, on aura 
| EE be 4 6 
+ 2 0 + = 7 + etc. 
Désignons les coefliciens successifs par 1!, m", etc.. en sorte qu’on ait 
Le ! 1/ [1726 : 
P= :1+ m0 m"D8  m/"b$ + etc. ; 
nous ‘1 ARE ensuite 
= (1 + m0 + m"bf E m/°b6 etc.) log 
— DA! D pl AM DE — rl ANIDS ete 


Pi 


1e 


Substituant cette valeur dans l'équation différentielle ci-dessus, ;on saura 
pour déterminer les nouveaux coefliciens A’, A, etc., l’équation suivante, 
dont les termes. suivent une loi très simple : 


us +6 7m 0 Liom"bt Him" bs Lam b6 etc. 

—4 nm —8m"b —1e mbt. —:16Gm''b$ : —90 mt DE etes 
—2°mA/—/°m"A"b— Gm''A! EE 8°m'YA!"b$— 10m" A? b— re 
+370 A’ BE 5m AM DIE. 7m'AMBSE om''AMBSE etc. 


4 ue, > je > 
Observant ensuite qu'on a 2m = 7r, 4°m"!= 3m", 6m" —Pbm", etc., 
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on trouve successivement 


M LI, 
At 1 2 
a 3.4? 
Pr Hre et EL DA I 
RÉ ae Se 
Eure RS ENT L NE 
M A M UE PR 
etc. 
2 


de sorte qu’on a en général AM = AM JE = . D’après cette loi, 


(on —1)2n 
il est facile de voir ce que devient A® lorsque z est très grand ; considérons 
pour cet effet la suite 


2x 


Hi ++ ES Sete, 


laquelle peut être mise sous cette forme À 
3 à y 

= 0x (ete + +$+ ee.) 
{ 6 8 

— (HS+S+ Tete. ); 


on aura en sommant ces suites, y = x log (= Re =) + log(1—x)= 


(1x) log(1+x) + (1 —2x) log(i—x). Soit x =1, on aura Y = 2 log 2; 
donc la limite des quantités ra A", A", etc., est 2 log 2 ou 1,386, etc. 
Cela posé, la valeur complète 46 F* se développe ainsi : 


Fi = log? + 2 0° (log —1) 


+ ET dt CL 


tait 37,5? ;à 2 
+ xx ? (log 5 — FR 
CO nie 
F 68 4 (8 À bi 36106 | 6) 
+ etc. 
Connaïssant F', on aura FE, E' d’après équation FE? = 0'F: 
UE GE BC — by ans et il en résulte 
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E=i+: b* (log À — — 
+. i” (si + — A! ÈS 
+ LR. 50° (log à — As 
+R de Ds (og — A"), 
 etc., | 


expression dont la loi est manifeste et qui s’accorde avec celle que nous 
avons donnée sous une autre forme ( Mém. de l’Acad., 1786, pag. 630 ). 


AAA AAA AAA AAA A AAA AAA AAA AA 
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CHAPITRE XV. 


Changemens qu'on peut faire subir au paramètre dans les 
fonctions elliptiques de la troisième espèce. 


49. Sorr p= 
la différenciation ; » 


Lodp 2 ja dense el. Gimp 86 
1 +ap° A (1—csin@) cos’ ® + «&sin°® 


Supposons que le dénominateur (1 — c* sin*@) cos? ® + & sin°® soit égal au 


produit des deux facteurs (1 + 7 sin° ®) (: et = sin* ?) , la valeur de « 


devra être 


Le et soit &« une constante indéterminée ; on trouve par 


a—={(1+n) (+7), 
et alors l’é équation différentielle se décomposant ainsi, 


dp d@ I 1 | 
En lnte - EE ———— = 
1+ap— À | 1+nsn@ ÉTAT s 
| ; LUE sin @® », 


son intégrale est 


Mn) +0 (= F+ 2 are Hop Re RC), | 
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formule très remarquable au moyen de laquelle toute fonction IT dont le 
paramètre est plus grand que le module c, peut toujours être transformée 
en une autre dont le paramètre sera plus petit que c; car des deux para- 


mètres 72 et—, il est évident que l’un est toujours plus grand que c et 


l'autre plus petit. Les fonctions I qui s'expriment ainsi l’une par l’autre, 
ont d’ailleurs le même module c et la même amplitude @; c’est pourquoi, 


au lieu de les désigner par I (7, c, @), n(*, C, ?), nous les désignons 
simplement par IT(z), OI en ne signalant que l’élément par lequel 


les deux fonctions diffèrent l’une de l’autre. 
La formule générale ( f”) appliquée aux cas de n=c et de 2=—c, 
fournit ces deux corollaires, 
1 


IT ( Ch EEE 


H(—c)=}F+ 5 arc tang IEEE 


i=—)0 


(1 + c)tang 
NAT TO 


arc tang 


Ainsi dans ces deux cas, la fonction de troisième espèce se réduit immé- 
diatement à une fonction de première espèce. 

5o. Il y a trois cas à considérer dans la formule (f”), selon que « est 
positif, zéro ou négatif. 

Le coefficient & sera positif toutes les fois que le paramètre 2 sera posi- 
tif, ou toutes les fois que z étant négatif, il sera compris entre — 1 et 
— c*; en d’autres termes & sera positif si le paramètre 7 est de lune 
des deux formes #7—cot* 0, 7 —— 1 6*sin°@, Alors l'équation (f’) 
contiendra un arc de cercle réel, et par cette équation on ramènera lune 


à l’autre les deux fonctions Il (7), IT (©). 


Dans ce premier cas, si l’on fait @—:7, on aura entre les fonctions 
complètes cette relation 


S ÉONSREUAIE 
EC RU OL EU 2V/a° 
51. Si l’on fait 4— 0, on aura 2——1 où rn=——c, alors l'intégrale 
d, L4 e » , . ’ . 
f: Ti se réduisant à p, l'équation (f°) devient 
s tang ® 
D(—i)+n0(—e)=r + <<. 


Ce résultat est facile à vérifier; on a en effet par les réductions déjà 
connues , 
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I(—1)= rer =F— > = +7 Atang®, 


de __ c?singcos®. 
Il —e)=fR=;z LARQUS 2 


et la somme de ces deux quantités se réduit à F + TE. 

La fonction II(— 1) qui se ramène immédiatement aux fonctions de 
la première et de la seconde espèce, est celle qui donne la rectification 
de l’hyperbole (art. 13). Elle a une valeur infinie lorsque ®=:;7, parce 
qu’alors elle représente la longueur totale de la courbe jusqu’à son extré- 
mité infinie; et c’est aussi ce que donne la formule précédente; mais cette 
formule serait en défaut si on voulait faire @ > 27; elle semblerait donner 
une valeur finie pour II(— 1), tandis que cette valeur, composée de la 
partie où @—+7 et d’une autre parle, est nécessairement infinie. C’est 
du moins ce qui paraît résulter. de la formule intégrale I (— 1) consi- 
dérée en elle-même, et sans rapport à aucune courbe; car nous supposons 
toujours À positif. ' 

5a. Il reste à examiner le cas où @& est négatif; ce cas aura lieu toutes 
les fois que le paramètre sera négatif, mais non compris entre — 1 et 
— c*; de sorte que z devra être représenté par l’une ou l’autre des formules 


1 


>, n—=—c sin", 
sin? 6? 


n= — 
d i cos? 8 
Soit donc 2=—c° sin°0, et «—œ—6, on aura 6 — ae irre sin* 8), 


; à dp 1+pvé : +e< 
et limté gralé (2 vu — devi ent f— Es OÙ UC ST LA E donc alors 
l'équation (f") ea être remplacée par la suivante : 

Can (EE 1 À + V/6 tang @ 
IT (x) HAE) = FH ES los Gps e 
Mettant dans cette équation les valeurs de 2 et de €, et observant que 
(1 — ec sin*0) peut être désigné par A(8) tandis que y/(1— c* sin° ®) 
l'est par A (9), on aura cette formule générale pour le cas de & négatif : 
UE tango] ê og (< (o) tang8 + A (6) 2) 

24 TV O A (o) tang 8 — À (6) tang ® 
Il est à remarquer que le second membre de cetté équation devient infini 
lorsque ®@ = 0 : en effet, comme on a. ;: r 


Il 


dæ 
sin* ? ? 
sin? Ü 
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on voit que le dénominateur de la différentielle est zéro lorsque 9 = 6, 
ce qui rend, pour ce cas, l'intégrale infinie. 
Lorsqu'ensuite on suppose ® > 4, le dénominateur devient négatif, et la 


valeur de IT (—; -— } redevient finie par la destruction mutuelle des par- 


ties infinies et de signes contraires, Mais alors la formulé a besoin d’être 
reclifiée pour ne pas offrir le logarithme d’une quantité négâtive, et il 
faudra Pécrire ainsi : 
tang 0 A(B)tang®-+ A(p)tange 

Il ms Re sin 0) +n(— <4)= FH! 0$ A (8) tang — A (o) tang 4” 
elle aura lieu depuis ® — 8 jusqu” àQ=2IT. 

Lorsque = +7, cette formule donne entre les fonctions complètes la 
relation 


. I 
L 2 2 1 peer © —— 1 
'(— csin° 6) ( ms), 
\ ? e . 1 . 
où l’on voit que les logarithmes ont entièrement disparu. 
J'observe sur cette dernière équation que la fonction I(— c*sin° 8), 


u } Hot, d 
qui représente l’mtégrale f: “ 


——__————— © ————, est nécessairement. plus 
(1— c°sin° 8 sin* 9) A? : P 


d rit u 
grande que PR où F, et qu'ainsi [l'(— csin° 0) est plus grande que F'; 
l'équation précédente ne peut donc subsister à moins que I! (— 1) 
ne, soit .négalif. Or, ce résultat s'explique facilement par la nature de la 
. I . . . . 

fonction n(— 4) qui est positive depuis ®=—0o jusqu'à @=<06, 
négative depuis ® —0 jusqu'# @ =273; il faut par conséquent que la partie 
négative soit plus grande que la partie positive. 

53. Au reste pour éviler toute anomalie étrangère à l'objet dont nous 
nous occupons , ét pour ne considérer des fonctions I que celles qui sont 
positives el finies | nous ferons abstraction, dans tout ce qui suit, du cas 


où le paramètre n est à la fois négatif et plis grand que l'unité. 
Si ce cas se rencontrait, on vient de voir par quelle formule la fonction 


proposée Tr 5) pourrait se -réduire à la. fonction I Er cé? sin° 6) 


qui n’est sujete à aucune difficulté; anomalie tbe alors sur le terme 
logarithmique joint à cette RHbtions 

Cela posé, les fonctions I, eu égard aux diverses valeurs dæ-paraiètre, 
se PR à trois cas principaux qui exigent des développemens parti- 
culiers. 
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Premier cas. Si le paramètre # est positif, on pourra toujours lui donner 
la forme 7 —cot*8, et on aura alors y/æ — VC Sen ee AG) 
A , sin 6 cos Û sin 8 cos 6° 
Second cas. Si le paramètre z est négatif, mais non plus petit que c*, 
on pourra le désigner par la formule 7=— 1 +- 0° sin° 0, et alors on aura 
bsinä cosû __ b*sin0 cos 
VE Gant) —  4(6,0 | 
Troisième cas. Si le paramètre z est négatif et plus petit que c?, on 


pourra faire n=—=— c* sin*0, et on aura (a) — a (8). y/— 1. 


On verra ci-après que les deux premiers cas se rapportent à une seule 
et même espèce, attendu qu’une fonction qui appartient à l’un de ces cas, 
peut être transformée en une fonction qui appartienne à l’autre cas. Il 
n’en est pas de même du troisième cas qui diffère essentiellement des deux 
autres; car les fonctions qui se rapportent aux deux premiers cas, entraînent 
toujours dans leur comparaison des arcs de cercle; tandis que les fonctïons 
qui se rapportent au troisième, n’admettent dans leur comparaison que des 
logarithmes. 

Il semblerait naturel d’ajouter à ces trois cas celui où l’on supposerait 
le paramètre 7 imaginaire ; mais nous prouverons ci-après que ce quatrième 
cas est inutile à considérer, et qu’on peut toujours y suppléer par des 


transformations convenables. 
sin @ cos s Ÿ 


x etéun coefficient indéterminé; on 


54. Soit maintenant p — 
aura par la différenciation, 


_dp. css 1—2 sin°@ + c° sin{ ® de. 
1 + £p° 1H (b—0c )sin@ —EÉsint® * A° 


si on fait ensuite le dénominateur 
1H (k— 0) sin p —k sing =(1-Hnsinp)(1—msin*p), 


il en résultera k= mn, (1-n) (1— m)= = b*, et l'équation différentielle 
prendra la forme 


dpi = me 14 I1— 7m I =] 
Hip — ‘1H nsin® M I—msin@® mn J? 


d’où lon tire en intégrant, 


hr —— 1 (7) —(— TE m)=< —— = F+— = arc tang msn e c056 (or), 


Par cette formule les deux fonctions FU I(—m), peuvent être 
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rédrutes l'une à l’autre , pourvu qu'entre les paramètres z et —-7n, on ait 
la relation 


(ibn)(i—m)= 0. 
Cette relation est telle, que si l’on fait 2—cot°8, on aura —m=— 1 + 
b° sin°8; d’où l’on voit que les deux premiers cas du n° 53, n’en font à 


proprément parler qu’un seul, puisque la réduction d’une fonction à l’autre 
peut se faire immédiatement au moyen de la formule 


(co Qy == EDR CO + Basin 0) 


1 — b? sin” 8 
c?sin° 8 sin8 cos sing cos @A( b,06) 
Fi 1 — b* sin? 0 A(6,8) aneens tang 6A(c, ®) : 

55. Si dans la formule (g'), on fait m—c*sin°8, l’équation de condi- 
tion (1+n)(1—m)—=#, donnera #(cos°8 + B° sin°80)—— c* cos’ 8, 
d’où il suit que » pourra aussi être représenté par la valeur 2=——c*sin° à, 
et alors on aura entre 8 et À la relation sin? À (cos + &*sin° 4) = cos*0, 
d’où résulte 

1 — 0 tang Ü tang à; 

c’est la même relation qui donne F(8)-ÆF(Aa)= F1. 

On aura donc dans ce cas la formule générale 

cos*® Ô.II( — c° sin° 0) + cos* A.[T(— c?sin* À) 

= F — sin 8 sin À ls (RE He sal FRA si 20080 } 
“ À — c*sin 6 sin À sin ® Cos 

au moyen de laquelle on pourra réduire l’une à l’autre les fonctions... 
n(— c*sin°0), I(— c’sin°A), pourvu qu’entre les paramètres on ait la 
relation 1 — à tang 8 tang A. 

Aïnsi, non seulement les fonctions IT dont le paramètre est négatif et 
plus grand que l'unité, peuvent se réduire aux fonctions dont le para- 
mètre est plus petit que c* (art. 52), mais celles-ci peuvent encore être 
réduites au cas où le paramètre, toujours de forme — c* sin* 8, n’excède 


pas 1—; car dans le cas où l’on aurait 8 à, l'équation 1—4 tangÜ tang 


. z E # e 
donne sin°0— T3» et par conséquent c° sin°0=1— b; dans tout autre 


cas, l’un des paramètres — c* sin° ÿ, — c* sin* A, ‘abstraction faite de son 
signe, sera nécessairement plus petit que 1 — à. 
Le cas de 4— À mérite d’être remarqué; alors la formule générale donne 
19 ECS 1) me I LS RL vs (ie — b)sing cosŸ 


4b A—(1—b)sing cos?/" 
AT 10 
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Ainsi la fonction de troisième espèce IT (— 142) se réduit indéfiniment 
à la première espèce, et on a en particulier pour l'expression de la fonc- 
tion complète, 


(id) ÈS 


IL résulte des formules précédentes, 1°. que dans les fonctions elliptiques 
de la troisième espèce, le paramètre peut toujours se réduire soït à la forme 
— 1 0 sin*@ comprise entre 1 et c*, soit à la forme — c*sin*8 plus 
petite que c*; 2°. que ces deux formes sont essentiellement différentes et 
non réductibles l’une de l’autre, la première n’offrant que des arcs de cercle 
dans ses comparaisons et réductions, la seconde n’offrant que des logarithmes. 

Quant aux fonctions dont le paramètre est imaginaire, on démontrera ci- 
après que chacune d’elles se réduit toujours à deux autres dont les para- 
mètres sont réels, lun étant de la forme — 1 ci sin°8, l’autre de la 
forme — c* sin° 8. 


ANA AA AAA AAA AAA AAA APR ARR AA AS A AAA AAA AA AAA AAA AAA AURA URL 
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Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième espèce. 


56. Cine les deux fonctions semblables 


RTE ARR ED PEN OL VAR 

IT (@) = fe + nsin*®)A(o)? ss (}) = f: ns d|)Aÿ? 

et supposons, comme nous l'avons fait pour les fonctions de la premiére 
et de la seconde espèce, qu'on a l'équation F(®)Æ F(J)—F(u)=0o, 


pd étant une constante; alors si on fait I(®)-IH(d)—I(x)=Q, on 
aura 
+ de AU AL 
Q = Frs pa @) | Gun) 5 
cette intégrale étant prise de manière qu’elle s’évanouisse lorsque = 0 ou 
lorsque À = y. 
Mais puisque y est constant, on a F0 +30@ 7 c _ — 0, d’où résulte 


CHAPITRE XVI. 75 


n (sin°Ÿ — sin°@) 
Q= ES (@) * 1 + n (sind +sin®) + n° sin°d sin°@' 
Or on a trouvé (art. 34) RE (®)+ dd A(A4) = cd(sin p sing sin); le 


premier membre se réduit à + G LA" (p)—A(4)] = _. (sin? 1 —sin°?); 
a en faisant sin°@ sin =p, sing sind=g,ona............ 


(sin®L — sin° ®) = sinu.dq; donc enfin 


= friet 
Mais de l'équation cos ® cos 4 — sin @ sin LA (m)= cos m, on déduit 
1—pæ+qg—=[cosu+qA(mw)|, et par conséquent 
p =sin°p — 2q cospA(u)+ c°q" sin°p; 
mettant cette valeur de p dans la formule précédente, on a 


A NE 


Q— n sin #.dq Mie 
7 Jin sing — ang cos mA (x) + g° (n° nc* sin° x)" 
Effectuant donc l'intégration , et faisant comme ci-dessus 4=—( 1-72) (+), 


on aura Q ou 


I (®)+T(d)—n(u)= — Z arc tang ns Ha AL I (21). 


1H ne 1» C0s p COs ® COs Ÿ 


C’est la formule générale . pour les fonctions de troisième espèce , corres- 
pond à la formule F(p)-ÆF(4)— F(u)=—=0o pour les fonctions de la première 
espèce, et à la formule E(œ) QUE E(L)— Eu) = c° sinp sing sin pour 
les fonctions de la seconde espèce. 

Aïnsi la différence qui est zéro dans les fonctions de premiére espèce, 
et algébrique dans celles de la seconde espèce, est exprimée par un arc de 
cercle ou par un logarithme dans les fonctions de troisième espèce. Je dis 
arc de cercle ou logarithme, car on voit que le second membre de léqua- 
tion (#”) sera un arc de cercle ou un logarithme, selon que æ sera positif 
‘ou négatif, c’est-à-dire, selon que la fonction NH se rapportera aux deux 
premiers cas ou au troisième de l’art. 53. 

57. Dé l'équation (4') et de toutes celles qu’on peut former semblable- 
ment ehtre trois fonctions Il, nous conclurons que si £, #, L, etc. sont des 
entiers positifs, on pourra toujours faire en sorte que l’on ait 


I (P) + II (L) + UT (w) + ete. = W, 


W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par logarithmes. 
10. 
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Il faut pour cela établir entre les amplitudes ®, 4, w, etc., la relation qui 
donne | 
iF(p) + AF(V) + /F(o) + etc. = 0, 
et celte relation peut toujours être exprimée par une équation algébrique 
entre les sinus des angles @, À, «, etc. Ce résultat ne souffre aucune excep- 
tion, et aurait lieu même quand le paramètre » serait imaginaire. Mais on 
peut considérer ces propriétés sous un point de vue encore plns général. 
58. Soit P ou P(?) une fonction rationnelle paire de sm ®, et soit 


P (o).de 
AO sin @}) 


Soit Z() une fonction semblable de 4, ces fonctions ou intégrales. étant 
prises de manière qu’elles s’évanouissent lorsque les amplitudes @ et 4 sont 


nulles. Supposons qu’on ait toujours l'équation F(p)+F(4)—F(u)=0, 


d 
+ Midi cles o, on aura donc 


hide 
A(g)  A(Y) 
A s 
+2) —Z(H)= fx LP (@)—P(4)] 
Faisons comme ci-dessus sin°@ + sin =p, sin® sind— 4, il en résultera 


snp=:p+:V(p—4q); 
sn =rp—i y(p°— 49) 


Substituons maintenant la valeur de sin°@ dans P(®), le résultat sera de 


la forme 
P(P)=M+Ny(p — 49), 
M et N étant des fonctions rationnelles de p et q. On aura de même 
P(Ï)=M—N y(p — 49); 
donc P(®)— P(d)= 2N p/(p° — 4g°) = 2N(sin°® — sin), et... 
2Nd? ( sin? @ — sin° 4) __ É k 
[RE Rs POP = f ET = — 2 fNdg sin pr; donc 


enfin 


laquelle en prenant w constante donne 


Z(E) + Z(Ÿ) — Zu) = — 2 sin up fNdgq. 
Dans cette formule, N est une fonction rationnelle de p et de g; si on y 
substitue la valeur de p en q, savoir p=sin? H—2q cosu A(u)-+c°qg"sin'p, 
N sera une fonction rationnelle de g seule; et ainsi la valeur de Z(o) + 
Z(4)— Z(u) pourra LUE se déterminer par arcs de cercle et par 
logarithmes. 
En général si i, X, L, etc. désignent des nombres entiers positifs ou négatifs, 
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et qu’on établisse entre les angles ®, À, ©, etc. la relation qui donne 


iF (p) + AF (4) + LF (©) + etc. — 0, on aura en même temps 
12. (@) + AZ) HE IZ (w) + etc. = W, 


W étant une quantité déterminable par arcs de cercle et par logarithmes. 
La même propriété aura lieu quand même P contiendrait des puissances 
impaires de sin®@; car la partie de dZ affectée des puissances impaires, 
s’intégrerait par arcs de cercle et par logarithmes. 

Il en est absolument de même de la fonction 


CE Eds 
TJ Va + 6x + yat + d'aÿ + ext )? 
P étant une fonction rationnelle de x, et on pourra toujours trouver une 
équation algébrique entre x, y, 3, etc., telle que la quantité 
iZ,(x) + KZ (7) + IZ(z) + etc. 
soit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. 

59. Revenons à la formule (4') d’où l’on doit déduire tout ce qui con- 
cerne la comparaison des fonctions de troisième espèce. Nous avons déjà 
observé que dans cette formule l’arc de cercle doit être remplacé par un 
logarithme, lorsque le paramètre est de la forme 7 =— c* sin°8; alors 


8 

on a Va - A (8). y/— 1, et parce qu’en général ne = arc tang zÿ/—1 
ms + 2 SE 17 2 2 r 
=: mt, l’on fait pour abréger, 

in Ô A(x) — cos 8 sin #A (8 : 

sin 8 cos Ge): Li spi TUE sin w', 

1— c° sin* 0 sin” p 
1 A cos8 sin #A (8 ) 
sin 8 cos #A(#) + in fA (8) pa A u!, 


1 — c? 5in°0 sin° ge 


la formule (7) se changera en celle-ci ; 


tang 1 + c’siné sin #’ sin @ sin Ÿ 
I (@) + (4) Al (m)= 2A (8} log ( + c? sin 8 sing” sin @ sinŸ 


et l’on peut FRE que les angles auxiliaires 4!, g", sont ceux qui 
donneraient 

F(8) —F(u) =F(#), FO +F(4)=F(x"). 
Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes les 
arcs dont les tangentes sont de la forme £ÿ/—1, on pourra se borner à 
n’employer que l'équation (4°) dans toutes les comparaisons qu’on aura à 
faire des fonctions I, selon les diverses valeurs de 7; mais pour faciliter 


men FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


lés applications, nous croyons devoir rapporter ici les formules qui ont 
lieu dans quelques-uns des cas les plus simples, en y joignant celles qui 
concernent les fonctions de la première et de la deuxième espèce. 

Go. Soit, 1°. w— 27, on aura successivement pour les trois espèces de 
fonctions elliptiques : 

F()+F() EF =, 
E (@) + E(4) — E' = 6° sin @ sin 4, 
| I n V/æsin@ sin Ÿ 
IT (@) + I) — T1 Re ONG Er 
La relation entre @ et A est donnée par l'équation D tang ® tang d = 1, 
d’où l’on tire sin 4 = et sin @® — en Quant à la valeur de «, elle 
s’éxprime suivant les différentes formes de 7, comme on l’a vu (art. 53). 
Si en particulier on a @—, ce qui donne tang®= VA sin ® — ben ; 
les formules précédentes deviennent 
F(@) = 2", 
E (@) Ets (r db), 
ati I na ÿ 
IT (®) =2E:I cts 770 arc tang ÉRTEUN 
elles servent ainsi à la bisection de la fonction complète. 

Soit, 2°. d—® etu—9®,, l'amplitude ®, se déduira de @ par les for- 
mules de l’art. 21, et on aura pour la duplication des fonctions, les for- 
mules 

2F (9) —F(@)= 0, 
2E(p) —E(p,) = 6° sin°® sin,, 
Ë LA nV/usin*@sing: 
2II(9) — To.) = = arc tang A 
Les mêmes formules serviront à la bisection , en déterminant @ par le moyen 
de ®,. 

Soit, 3°. d—®, et u—@s, ®s étant l’amplitude qui donne F(@:)=3F(?), 
et qu’on détermine par les formules de l’art. 22, on aura pour la triplica- 
üon des fonctions, les formules 

3F (@) = F (9) = 0, 
3E (@) — E (@s) = c° sin sin @, (sin ® + sin gs), 


ji NE n'/« sin @ sin @: Sin @5 
“4 (@) FA (Ps) 7 Va RUE ( 1 + 7 — 7 COS ® COS P; COS =) 


1 n V/æ sin°@ sin 
+ —- arc tang (ES Ps ) 
va O\r ne n cos" ® cosP, f 
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Dans le cas où Ps = +7, on a pour la trisection des fonctions complètes, 
les formules 
3F (P) = F", 
3E(@) = E' + c* sing sin, (1 + sin), 
[I _ Tr: EL ee Vases" 
3 (@)= I! + gars ans 
A: n V/æsin°® sing ) 
bg Va RPRPRS (: + 7 — n cos? ® cos Pa/" 


Quant aux valeurs de @ et ®,, elles se trouveront par les formules de la 


. . , . . . " 
inisection, art. 23, d’où résulte c* sin @ sin @,(r + sin®) — _ cosÿ ®. 


AM EMMA RAA ARR RAA AAA AP AAA AAA AAA A AA AU AAA 
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Formation d'une suite infinie de fonctions elliptiques de la 
première espèce, liées entre elles par des rapports constans. 


61. J usQu'icr nous n'avons comparé entre elles les fonctions elliptiques 
de la première espèce, qu’autant qu’elles avaient le même module, ou 
qu’elles pouvaient être considérées comme représentant diflérens arcs d’une 
même courbe; ces comparaisons ont ensuite été étendues, d’après le même 
principe, aux fonctions de la seconde et de la troisième espèce ; et les théo- 
rèmes contenus dans les formules (f’) et (g”') supposent encore que le 
module est le même dans les deux fonctions comparées. 

Nous allons faire voir qu’on peut, par une loi très simple, former une 
infinité de fonctions elliptiques de première espèce, qui diffèrent les unes 
des autres tant par le module que par l’amplitude, mais qui ont la pro- 
priété fort remarquable d’être entre elles dans des rapports constans. 


idé pi de Are 

Considérons les deux fonctions F(c, ®) = f: Dee F(c', ®!) 
de’ LR 

vE EEE OL je dis que si lon fait c! = —. et que l’on déter- 


È (A A ’ 0 . , » 4 
mine ® d’après l'équation sm(2@ —@)=csin®@, on aura généralement 


F(c,9)=——F(c, @). 
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En effet l'équation supposée donne d’abord cos (29! — @) = A; ainsi on 
aura successivement : 
cos 29° = À cos® — csin°®, 
2 cos ®" = 1 — c sin ® + À cos?, 
2 n° @° = 1 + csin°® — A cos®, 
2 sin @’ cos ®' — sin ® (c cos + A), 


2dg = % (ccos® + A), 


OPEN ccos® + À 
1—C Æ ————— 
(VA sin° ®') Que 
sk de 1tc d$ 
N'ARUe RE ei tie CRU TODREIEN 
Des deux dernières on tire TE PTS mare Pre VEN 


intégrant, F(c’, 9) = - + © F(c, @). Nous n’ajoutons point de constante, 


parce que les amplitudes @ et 9’ s’évanouissent en même temps. On voit 
donc par ce résultat que les fonctions F(c’,?'), F(c,@) seront entre elles 
dans un rapport constant, quelles que soient les amplitudes @’ et ®, pourvu 
qu’elles soient liées entre elles par l’équation sin (29 — @)= c sin 9. 

Observons que comme l'arc @ croît indéfiniment, et peut être de tant 
de circonférences qu’on voudra, l’arc 9’ croît aussi indéfiniment, mais de 
manière que 29° —® est toujours renfermé entre des limites + 0 et —4, 6 
étant l'arc le plus peut dont c est le sinus. En effet, puisqu'on a... 
sin (29 —@)=csin® et cos(2®9 —@)—A, À étant toujours positif, 
on voit que 29° — @ est toujours égal au plus petit arc d\, positif ou né- 
gatif, déterminé par l’équation sin A = c sin 6 = sin 8 sin ®@; ainsi on a 
toujours @ = +9 + +d\l ou @— 29 — d\. D’après cette observation, on 
n'aura jamais aucune ambiguité à craindre dans la détermination des valeurs 
respectives de @” et @. 

Si l’on fait ®g —}i7, on aura g=7 et Fc, @) — 2F'(c); ainsi les 
fonctions complètes F: (c'), F'(c) ont entre elles cette relation très simple, 


F'(e)=(1i+c)F(c). 
62. Concevons maintenant qu’à partir du terme donné c, on forme 
une suite infinie de modules c, c’, ce", cl”, etc., d’après la loi, 


cr eve c— ee cree aME; etc. ; 
1 +c? pe one TS 


cette suite de modules qui est continuellement croissante, aura pour limite 
*“ 
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l'unité, et atteindra sensiblement cette limite au bout d’un assez petit 
nombre de termes. 

Si on appelle par analogie D’, d”, b"”, etc. les complémens des modules 
c', c', cl”, etc., la suite D”, 2”, D", etc: sera continuellement décroissante : 
et chaque terme se déduira du module précédent suivant cette loi 


La U4 
Et C F7 0 de moreii € 
=: We, M | 
1+ c? 1 + c°? 1H c? Ge 
Soit ensuite @, ®’, ®’, ®"’, etc. la série dès amplitudes qui se déduisent 
chacune de la précédente par les formules | 


sin (29 —@ }=c sin o. 
sin (29" — g  )—=c'sny, 
sin (29 — g" ) — c" sin g”, 
N'étc., ?” 
on formera de cette manière une suite infinie de fonctions de première espèce 


F(c,9®), Fc, p'), Fc”, p"'), etc., entre lesquelles on aura les équa- 
tions a 7 4 


(ec, )=ECF(c,e ), 
F(c", g)= RS F(e,p)= ES LES F(e, ?), “ 


+ U4 ; (4 (4 
Fo", g")= SF (d, =, LEE LS F(e, 9), 
etc., 


d’où il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours entre 
elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des amplitudes cor< 
respondantes. 

Quant aux fonctions complètes, leurs rapports seront également con- 
stans, et l'équation F'(c/) = (1 + c) F'(c), déjà trouvée, donnera succes- 
sivement 

F(a)=(i+e)F(c), 

EF )=(i+e)F(c)=(i+ec)(1+#+e)F (0), 

F(c)=(i+e")EF(c)=(i+e)(1he) (ie) Fc), 
etc. 

63. On peut encore donner à ces résultats une plus grande extension, 
En effet, la suite infinie de modules ce, c', c’, etc., qui est croissante 


dans un sens, et qui a pour limite l’unité, peut être prolongée à Pinfini 
Tax IT 
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dans le sens contraire où elle sera décroissante et aura pour limite zéro. 
Désignons par €, c, c°°, c°%, etc. cette suite décroissante; la loi qui ie 
deux termes consécutifs sera semblablement 

2 /c° los 24/c% 2 2e 
1+c? c° Ty 1 + 09? c® 1H co g900 ? 
Mais pour former chaque terme au moyen du precédent, il sera plus 
simple de se servir des valeurs suivantes, où 0°, 8°, b°%, etc., désignent les 
complémens des modules c°, e°°, c°°%, etc.,. 


t'en D Ve 2° Le b°o 
Q — , LE = , c°2 —— + etc 
1+ 0 1 + 0° 1 + 0° 
Cela posé, si on désigne par ®, @°, 9°, @°*, etc. la série des amplitudes 
correspondantes aux modules €, ©, c®, c®%, etc., on aura d’abord 
sin (29 — @°) = c° sin @°, équation qu'il faut résoudre pour déduire g° de 
@: on en tire successivement 


etc, 


sin @° =(1+0) Mer, 

1—(1+b)sin ® 

0 I AE? 
1—(1—0)sing 

A(c?, PE pr a ; 


n sf 1 + b) tang ® 
EE tango 


COS DE 


Cette dernière peut se mettre sous la forme très simple tang (®° —®) 
— b tang @, et on en déduirait sans ambiguité, 
== 29 — c° sin 29 + E 2? sin 49 — + CS sin 6 Hetc., 
ce qui s'accorde avec la remarque que nous avons faite sur la valeur tou- 
jours limitée de 29" —@, qui s’applique à 29—@°, 29° —@°®, etc. 
Supposons donc qu'après avoir déterminé les modules décroissans c°, 

c®, c°®, etc., ainsi que les complémens | bo, b°, b°% etc., comme il vient 
d’être dit, on calcule successivement les amplitudes ®°, p*, p°®, etc, par 
les Rules 

tang.(®® 9 ) = bd: tang ?, 

tang ( 9% 19%) = 0% tang: 9; 

tang ( @°%° — p°°) —= btang ?°, 

etc. 


Alors, on-aura-une suite infinie de fonctions F(c, ), F(e°,°), F(c°°, @f°), etc. 
liées entre elles par des rapports constans, en celte sorte : 
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"+ o 
F(e, )=iECr(e, @° ), 
(er, DE EC (e”, gp), 


Fc», ge) = ET (0%, qe), 
etc. 


NRA di 4 Y 
et parce que 1 + c° PISTE oh aura suctéssivement 


F(c, g )=(1+b )Fe, ® }), té 
F(c°, po )—=(14 80 )F(c, p_)—=(1+8)(r +0) F(c,@), 
(or, qe) an (1-08) Fo, ge) 120) (12h05) (14 BD E (6, 9), 


etc. 


Lorsqu'on fait =27, on à Q_ 7, g®— 2m, g°®— 47, etc.; d’où 
il suit que les fonctions complètes ont entre elles ces relations : 


Free —1+èp, 
2 € ? 
AC HP pre a Eu a Fest L'c, 


2 
F'cvv — 1+ 0% L2c00 — 10 10° 14 0° 
2 


On remarquera d’ailleurs que tandis que les modules ©, c, c®, etc. 
décroissent d’une manière rapide, leurs tommplémens à, b°, b°®, etc. s’ap- 
prochent de plus en plus de l’unité qui est leur limite. 


AAA AAA AAA AAA 


AAA AAA VV 
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Application de la méme loi aux fonctions elliptiques de la 
seconde espèce. 


64. Coxsmérons présentement les deux fonctions E(c, o)=fdpA(c, +), 
E(c', ?g')=/fdp'A(c", ®'); si dans la seconde formule on substitue pour 
do! et A(c', ®') les valeurs trouvées art. 6r, on aura 

11. 
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(2 + 2c) E(c', e)=f Re cos ® + A)’; 
substituant dans le second membre la valeur 
(ccosp HA} = 24°+ 2cA cos ® — b?, 
et effectuant l'intégration, on aura | 
(i+c)E(c,g)—=E(c, pg)—2bF(c, ®)Hesin y; 
et de là résulte la formule | | 
BPF(c, g)—=2E(c, g)—2(1+c)É(c!, ®)Hoacsiny, 
d’où l’on voit que la fonction de pr remière espèce F(c, @) peut s'exprimer 
par les deux arcs d’ellipse E(c, @), E(c', g'). 
On a trouvé (art. 13) que Re de l’arc d’hyperbole est 
T=Atangp—F(c,p)+8F(c,oœ); 


si on y substitue la valeur de &F(c, @), cette expression deviendra 


TY= A tangpHE(c, p)—2(1+c)E(c, og") + 20 sin y; 
d’où 1l suit qu’un arc d’hyperbole peut toujours s'exprimer par deux arcs 
d’ellipse, ce qui est le beau théorème dont Landen a enrichi la Géomé- 
trie Q), 

Nous avons déjà appelé G (@) la différence entre l'arc d’hyperbole T 
et sa tangente À tang®, terminée à la perpendiculaire abaissée du centre ; 
cette diflérence s'exprime donc en général par deux arcs d’ellipse, de 
sorte qu’on a 


G(p)=2(1+c)E(c, g)—E(c, ne 


et en particulier lorsqu'on fait ®—:+7, on a pour l’expression de la diflé- 
rence entre l’asymptote et la courbe, 


G=2(r1+e)E(c!, g') —Ei(c) — 2e. 
Mais puisque 9 = 27, on a sin tre sinP—c, Ou Cos29 ——0c, 
1H Co 
2 TR ES 
mesure par la moitié de E'(c'), et on a E'(c', p)=+#E'(c)+i(1 — 0). 


Substituant cette valeur dans celle de G, il viendra 


ce qui donne sin? @ = ; donc l'arc E( c', @') est celui qui se 


U) On déduirait aisément des mêmes formules que tout arc dellipse Pa CS MALUS 
par deux arcs d’hyperbole. 
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G=(1+#c)E'(c)—E(c); 
donc la transcendante G* est égale à la différence des deux quarts d’ellipse 
qui ont pour demi-axes, l’un 1 +c et 1 —c, l’autre 1 et'V(r — ct). 
65.Considérons une suite imfinie de fonctions E(c, @), E(c’, ®'), E(c", g"),etc. 


formées d’après la même loi que les fonctions de première espèce F(c, œ), 
F(c,®'), F(c", 9"), etc., on aura d’abord les deux équations 


LE F(c, p)=E(c, p)—(i1+c)E(c, 9° )+e siny, 
203F(c!, g)—=E(c", og )— (1 + 0) E(c", @") + c' sin y’; 


mais om a de plus F(c’, ®') = Ibc Fc, @); éliminant donc de ces trois 


équations les fonctions de première espèce, on aura entre les trois fonctions 
consécutives de seconde espèce E(c,@), E(c!, o'), E(c”, @"), cette équa- 
tion 


0—=3%0 (1H0)E(c,p)—(2H0)E(c, p)+a2(ibe)E(c",o") 
+ 20" (1— 0") sin ® — 26’ sin g”. 
La même équation peut être appliquée à trois ellipses consécutives, 
prises non seulement dans la suite infinie E(c,@),E(c',9),E( c", ®"), 
E(c/', ®"'), etc., mais en général dans la suite doublement infinie 


roses E(c",9"), E(c’, 9°), E(c, ©), E(c, @°), E(c°, g°),...... 
dont les extrêmes sont, d’une part, l’ellipse qui a pour excentricité 1 et 
qui se réduit à son grand axe; d'autre part, l’ellipse qui a pour excen- 
tricité o et qui se confond avec le cercle : il en résulte donc que par la 
rectification indéfinie de deux ellipses de cette suite, on obtient la recti-- 
fication indéfinie de toutes les autres. 

La formule générale se simplifie lorsqu'il s’agit de la rectification définie 
de ces ellipses. En effet si on fait @"= i7,onaurag =mrete—= 2, 
ce qui donnera E(c”,g")= E'(c"), E(c’, ®')=2E"(c), E(c,p )—=4E(c); 
donc on aura entre les trois quarts d’ellipse E'(c), E'(c’), E'(c”), cette 
équation 


o=0'(1H0)E (c)—(2H8)E (e)H(ite)E(c"). 
On aura une équation semblable entre trois termes cofsécutifs quelconques 
pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la circonférence d’une ellipse 


proposée pourra toujours se déterminer exactement par les circonférences 
de eux ellipses aussi peu différentes de la ligne droite qu’on voudra, en 
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3 
prolongeant les séries dans un sens, ou aussi peu différentes du cercle qu'on 
voudra, en prolongeant les séries dans l’autre sens. 
Dans ce dernier cas, il faudrait faire usage des équations successives 


o=(1c )E'(c})—(240 )E'(ce )Æ+40° (140 )E'(c°° ), 
0 ds ( t +0) E: (c)— ( 2 0) E: (CHE CT + he) E: (ce), 
etc., 
qu’on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la suite des 
modules e, € ,.c°°. ett. 

La détermination exacte et absolue dont on vient de parler peut être 
regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie des trans- 
cendantes, mais si on a seulement pour but d'obtenir des approximations, 
on y parviendra plus facilement par les méthodes que nous donnerons 
ci- après. 

66. Nous. avons trouvé ( art. 44 ) que les deux fonctions E'(c), F'(c), 
tant pour le module & — sin 15°, que pour son complément à = sin 75°, 
peuvent se déterminer par l’une des quatre fonctions supposée connue. 
Donc les deux séries d’ellipses formées l’une d’après le module... 
C=Sin 1 æ=4/ (=) ;rautre d’après le module b=sin75°= / (2), 
sont telles, que connaissant la circonférence d’nne seule de ces ellipses , on 
pourra trouver la circonférence de toutes les autrés. Il en est de, même des 
deux suites de fonctions de première espèce F: { c ) formées d’après les mêmes 
modules, et un seul terme connu dans ces quatre séries, suflira pour faire 
connaître tous les autres. 

Nous avons également trouvé (art. 45 ) que lorsque ce = sin 45°= y 3, 
les fonctions F' (c), E'( c ) peuvent se déterminer lune par l’autre; mais 
d’après nes formules on trouve aisément 


(1+H0)E(@)=E'(c)+0F(c), 
(a D) E(e) Et (ce) BF ( ct), 


etc. 


Donc en général toutes les ellipses qui composent la série formée d’après 
le module c = sin 45°, sont telles, que la circonférence de l’une d’elles 
étant connue, on pourra déterminer celle de toutes les autres. 
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Remarque générale. 


67. Ayantétablientre les amplitudes g'et l’équation sin (29 —@)=csin 9, 


et entre les modules c’ et e l'équation c' = 2, nous avons trouvé l’équa- 
> ; LU SIN D EC 
uonF(ce,9)=— 

F(c,@), sont entre elles dans un rapport constant. En vertu des mêmes 
relations les fonctions de seconde espèce E ( c',9'), E(c,@ ), sont liées 
entre elles et avec la fonction de première: espèce F ( c, ® ), par Péquation 


(1+ oc) E(c,9 )=E(c,p)—:#F(c,p)+csny, 


d’où l’on conclut immédiatement ce que Eanden a remarqué le premier, 
que tout arc d’hyperbole peut être mesuré par deux arcs d’ellipses. 

Mais une infinité d’autres conséquences résultent du même principe ; car 
la série des modules croissans c, c', c'', etc., peut être continuée à l’infini, 
en même temps que celle des amplitudes décroissantes ®, ®', ®", etc., de 
sorte qu’on peut comparer d’une infinité de manières les fonctions E et F 
qui se rapportent à différens termes de l’échelle des modules, et ces compa- 
raisons.sont d'autant plus multipliées, que l'échelle des modules qui s’étend 
à linfini dans le sens des modules croissans, s'étend aussi à l'infini dans 
Je sens des modules décroissans ©, c°, «°°, «°%, etc., ce qui permet d’appli< 
quer les deux mêmes équations à deux termes consécutifs quelconques pris 
dans un sens ou dans Pautre. 


Les mêmes conséquences auraient pu être tirées de l’équation tang(9°—) 


x . —b » , . 79: L 
— b tang @, d’où, en faisant, c° = Ep on: déduit immédiatement F (€, ©), 


Q 
2 F(e°, ç° }, ainsi qu'une autre équation entre E(c,@}),E(c,œ°) 


2 
etF(e, @:): 

Mais beaucoup d’autres substitutions peuvent conduire à de semblables 
résultats, et quand on considère combien de transformations analytiques 
ont été employées par Maclaurin et d’Alembert, dans leurs recherches sur 
les intégrales qui peuvent être exprimées par des arcs de sections coniques, 
on a lieu de s'étonner que la transformation qui met en évidence les pro- 
priétés nombreuses de. échelle des modules, leur ait entièrement échappé 
et que cette découverte ait été réservée à Landen qui d’ailleurs n’en a tiré 
quun médiocre parti et qui n’a pas même vu qu’elle fournissait une 


F(c,®),d’ou il suit que les deux fonctions F(c',@' ), 
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méthode très simple pour calculer par approximation les arcs des sections 
coniques. 

On s’étonnera moins que la même découverte ait échappé à Euler, si on 
observe que la belle intégrale due à ce grand Géomètre, l’a conduit à 
comparer entre elles les FAE valeurs d’une même Heméned da , Comme 
on compare les arcs d’une même courbe, ce qu'il a fait avec une élégance 
et une généralité qui ne laissent rien à désirer. Mais on ne voit dans aucun 
de ses Mémoires, qu'il ait fait varier les constantes ou les paramètres de 


ses fonctions, et qu'il ait ainsi passé d’une courbe à une autre, comme 

on le fait dans les comparaisons qui dépendent de l’échelle des modules. 

68. Nous allons faire voir par deux exemples que beaucoup d’autres voies 
auraient pu conduire aux mêmes résultats. 
dx. 

TJ Vi + 2x° cosû + x1)? 


e = sin À UE on aura la transformée Bree 1 7 2F(ce, ©). 


Jr — sn ®) 
TER 


I 
Pour obtenir une autre expression de la même intégrale, soit x = == 


Considérons l’intégrale Z=— si on fait x=tang +, 


' 1—C I — dy 
ét 0! — Spor on aura d’abord Z = er EF). VÈ ES) 


Se M Nr ee A Same ets D ofaura cat 


=D — c? sind) mis us —— F(c, 4)+ const. Égalant ces deux 


valeur de Z, on a 


F(c, o) = Fe F(c’, 4) + const. 


On peut donc passer directement de la fonction F(c, ®) à la fonction 
V/8"tangŸ—1 
V0’ tangd + 1 ? 
ou ÿ/D'.tangd = tang (45° +10), équation très simple entre les ampli- 
tudes ® et d. Il faudra ensuite déterminer la constante; pour cela fai- 
sant ® —0o, on aura cot {= y", par conséquent F(c', 4)=+F'c, et 
l'équation sera 


F(c, 4) qui a un autre module, en faisant tang +9 = 


Fc, 9)=2{F(c, 4)—+ Pre] 
Il est facile, comme on sait, de réduire les deux termes F(c', d )— Fc à 


un seul F(c', 9"); on aura ainsi la formule connue F(c, @) = er (c gp"). 
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S N'Vémiot: MEL, CL + E)'sin 

Nous prendrons pour second exemple léquation sm = dE 

L T4, d@ dé 

dont nous nous servirons PQU transformer l'intégrale f VG = ns) — 
; ht St “ls (1 HE) dY 1 — À sin° Ÿ . 
F(e, ®); il en résulte do = VO Fan D): ne Ÿ) : 1H sin j° et si on fait 


2VEÆ , 1— sin? LA 
CEE Où k=c, on aura W(i—c Hole TEE in D donc. 
de Res ( 1 + k) dÿ > La G de: 14 o (J 
VO camp) aan Ci en intégrant EC QC CEE Ÿ) 
sans addition de constante, parce que ® et + sont nuls en même temps. 
: s 1 + c° 7 
S on fait ensuite F(c°, 4) —=2F(c°, 9°), on aura Fc, p)=——#(c°, @°), 
ce qui est le principe général de transformation donné par l'échelle des 
modules. D'ailleurs la rélation directe entre les amplitudes @ et g° se déduira 


des deux équations sin ® — CO, tang+@9°=tangn) y/(1—c°*sin®\), 


d’où résulte, en éliminant 4, sin (29 — @°) = c° sin g°. 

En terminant ces observations nous signalerons comme un fait digne de 
remarque, qu'Euler n’ait rien écrit à l’occasion du Mémoire de Landen, 
imprimé dans les Transactions philosophiques de 1775, d’où il faut con 
clure que ce Mémoire n’est pas parvenu à sa connaissance; car dans l’hy- 
pothèse contraire, cet illustre Géomètre aurait sans doute, suivant son 
usage, publié ses propres réflexions sur une découverte analytique qui 
devait particulièrement l'intéresser. 


AAA AAA AAA AAA AAA VAE VV AA AAA A AA MA AE AA AT A AE AA AE AA UE UE A VE LA A 
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Méthode d'approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce. 


69. (Eanc proposée la fonction F(c, ®) dont on veut avoir une valeur 
approchée, on calculera les modules décroissans ©, c®, c°%, etc. et les 
amplitudes croissantes @°, @”, @°*, etc. par les formules de l’art. 63; on 
aura ainsi successivement | | 

a SN à 12 
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F(c,@) = ETF (c, g°) 
CHU 1 + c°° 00 Mm00 
me ÈS CR 97) 


ic + 1 ‘abat 1 000 m°00 
Cnpret | RNA «312. Ah. Bu per °F c 

Ure ‘2 ( 38 E 
etc. 


Mais lorsque c est devena très petit, on a A=TIret IE — = ®. Soit Re 


® la limite des angles 19°, 2°, 1 @°%, etc., limite qu'ils atteindront tou- 
jours sensiblement au bout d’un certain nombre de termes, et on aura 
la fonction demandée 

F(c,®)=®D(r+c°) (1 + c°°) ja + c°°), etc. 
Lorsque ®9 =2#, la limite ® sera pareillement + 7, de sorte qu'on aura 
la fonction complète 


(== Gæ+e) (+ ec) (140%), etc. 


Le produit constant (1 + c°) (1 + °°) (1 4 c°%), etc. que nous repré- 
senterons par K, peut aussi s'exprimer de cette manière : 


qu AL sr Fans 


ser LC, ; 
à SRE pa 2 [EE Hasis boo &°°0 
on à encore 1 + c ET Los Ds donc K— VE: Vi etc. , 


ou 


b° Dov pooo 
K —— = ): 


et cette forme est la plus aisée à calculer par logarithmes. K étant connu, 


on aura F(c, ®g) = Kd, et F'e = K. A: 


Pour faciliter le calcul des modules décroissans, on déterminera un angle 
auxiliaire ge par l’équation sin w = c, ce qui donnera b = cos et 
c=tang" +4. Faisant de même «= tang* + pu — sin u°, ce qui détermi- 
nera un nouvel angle °, on aura c°° — tang* + u°, et ainsi de suite. 

Lorsqu’on sera parvenu à un c fort petit, on pourra, pour éviter les angles 
trop petits, calculer le terme suivant €° ms la formule 


Ce HE cf Fra se cf + etc., 


dont le premier ou tout au plus les deux premiers termes sufliront. Cette 
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formule se tire de l’expression 


—- 1—b M ClertP he D = 2 (/(1 — c°) 
1 0 Oct c? L 


Quant au calcul des angles @°, ®°, etc., nous n’avons rien à ajouter à 
la simplicité de la formule tang (@° — ®) = b tang ®, qui est très propre 
au calcul trigonométrique. Nous rappellerons seulement, ce qui résulte de 
l'art. SE que l'angle @°— ® est presque égal à @ re c est très petit, 
et qu’en général sa différence avec @ est MH que l’angle qui a pour 
sinus c. Il faut donc prendre pour l’angle @°—@, non pas toujours le 
plus petit angle que donnent les tables des sinus, mais celui qui approche 
beaucoup de ®, et qui peut être de plusieurs circonférences. 


EXEMPLE. 


70. On demande la valeur de la fonction F(e,®), lorsquec= + y/(2413) 
= sin 75° et tang ® = V3): 


Voici d’abord un tableau qui offre le calcul des modules et, de leurs com- 
plémens : 


Fi aleurs des & et b. Leurs logarithmies. 

© — sin 75° 0 0"00.....::.,.. 9.9849438, 

RO ADN AIO 00e reed. 9-4129962, 
o “_ ftang*37.30. 0,00 - 
c can] 4 36. AE RENTE +... 9-7099610, 
BP + dos! 96074746, ÉD eve Un 9-9075648, 
ftang*18. 2. 8,235 | 
C je 6.4 of | LA de *. 9-0253880, 
bo. 008,648 nd Roi 9:9972452, 


oo —_ ftang* 6.°2.34,69 
c les Ÿ Rp RES 7.411672, 


MP cosrh 10% OO DO! PET IT IER 9:90999982 ; 
CE, (ONDES REG. 7 MOD PITS PU 43002761, 
booco. CR 0 +. 049890008- 


Ces logarithmes donneront aisément la Ver de K, pour laquelle j suf- 
fira d'employer quatre facteurs. On aura ainsi log K= 0. ra et 
12, 
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K = 1.7622037. De là résulte d’abord F'=— =K=2 .768063: ; on trouvera 


ensuite par le calcul des amplitudes, 


® = 47° SL 30"04, 
De 2109330820 100 
Or = 119.02 47, 07: 
D 24040, 10,80: 


D 400.0. 0, 00! 


Les autres valeurs de @ augmenteraient en raison double ; d’où il suit que. 

la limite des angles P,—, Te etc. est 30° ou 2: donc on a F(c, ge) = 
F Éd À : f : 

KA—0.9226877, ce qui s’accorde avec la valeur trouvée art. 28. 


. nu Ce : IT 
Remarquons que puisque la limite ® = 30° =3.;0na F=;F';et 


en ‘effet cette égalité a lieu rigoureusement d’après la valeur que nous 
avons prise pour tang@. Voyez l'article 24. 

71. Etant donnée la valeur de l’amplitude 9, on voit qu'il est facile de 
trouver la fonction F avec toute l’exactitude nécessaire; réciproquement 
il peut être utile de déterminer l’amplitude en supposant connue la valeur 
de la fonction F. Pour cet effet, il faudra calculer les termes de la série- 
c°, c%, etc. jusqu’à un terme assez petit pour être négligé. Soit, par exemple, 
ce terme c°°°°%, ou pour abréger c%; puisqu'on a P=29%—c% sin 29%-Hetc., 
on aura d’une manière suffisamment exacte @%—2@°#, et à plus forte 
raison @$—29%, etc. Donc la limite des angles @, 39°, +®°°, etc. sera 
+6 ?°4 : cette limite a été désignée par ©, ainsi on aura @%#=—16®. D’ail- 


: ; 1 À £ F 
leurs la valeur de F étant donnée, on connaît ® par l'équation D— >; 


donc on connaîtra aussi pi=— 169. Cela posé, on calculera successivement 
les valeurs de po00, po, q5, ®, au moyen des équations 

sin (29 %— D) = 94 sin @°#, 

sin (29°%— 9%) — 0% sin @°*, 

sin (29° — @°?) = c°? sin @°?, 

sin (29 —@ )—=c sing, 
et on aura l’amplitude cherchée @. 

Cette méthode s’applique particulièrement à a résolution de l'éhstion 

F(J)= 2F (@), quel que soit 7. Étant donné 9, on connaîtra F(@):et::. 
nE (®), ou F(L): ensuite de F(#); on: déduira l'artplinde À, comme 
on vient de l'expliquer. Ce moyen n’exigera jamais qu'un petit nombre 
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d'opérations; au lieu que si z était un peu grand ou seulement fraction- 
naire, les méthodes algébriques que nous avons données pour déterminer 
Px d’après l'équation F(P,) = #F (@) deviendraient très longues ou même 
impraticables, 

72. La méthode que nous venons d’exposer est en général très expédi- 
üve; elle exigera seulement qu’on calcule quelques termes de plus, tant 
dans la suite des modules que dans celle des amplitudes, lorsque © sera 
extrémement près de l’unité; mais on peut s’assurer que ce nombre de 
termes ne sera jamais bien considérable; car dans l’hypothèse où on devrait 
continuer la suite c, c°, c%, etc. jusqu’au dixième terme, pour que ce 
terme fût d’une unité décimale du dixième ordre, il faudrait que la valeur 
primitive de à fût plus petite que 10°", et par Da Die que celle de 1 —c 
fût plus petite que 10742, 

L’universalité de la méthode est suflisamment établie par cette observa- 
tion ; cependant lorsque 1 — c est extrêmement petit, on peut profiter de 
cette circonstance pour simplifier les calculs, et procéder d’une autre 
manière aux pH RneROnS 

Dans le cas dont il s’agit, la quantité b est très petite, et comme 

d 
MACTE LT) 
beaucoup plus petite que 2: on aura d’une manière suflisamment appro- 


onaF » Si l'amplitude ® est telle que tang 9 soit 


chée 


Fa [2 — log tang (45° +19). 


cos ® 
Si tang @ est comparable à D il faudra transformer la td pro- 


posée F (€, ® ) en une autre où soit beaucoup plus petit, afin que dans 
Ja HAT b tang ® devienne une quantité négligeable. C’est ce qu'il est 
“facile d’ PRIT en calculant jusqu’au terme convenable les modules cygis- 
sans c’, c”, etc. et les amplitudes décroissantes ®, ®”, “etc., par les formules 
de l'art. 6% 

Soit pour cet effet à — sin À, on aura # — tang* 1 À; soit de nou- 
veau D = tang* = À = sin À’, on aura 4” = tang 1 À’, et ainsi de 
suite jusqu’à un terme 4“ qui ait le degré de petitésse exigé; on calcu- 
lera ensuite les amplitudes @, ®', ®", ®"’, etc., jusqu’à un terme @“ qui 
corresponde à: la-dernière valeur de D; et ce terme étant. nommé ®', si 


l'on fait PES: a 
2 LL se) 
Ke. + x etc: (rs 
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on aura ÿ 

F(c,@)=Klog tang ( 45° H +: ®'). 

Cette valeur sera exacte si on prolonge à l'infinr les facteurs dont est com- 
posé K/, et la suite dont ©’ est le dernier terme ; mais au bout d’un assez 
petit nombre de termes, on obtiendra en général tout le degré d’approxima- 
tion qu'on peut dés On aurait en même temps pour la fonction com- 
plète F' (c), soit la valeur donnée par la formule précédente en calculant 
lPangle ®' par ÿ moyen de o® = 90°, soit plus simplement encore la valeur 


ROC RE ONE À En effet de lé équation F'e'= (1 +c)F'e, on tre 


I | c" c” (2) 
Ne F'e'= —F'c,de mêmeF'e=— "Fc" Fc — ——; F'e",etc. 
._ 1+c re ? KP EE > 24/c" ? 
C4 (4 (4 ; 
C C C . . . 
Donc F'c = 75 au IVe F'c"'; continuant cette suite de produits 


jusqu’au w“"* terme et observant que lorsque c® est assez près à l'unité pour 
que la différence 1 — c“ soit Sr on a F': is log . À (art. 48), la 


valeur de F'e devient F'e —K' ,— log. A x 
24 bF 


EXEMPLE. 


73. Soit comme ci-dessus c = sin 75°, tang ® = V4 CD ce cas est peu 


favorable à l’application de la MARS précédente, PAR que à n’est pas 
une quantité très petite. 

On calculera d’abord les modules croissans c’, c!, c” , etc., et leurs com- 
plémens D”, b°, b",etc., comme il suit : 


Valeurs des b et c. Leurs logarithmes. 
sin 12° 0° 0"00....,....:+ 9+4120062, » 
COS 19. 0. 0,00.......,4.. 9.9849438, 


tang* 7.30. 0, lues 
ds 0.59:35,24 reedestee 82388582, 


duos aties 26 ee odidts sa men ele + 19 0000348; 
Ver shit Re A ae 5,.8757219, 


sin O0. O.etc 
Csrssessone se éssesses sers. ee  0.0000000, 
A 1 PR OR RE EG LE LA 


C 0.044000 44 04 8886 ee 6e + € 0.0000000, 


© 
I 


CHAPITRE XIX. 9 

Ensuite le-calcul des amplitudes @!, @”, etc. donne les résultats suivans : 

® —= 473 30" 95 y 29 — 9 = 45, 

g" — 46. . 45, 75, 

Oh 10206 AT 

P"= 46.1.29.41, Te 
La valeur du facteur K' se réduit dans cet exemple à "4 Li ainsi on 
a log K°= 0.0074955 ; et comme on a trouvé = 46°129"41, on aura 

F (g) = K' log tang G68°0’44"705. 

Ce log tangente pris dans les Tables, et multiplié ensuite par le module 
pour en faire un logarithme hyperbolique, donnera 


log F = 9,9650547, 


ou F=—0.0226877, comme on l’a déjà trouvé art. 70. 

Si dans le même exemple on veut avoir la valeur de la fonction com 
plète, il faudra faire ® = 90° , et calculer successivement les valeurs de ?’, 
®@", etc., ce qui donnera 

@" — 82° 30’ 000, 

9" = 82.28,2,0%; 

sl — @". 
Donc la limite D’ = 82°28’2",84, et ainsi la fonction complète 

1= K’log tang 86° 14 142, 
ou log F'= 0.4421761, ce qui s'accorde avec la valeur trouvée n° 50; 
mais cette valeur se trouve beaucoup plus facilement par la formule. ..... 
! 
Fi + log . 4 
# Nous remarquerons que dans cet exemple il a été nécessaire de recourir 

à un moyen parliculier pour déterminer avec la précision convenable, 
amplitude @” qui se confond sensiblement avec la limite ®’. L’équation 
an (29/—®')æ=c sin, la plus directe pour déterminer @", n’est pas : 
propre à donner bien exactement les fractions de seconde contenues dans 
g"', parce que ces fractions influent très peu sur le sinus d’un angle de 
82°, trop rapproché de l’angle droit. Dans ce cas, et dans tous les sem- 
blables qui peuvent se rencontrer , on déterminera @” beaucoup plus exac- 
tement au moyen de l'équation tang (®  — @") = D" tang ?", ou p  — @" =" 
R£" tang ®”, R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour 


# 
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cela, il faudra mettre dans le second membre 9’ au lieu de @", ce qui 
donnera une première valeur approchée de g"— @", et par conséquent une 
de g”. Substituant de nouveau cette valeur à la place de @” dans le second 
membre, on aura une seconde valeur de g"— g"” qui devra être approchée 
au moins jusqu'aux centièmes de seconde. 

Dans l’exemple dont il s’agit, on fera donc d’ abord ® gr" tang82°30", 
ce qui donnera g'æ—@"= :/57",68 et ®"= 82°28/2/,32. Substituant de 
nouveau cette valeur au lieu de g", on aura plus exactement @'—®"= 
R£" tang 82028/2",32 = 1"57",167, d’où ®" = 82°28/2",833. 

74. On voit maintenant qu'il y a deux méthodes pour déterminer la 
valeur approchée d’une fonction de première espèce F (c, +) dont le module 
et l'amplitude sont connus. Si c est plus petit que ÿ/+ ou sin 45°, il con- 
viendra de se servir de la méthode du n° 63, suivant laquelle calculant les 
modules décroissans c°, °°, c°%, etc. et les amplitudes croissantes @°, @°°, 
@°°, etc., on obtient la formule F (c, g) = K®, 

Si le module c est plus grand que sin 45°, il conviendra de se servir de 
la méthode du n° 62, qui consiste à calculer les modules croissans £’, c”, 
c'’, etc., et les amplitudes déropabtes ®’, ®', ®"”, etc., d’où l’on conclut 
F(c,9)—=K log tang (45° + + ®'). 

Ces deux ete D étentent à volonté l'une et l’autre au-delà de la 
limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu'il est possible 
le nombre des transformées, il est bon de s’en tenir à cette limite, et de 
cette manière on n’aura jamais besoin de calculer plus de trois termes tant 
de la série des modules que de celle des amplitudes, pour obtenir un 
resultat approché jusqu’au septième rang de décimales. 

Il est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s'exprimer à 
volonté par un arc de cercle ou par un logarithme; mais on voit qu’elle 
se rapproche davantage des arcs de cercle si on a «* < +, et qu’elle a plus 
d’affinité avec les logarithmes si on a « > 2, 


\ 
75. Nous avons fait voir dans l'art. 71 comment on détermine Pampli- 


_tude ® qui répond à une valeur donnée de la fonction F(c,@). La méthode 


exposée dans cet article, a toute la perfection qu’on peut désirer lorsque 
c* est < +, et elle peut s’appliquer avec succès lorsque c* s’approche beau- 
coup plus de l’unité. Cependant si l’on veut que le nombre des trans- 
formées soit le plus pelit possible, il faudra, Fee c* sera > +, appli- 
quer la méthode des modules croissans. 

Pour cela on commencera par calculer la suite c', c”, c'”, etc. jusqu’à un 
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ierme qui ne diffère pas sensiblement de l’unité. Cette limite est c”” ou 
même c”, lorsqu'on ne veut pas pousser l'exactitude au-delà de six à sept 


c'c'e” etc. 


décimales. De là on tirera K'=— —); K’ étant connu, on connaîtra 


C 
log tang (45° + 2) — E De ce logarithme hyperbolique ou du logarithme 


vulgaire qui lui correspond , on tirera la valeur de l’angle ©’, limite des an- 

: ri r 1: Ps 7 
gles @', g", @/’. etc. Si on s’est arrêté à c/” en négligeant la différence 1 — c!”, 
alors ®"’ pourra être pris pour la limite ®’. Connaissant ®/”, on remontera 
successivement aux valeurs de @", ?',.® par les équations 


tang (@"! RL. ®”) === bp"! tang p”, 

tang (@° — g")— D" tang ”, 

tang (p —®")—= 0 tang 9’; 
on connaîtra donc l’amplitude cherchée 9. 

On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connaissant son 
amplitude, ou réciproquement déterminer l'amplitude en connaissant la 
fonction ; de manière qu'il suffira de calculer quatre à cinq termes au plus 
de la série des modules, et un pareil nombre de termes de la série des am- 
plitudes, pour avoir dix décimales exactes, si les Tables dont on fait usage 
sont à dix décimales. Si elles en avaient vinet, il suffirait de calculer un terme 
de plus dans les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqu’à 
la vingtième décimale, et ainsi de suite. 


A AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AA AAA AAA AAA AAA AA AA AE A M ME AAA AA 


CHAPITRE XX. 


Considérations générales sur l'échelle des modules et sur les 
propriétés des fonctions F rapportées à différens termes de 
cette échelle. 


76. Coxsinéross d’abord la suite générale ou l’échelle des modules et 
celle de leurs complémens, lesquelles se correspondent terme à terme de la 
manière suivante : 


y NA 13 
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mn QU 0 00 000 | 
FE... 6,6", c,e,0, 9, 0 dv 


.. D BB, b,be, be, booo ,,,, vf (4) 


Dans la première on distingue deux parties, lune à compter de c vers 
la droite, se compose des modules décroissans c, c°, ç°°, «°° ,,.., dont 
la limite est zéro ; l’autre, à compter de c vers la gauche, offre la série des 
modules croissans €, €", €”, c"" .... dont la limite est Punité. Ces deux 
parties ne forment qu’une suite ou échelle des modules, hés entre eux par 
une seule et même loï, qui consiste en ce que si x et y sont deux termes 
2 Wy 
+ 


On peut donc, en partant d’un terme quelconque de 


consécutifs, on a constamment x — 

__1—V(r1— xx) 
di IVG — 5) 
la série, former successivement tous les autres termes, tant dans le sens 
où la série est croissante, que dans le sens contraire , la limite étant zéro 


» et réciproquement. ......... 


dans le premier cas et 1 dans le second. 

La seconde série, qui répond terme à terme à la première, est composée 
des modules complémentaires, en sorte que si * et D sont deux termes 
correspondans dans les deux suites, on. aura toujours (c“)*Æ+(#} = 1. Au 
reste, la série inférieure est formée. suivant la même loi que la série supé- 
rieure, aveg cette seule différence qu’elle est croissante dans le sens où l’au- 
tre, est décroissante et réciproquement. Nous avons, adopté le. signe ° pour 
indiquer la diminution des c, et le signe ” pour indiquer -leur augmenta- 
tion ; ainsi on a <c, <Lo, cc, >, etc.; ces signes au- 
ront un effet contraire sur les complémens; ainsi on a bb, bo be, 
BL, BL’, etc.; et, d’après cette observation, toutes les fois qu’il y 
aura lieu d'échanger entre elles les lettres c et à, on devra en même temps 
changer les signes ° en ”, eb réciproquement, 


Lorsqu'on aura à désigner le terme wi‘ de la suite décroissante c°, c®, 


etc. , il conviendra de le représenter PÉE A et semblablement c'* dé- 
signera le w#"* terme de la suite croissante c', c!, c'!, etc. Si l’on ne craint 
pas de confondre une suite avec Lautre, on pourra désigner simplement 


Cr 1S 


le terme dont il s’agit par c“, ge étant un indice et non pas un exposant. 


77. Lorsque b=— c=sin 45°, les deux suites (A) sont les mêmes dans un 
ordre inverse, la place des termes égaux D et c servant à toutes deux de 


centre fixe. Dans ce cas, ou aura en général = 0" et = b°#, 


Il y a un autre cas où la seconde des séries (A) n’est que la première 


réhvérsée ; c’est celui où l’on à c =", ét par suite, = =, cæy/suut 
; M dd np Sr lors 
= tang 2 et = 20, Alors les deux suites se correspondent comme on le 
voit ici : 
UD: ND 4 Ce CCS CORTER 100 
CBI RE OU IL I 2e ANNE CCI 
et on a eñ gëniéral 
b°À = cer, BE = _ QT. 

Si on voulait égaler c à un autre terme pris dans la seconde des suites 
(A), on retomberait toujours süf l’ün ou l’autre des deux cas précédens. 
Par exemple, si l’on fait c =", ils Set c'=V' = +, ce qui est le 
prémiér éas; si l’on fait = pr. , il s’enisuivra == 23 i, te qui 
revient au AE cas, et ainsi des autres supfositiohs. 

58. Ïl résulte de li loi de n6$ deux suites, que Si# et ÿ sont deux termes 
consécutifs de la première suite, p et g les Fo termes correspondans de 
la seconde, on aura généralement gx = 2y/(py), ce qui donné, dans üh 
sens et A l’autre, ces deux séries d’ éqüations : _ 

ob (sb) ea (eh be — 24/(c°°b%), etc, (B) 
chb=2v{(cb), cb —=oy(eb"), cb 2y/(c'b!")) ete: 
Si on multiplie entre elles les w premières équations de la première ligne, 6n 
aüra le produit 
(oops B'Éoctoe. EM 2H EE Be. DATES) 4 / (ec®°c°.., c'#), 


d’où l’on tire, en supposant 1 — 4% négligeable, 


DES à. der EUR. er IN AR 
= À; (C) 


on aura semblablement, en supposant 1 — c” négligéable , 


É NS Ge bb'b". se is EN ae (c') 
b'? 
Multipliant ces deux équations , il viendra | 
(— AL APE RPRREE - A MÉin | d , = % :0°%9°bD' D". ee DIT à FE = 4, (D) 
c°# bp" 


Cétte formulé supposé négligeables r == ©” et 1 220%, aïmsi les deux pro- 
duits compris entre parenthèses, sont prolongés vers la gauche jus- 


da 
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qu'aux facteurs qui peuvent être omis, comme étant égaux à l'unité sans 
erreur sensible. 

79. La fonction complète F'e peut s'exprimer de deux manières, l’une au 
moyen des modules AE ce, ©, c®, etc. ; l’autre, au moyen des mo- 
dules croiïssans c;, c’, c!, etc. 

La ARR ee "4 K, où K={ +) 1090)( 12-0090), etc.; 


2 c°° 2, 000 
VENUE VIE ES uen , ou plus 


on peut aussi mettre K sous la forme K — Pa 


simplement encore, sous la forme 


Ke /G bb EPL tietc: ds 


où l’on se souviendra que la suite &, b°, b°°, b°®, converge rapidement 
vers une limite égale à l’unité. 
rd 


La seconde expression, d’après la formule de Part. 72, est Fe—— 
i 2. 


| bras 
log. TTDE lon a | 

24/0" 24/8" 24/6" I 

K'= URL ve : ae =, etc. — CG CC CT es DE 


on suppose dans cette formule, #" assez petit pour que 1 —c"” soit né- 


gligeable. 
Égalant entre elles les deux valeurs, de F'c, on en tirera cette formule 


générale 
b°E . booopoopegb't". MU I 4 
NE ae 


où lon voit que le produit sous le radical doit être prolongé à gauche jus- 
qu'à un terme b’ qui ne diffère pas sensiblement de l'unité, et à droite 
jusqu’au terme 0°", assez petit pour que le suivant £” ou au moins son 


quarré, soit de l’ordre des quantités négligeables. 
Si on,change à en c, on aura semblablement 


z /C ee M) = 108. - Le (E) 


formule qui PURE 1 — c" négligeable ainsi que 1 — 2. 
Si on multiplie ces deux équations l’une par l’autre, et qu’on réduise le 
premier membre par la formule de l’art. précédent, on aura ce résultat très 


remarquable, 
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—— 19 T = — # 

7 2? log at log FT (G) 

équation qui suppose négligeable le quarré de L" et celui de c#. 
Lorsque à — c, on a généralement d* — Cc#, Ainsi, en supposant le 

quarré de c’* négligeable, celui de L'# le sera aussi, de sorte qu'on peut 

fare » =, et l’équation précédente devient 


Ed = log . À. (EH) 


Ces équations ne sont qu’approchées, mais en donnant des valeurs con- 
venables aux nombres get », l’approximation sera portée à un degré quel- 
conque proposé, plus rapidement qu’on ne pourrait le faire par toute autre 
méthode. Nous en donnerons qnelques exemples. 

80. Remarquon# d’abord, 1°. qu’on peut parvenir directement à l’équa- 
tion (G) au moyen des doubles valeurs suivantes, 


Fo—"°Kk—"® log. Lu 
2 2" b'? 


Tb—TK— de log ER 
2. ol c# 


car en multipliant ces valeurs, on obtient immédiatement 


a A AE ya 4 
AT 6 0g Fe “og. 


2°. Que lorsque c=y/+, la comparaison de l’équation (F) à l’équation (H) 
donne 


ch... c'c'c'ecc®.,. MT 


(Er RS OMR AU IE 17 Cast F'OsEn ee DRE TS 
4 ie C4 » 


où l’on suppose 1 —c* négligeable, Celle-ci s’obtiendrait immédiatement de 
l'équation (C) en faisant = c, ce qui donne 8” = c”. 

3°. Que dans Péquation (F) on peut supposer c déjà assez petit pour que 
1 — d soit négligeable, alors on pourra faire c = c, ce qui donnera cette 


formule plus simple | | 
log À — =/(E clac}, 1) (1) 
o peut 2 c L .. . « 


Cette formule au reste n’est autre chose que l’équation = K'=F'0— log 


4 
C 
81. On peut par le moyen des formules ( F ) et (1) trouver le logarithme 


E 
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nombre donné par le nombre 7, ou réciproquement trouver le nombre 7 
par le logarithme d’un nombre HR à calculer pat une suite d’extractions 
de racines carrées. 


F4 


4 


Soit proposé d’abord de trouver le logarithme de 2, on fera = = 2”, 


Lt étant un nombre suffisamment grand et qui se détérminé par le degré d’ap : 
proximation qu’on veut obtenir. La supposition faité donne 6 = 27; 


et comme la formule suppose c* négligeable, il faudra que 2 * le soit; donc 
si on veut que l’approximation s’étende jusqu’à 10 décimales, on fera 
2% = 10%, ce qui donne environ g# = 16. Donc en faisant e = ( +), puis 


Et mir etc., on aura log =+ 2 18108 2 = 2,2%4/(co"e". 1), 


la suite c’, c', c'”, etc. devant être prolongée jusqu’à un terme qui ne différera 
de l’unité que dans le 11° ordré de décimales, il suffit pour cela de calculer 
la série jusqu’au cinquième terme c’. On trouve en cf les logarithmes 
sulvans 


C'«.. 7:80278 34036, 
c'... 9.54404 20082, 
c'... 085286 34601, 
c''... 9.009379 84453, 
c'... 9:99998 89306, 


€"... 0:00000 00000, 


d’où résulte log 2=0.69314 71806 5; la vraie valeur est o 60314 71805 6. 
La différence qui est à peine d’une unité décimale du 10° ordre est due à l’im- 
perfection des tables; d’ailleurs Nespris de cette méthode est de ne pas se 
servir de tables, et de calculer e', €”, etc. par des extractions de racines 


quarrées, afin d’en déduire log 2 par l’équation log 2 = _. v'écic'eruuax). 


4 


Le degré de lapproximation dépend de. la HAE. supposition + 


=2##?: on obtient 10 décimales én faisant w == 16 ; on en obtiéndrait à peu 
près 20 en faisant w = 32, et la suite des modules n eigtait quan térme de 
plus, savoir €", mais il fsdrait les calculer tous à 20 décimales au moins. 

82. Il est remarquablé que la formule (1) peut servir à trouver directement 
le logarithme d’un nombre quelconque , en n’exigeant guère plus de calcul 
pour Pan que pour l’autre, à pareil degré d’approximation. Par exémple, 


si lon veut avoir le logarithme dé 407, on fera 1 (401), ou = Hé 
OI 
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et la formule donnera la valeur exacte de log 401, aux quantités près de 
l'ordre c*; prenant w=—3, c* appartiendra au 15®° ordre de décimales ; 


ainsi, en prenant 6 = En on aura directement la valeur de log 4o1 ap- 


prochée jusqu’à 14 décimales au moins, et le calcul se fera sans aller plus 
loin que c' ou c"'. Aucune autre méthode connue ne peut faire trouver 
aussi promptement et aussi immédiatement le logarithme de tout nombre 
donné : celle - ei suppose que # est connu jusqu’au nombre de décimales 
demandé. ‘ 

Réciproquement, la valeur de 7 peut s’exprimer aussi exactement qu’on 
voudra, par le logarithme d’un nombre qui résulte de quelques extrac- 
tions de racines quarrées ; car on voit, par l’équation (H}, qu’en faisant 


c— +, 7 sera la limite vers laquelle convergent rapidement les termes 
successifs 
f Â Le 
« log = : log = » 2 log —+ ; etc. 


Pour savoir jusqu’à quel point chaque terme de cette suite approche de la 
vraie valeur de 7, je désigne par c” le 7“”* terme de la suite c°, c°, c°°° nat 
et j'appelle x la valeur approchée de 7 donnée par ce terme, en ne qu'on 


aura F = = à log - Lx Je suppose ensuite qu'avec le terme "+" la quantité 


x devienne x — ©, on aura x — © = = 108 sn ; mais, suivant l’art. 69, 


on a +=: z(c") +- Te Ce) donc sh=() G— = (ce), et par 


conséquent , log (= = 2 log : — oct, done x—0 = = 
z 
log À TT RS WE . Mais puisqu'on a d’une 


É à i | 

manière très. APp# ochée 7 = > log ass On aura aussi log © = — (2 — 5) 

log > + log T=— (2— 3 )log 2— 2" 7, ou en logarithmes vulgaires, 
log w == — (7 — 3) log 2 — 275 (10.915). 

Lorsque z = 3, cette formule donne log © = — 10.915 ; ainsi le troi- 


sième terme ; log, donne déjà la valeur de 7 exacte jusqu’à la dixième 
décimale. 

Lorsque 7= #, on a log = — 22.131 ; ainsi le quatrième terme donne 
22 décimales exactes, ke cinquième en donne 44, le sixième 88 et le 
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septième 175. D'où l’on voit que 7 108 © Fe est une valeur de æ beaucoup 


plus approchée que celle qu'a donnée Wega avec 140 décimales. Quant à 
la valeur de c°’, elle se déduit de celle de c par de simples extractions de 
racines quarrées , re d’un module c on passe au module SUYAUE c° par 
VE en 
1 Fe VACETS) | 
83. Supposons maintenant que les deux fonctions complètes F'd, Fe, 
soient entre elles dans un rapport connu, en sorte qu’on ait Fo = 2f"c 


la formule c° = 


: 7 K À nr 
comme on a d’ailleurs F’e=-K et Fb= — log 1e il en résultera — —= 
2 of cor 2 
m log À. Ainsi sera égal à la limite vers laquelle tendent rapidement 
2 


les termes de la suite 


4 


c°00 J 


f 


ç°° ? 


etc. 


Æ = log — 


log Se 


1 
8 log 


bin 


Le cas de b = c est compris dans cette formule en faisant 7 = 1; maisil \ 
a d’autres cas où on peut en faire l’application. 

Aïnsi nous avons trouvé qu’en faisant c = sin 15°= + y(2—43),ona 
F'b—= y3.F'c; donc, en calculant la suite €, c°”, etc., d’après le mo- 


4 


. F7 3 , . . e 
dule c= sin 15°, és sera égal à la limite de la suite + log = + log ie etc. 


approximation est telle, que dès le premier terme on a 7 —=...... 


ue log ave — 3.141636, valeur qui ne diffère de la véritable que dans 
la cinquième décimale. 

Nous verrons ci-après, qu’en faisant sin 24 — tang* 15° et c=sinæ, 
on a F'b= 310; ainsi, en calculant la suite des modules c°, c”*, etc., d’a- 


4 


\ . 3 ’ a . . . 
près la valeur c = sin «&, on aura — égal à la limite de la suite 2log +, 
[a 
z log se etc. Par le premier terme; on obtient déjà 7 —3. 1415926627 , 


l'erreur n'étant que d’une unité décimale du huitième ordre, d’où l’on 
peut conclure qu'au cinquième terme l'approximation éatdatt à I 28 


décimales. 
84. Supposons qu’on veuille trouver le module c tel, que le rapport des 
deux fonctions complémentaires F'4, F'ce, soit égal à un nombre donné », 


. , . . . . ’ . nn I 
ralionnel ou irrationnel , il faudra satisfaire à l’équation TE — 108 ——, où 
2 C 
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l'indice w devra être pris d’après le degré d’approximation qu'on veut ob- 


tenir, afin que lés quantités de l’ordre 1 — b’* ou (c*)*, soient né- 


gligeables. 
Soit par exemple, 7 = 4/2, si l’on prend w — 3, on aura log _- _—- 


5 . . . 
7.22, ce qui donne, en logarithmes vulgaires, log «°° = 2.883098 18161 
9082. Connaissant c°*®, on en déduit successivement €”, c°, et enfin €, 
dont les valeurs re sont, 


de: .74302 08705 1135 
bts ie 01689 4325 
Cu d4.10<61722 43146, 6ar4: 


Par ce logarithme, on trouve c— y 2— 1, et en effet, dans le cas de ce 
module, on a exactement F'b= 2. F'c 


85. Si l’on considère le rapport des fonctions complémentaires dans deux 
1 120 


degrés consécutifs de l’échelle des modules, savoir : Fe 00 trouvera que 


Et 
le second rapport est double du premier. En effet on a l'équation F'e— 
(1 + ©) F'c°, d’où résulte aussi F'4° = (1 + à) F'2; et puisque € — 


1+0 
F'è à FE 


1700 
on a 1 + c —= Fr donc Prose pie) : semblablement 2— : Eee ? 


F'c DT "Fc 1,00 ? 
de sorte qu’en général 
DOME ED 
Fo 96 pin 
Q A . 7 ; , F'o F'b 
On aurait de même, en continuant l’échelle dans l’autre sens, Fe —=2 
F'é” 
= 4, etc. 


Cette propriété est générale, quelle que soit l'échelle des modules. Dans 
le cas particulier où b = c = sin 45°, on a donc F'b= F'e, F'b° — 2F'e, 
Pibe— ARI oo etc. .P'D = 2 F7, F'"= 2 F0", etc 

Si le module c—y/2— 1, on aura d = cet c —b; donc PPS 
Aïnsi on a dans ce cas F'b— ÿ/2 F'e, et par suite, F'b=2y2.Fe, 
FD" = 4V2.F'e*, etc.; c’est aussi ce qu’on Hsdtat Ar atenent 
par lPéquation F'c! — (1 He) F'e, où c'— 4. | 

Les deux modules que nous venons de donner Pour, exemples, sont les 
seuls dans lesquels l'échelle des modules est la même, à l’ordre près, que 
celle de leurs complémens. 

CRE 14 
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86. Le module primitif c'étant à volonté, toute fonction F(c;@) peut 
s’exprimer par une fonction semblable F(c%#,@°%#) où F(c“,9#), dont le 
module est pris dans la même échelle; et réciproquement , ces dernières 
fonctions, relatives à un terme quelconque de Péchelle, peuvent s'exprimer 
par la fonction F(c,@) relative au module primitif. 

Dans les deux cas de c = y+ et c—#y/2—1, la même propriété 
s'applique aux fonctions F(0#, J'#), F(b'#, J'#), qui toutes peuvent être 
réduites à la fonction F(c,@); la raison en est que les modules complémen- 
taires D’, b'4, sont compris dans l'échelle des modules c, de sorte qu'il 
n’y a de différence que dans la notation, les b pouvant être changés en c 
accentués. 

Pour nous borner à comparer les fonctions dont les modules sont con- 
plémens lun de l’autre, nous ajouterons ici les équations particulières qui 
résultent de nos formules. 

Dans le cas de c =D — sin 45°, on a des rapports très simples entre les 
fonctions dont il s’agit, savoir : 

F(c ,g )—=2F(4 ,9'), 
F(c°° , gp” ) = 4 F(6°?, @"! ) L 
F(c°°, °°°) 8 F(b°e, œg""). 
etc. 
La réduction entre deux de ces formules, s’opérera à volonté ; car on sait 


comment on peut déduire g° de g’, ®° de ®”, etc., et réciproquement. 
Dans le second cas où c — y/2— 1, on a les équations 


Fc ,p)—= V2F(@ ,9), 
F(c,g)—=24y2F(6, 9"), 
F(co, g®) = 4 V2 F(®, @7), 
etc. 
par lesquelles on pourra toujours faire la transformation entre deux fonc- 
tions dont les modules sont complémens l’un de l’autre. 

Nous avons indiqué ces propriétés ayec quelques détails, parce qu’en 
général 1 y a trés peu de cas où la fonction F(c,®) puisse être transfor- 
mée en une autre F(b, 4) relative au module complémentaire. Et la trans- 
formation ne réussit dans les deux cas précédens, que parce que léchelle 
des b est la même, à l’ordre près, que celle des c. 

87. On pourra donc, par la même raison, transformer entre elles, dans les 
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deux mêmes cas, deux fonctions E dont les modules sont complémens l’un 
de Pautre. Cest ce qu’il suflira de faire voir dans le cas où le module pri- 
mitife= V2—i. 
On 2 en général les deux équations 
E(c',9)=2 T° F(c, 0), 
(Gi+e)E(c,9)= E(c,9) — 20 F(c;e)+csmp, 
ce qui suppose entre les amplitudes @’ et ® la relation comprise dans 
l'équation sin (29 —®)—c sin ®, ou dans son inverse tang (®—®') = 
b'tang @”. 
Faisant dans ces formules c' =, b'=c, b—=2c, ou aura les équa- 
tions suivantes : 
F(,9)=7; F(c,6), 
E(8, 9) = > E(c, ®) — F(c,®) + GE sin ®. 
Ainsi la fonction E(2,®') peut s'exprimer par E(c,@), et réciproquement. 
Soit ®’ —=2+7, on aura @=Tr, E(b,@')=E1b, E(c,o)= 2E'c, donc 
E= y2(Ec— cF'e;, Fb= y2.Fe. 
Appliquant à ce cas l'équation générale des fonctions complémentaires 
= = F'0E'c + F'cE'b — F'cF'b, on en déduira 
E'c— 7F5 Hip, 
Et — Fc + cF'c. 
Ainsi les fonctions de seconde espèce E’c, E', se déterminent par les fonc- 


tions de première espèce F'c, F'2, ou seulement par l’une d’elles, puisque 
leur rapport est connu. 


à. 
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Méthode d'approximation appliquée ‘aux fonctions elliptiques 
de la seconde espèce. | 


88. Coxsipérons généralement une fonction G composée de la première et 
de la seconde espèce, en sorte qu’on ait 


Gæ= f(A +B sin). 


: : 3 LR mn LL à di. ë. | d@ 
Si on y substitue les valeurs sin° ® = #( 1 + c° sin° @° — A° cos @°), . 
1e de 


nes e 


z As On aura la transformée 


GET (GE 1B âne"), 
où l’on suppose G° = f(A° + B°sin* ?°) 2 A°=A+:B, B° = :Boe. 
On trouvera ensuite par de semblables transformations, 
G° = (Ge — 1 Be sing" ), 


I ç2°0 . 
G°° — ce (G°00 — 12 B°%sin DX*), 
etc. 
Ainsi la formule intégrale G se ramène successivement aux intégrales sem- 


blables G, G°, G°*, etc., et une seule de ces intégrales suflit pour déter- 
miner toutes les autres. 

Supposons que cette suite soit prolongée jusqu’à un terme G“ assez 
éloigné pour que le module correspondant c“ soit de l’ordre des quantités 
qu'on veut négliger; alors on aura = 1, et la valeur de G“ se réduit 
d’abord à f(A* + B“ sin° g“) dg“; observons ensuite qu’on a B°— +Bc°, 
BEBE Bec, B°°—= ibBov%e, etc: ;"donculasnite "BB 
B°%, etc. décroît plus rapidement que la suite c°, c°*®, c®, etc. Donc on 


peut faire, après un certain nombre de termes, B“ = 0, ce qui donnera 
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G°= Afg"=— A2 D, ® étant la limite des angles @, + @°, 29%, etc. 
A l'égard de A“, puisqu'on a A°— A+1B, A°— Ao-LIBe, etc. 
l'expression générale de A sera | 
= À + : B( + — EP ALAN etc). 
Maintenant il est aisé de voir que la valeur de G, déterminée par celle de 


G”, est composée de deux parties; lune KA#®, K désignant le produit 
(a+ eo) (iæ+ oc) (1H 0%), etc., l’autre algébrique ou périodique, savoir : 


(45) Line (ÈS) (HS) Mine Lac 


2V/c ru 
Mais comme on a 1 c = Be en a4 » etc., cette seconde 


partie peut se mettre sous la fs 


Ve 


D. 1 SIN ®° = —— 


Donc la valeur totale de G sera 


= sin ne etc. ) 


G= KA“D —- 1 SAN @° fe — Ve Rire D IAE sin @°°° L ete. ). 
On peut encore donner à la on: algébrique de cette formule une autre 
forme qui sera plus facile à calculer dans certains cas. Pour cela soit 
P—P= 0, p°—p 0°, p—p0—@"°, etc., on aura la suite d'équations 
tang © — btang®, tang «° = b° tang ° = D? tang(p+ ©), tang w° — 
b°° tang @°° = 8° tang (p° a w°), etc., par lesquelles on calculera succes- 
ment les angles ©, w°, ©”, etc. Or la valeur g = @+-w, donne sin g — 


: . . mA . 
sin ® cos & + cos @ sin © — (1 + b) sin @ cos © — 1Fe sin ® Cos © —= 
C . A . . 
7 sn ® cos w; on aura de même sin ®° — 7e sin ®° cos ©° — 
€ cy/c° c cy/(c°c°°) 


sin ® Cos © cos &°, sin ®°° — Sin @: cos @. COS. &° cos w°°, etc. 


VZZ c°° ZT e20?| 


Donc la valeur de G peut être LExQRIRES par cette formule dont la conver- 
gence est manifeste 


Eu Se a nue 2 © cos w° + c°c°° cos &° cos w°° + etc.). 


Dans le cas où ® = 217, la DATE algébrique GAP et on a la fonction 
complète Gr = KA“. FE | 
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Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes si 
on a c«< ?,et alors trois termes suffisent pour donner la valeur de G 
approchée jusqu’à sept décimales environ. Les mêmes formules pour- 
ront être employées avec avantage; quand même le module c serait 
beaucoup plus près de l’unité; car sion avait, par exemple, c — 0.985, 
il en résulterait à peu près © = ÿ/ +; d’où l’on voit qu'il n’y aurait qu’un 
térme de plus à calculer, c’est-à-dire quatre termes en tout, pour avoir la 
valeur de G avec le même degré d’approximation. 

Mais sic est beaucoup plus près de lunité, où si ayant c* > +, on veut 
obtenir un même degré d’approximation avec le moindre nombre possible 
de transformées, alors il conviendra de se servir de la seconde méthode 
dont nous avons fait usage en SE cas, pour les fonctions de la première 
espèce. 

89. Cette EL consiste À prolonger dans un rat inverse la série des 
transformées. Ainsi l’équation entre G et G° qui donne 

G°= is G 3 B sin ç° fu 
s'applique semblablement aux deux fonctions G et G', et on en déduit 


qu + 2 +} 1 
Saber + + B' sin ©, 
équation où l'on doit supposer G/ = f'(A'+ B'sin* ç/) €, A! = À 
B » D 2 
DE . On aura semblablement par des transformées ultérieures 


G' Te G'+L:B'sing", 
G'= = ——; G°+ 2 B° sin @”, 


etc. 


Mais lorsque la suite G', G", etc., sera prolongée jusqu’à un terme suflisam- 
ment éloigné G#, on pourra faire = 1, A“ —= cos @"“, et alors la fonction 


G# deviendra f'(A EL B“ sin*®“) ee , Ce qui donnera, en intégrant, 
cos 
G# = (A# + BF) log tang (45° 1 @“) — B“ sing", 


et @e sera égal alors à la limite &”, 

On connaîtra donc la valeur de G avec toute l'exactitude qu’on peut 
désirer, en prolongeant la suite des modules c', &, c"”, etc., et celle de 
leurs complémens 8’, 0", b"', etc., jusqu’à ce que le dernier terme de ceux- 


5 
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ci 0 soit assez petit pour que son quarré soit négligeable. Alors on pourra 
faire “— 1, et calculant un pareil nombre de termes de la série des am- 
plitudes @!,.@", 9" 
pour la limite Ÿ”. 
Faisant donc les substitutions nécessaires pour HR la valeur de G au 


, etc., on aura le dernier terme @ qui pourra être pris 


RS 


2. 
moyen de G, et. observant qu’on a rer al 770 Tr = 57 elc., on 
trouvera cette formule générale s 
2#* cl sing“ 


GK! (A4 BF) log tang (45° 2 qr) —B, 20 sing 
CAEN es De A OT ET re 


B 28TE sin @“ 74 
Fee sin + sa # + pe 59° ED. ‘ 


“TI 


On a fait comme ci-dessus K'— c“ V4 (= Si )É ou simplement K’ = 


4 (—= SL —), parce que c“ peut être pris pour l’unité. Quant à la va- 
leur de 4e + B“, si on l'appelle L#, on aura 


u m1 
DR en pen pe en 
Cette quantité est exprimée par une suite divergente, ce qui importe peu; 
parce que le nombre des termes à calculer sera toujours assez petit; cepen- 
dant il est facile, si on le juge à propos, de la mettre sous une autre 
forme. En effet, considérant L* comme composé de L et de la somme des 
différences successives L’—L, L*—1I/, etc., on trouve aisément 


L'= À + + = ACDE ae (A ea, 


cc ec 
ou , ce qui revient au même, 


Lan Mu EE) AE + CE) 


et sous cette forme la convergence de la suite est manifeste. 
On peut également rendre convergente la suite-des quantités algébri- 
ques comprises dans la valeur de G. Pour cela, soit 


‘2 ch sin gf SE (ia) | pl AU. te 2MTT sin @“* 
er (eg'c"... #71) Ti etr aMP SD VC er) 


on déduit de là 
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oUHI CHE sin g# T1 2# cl sing 24 sin d“* 


Luis) = (u)=—— GE D JU Vcc'...c#T7) v'(cc'...dMT 7) 


V'(cc'c'it0t) 

+1 CES 

2 (ont sin @“+ — sin g") 
VUcc'c". 07) cf 
Or lorsque 2“ est devenu très petit, l'équation entre @ et g#Ft, qui est 
tang (of — qu tt) = dE #1 tang @“**, donne à très peu près g“ — qu + 
bé tang QT, ou sin = (1 + &#1) sing“. Donc ct sin QT — 
CRIE L'on RE ARE EN EE K peter 

= Sin gp Re (1 — 85) sin.pf*", Cétte quantité est de l’ordre 7, 
et par conséquent négligeable, donc on aura pour exprimer AL (u), cette 
suite convergente : 


: 2 | Se 
Ad (u)= c sin ® + Ve (c' sing —-;sin® ) 
{4 
L € L 
+ (c" sin @"— sin g") 
8 AE Maps 20 de 8 am 
+ ——© (c" sin @ — 3 Sin ® ) 
CCIC 
| 94 : TA y Er 
cl sin @F = = sin PT"). 
sui 1/(ect.. 47 A) ( ch ? ) 


Et la valeur de G, exprimée tout entière en suites convergentes , sera 
; È  : 
G= KL log tang (45° + +9") — = À (we). 


Il ne faut pas perdre de vue que cette approximation est fondée sur ce que, 
dans la valeur de G#, on a substitué cos ®“ au radical A“ dont la vraie va- 
leur est y/[cos* g“ + (2F sin @“)*]. Cette substitution est permise tant que 
(8”tang “) est une quantité négligeable; mais elle ne pourrait plus avoir 
lieu si g“ était assez près de 00°, pour que 2 tang @“ cessât d’être très 
petit. Supposons, ce qui est le cas le plus défavorable, qu’on ait @“ = 90° ; 
alors il faudra prolonger les suites d’un terme de plus, ou jusqu’au (x + 1)" 


Hp ce qu donners lang dre Qu tone qe se (HU 
quantité dont le quarré #“#' est très négligeable-par rapport à l’unité, puis- 


que (8*)* était déjà supposé négligeable. La formule s’appliquera donc sans 


* 
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/ 
aucune difliculté; ainsi le moyen de prévenir toute exception, est de 
prendre assez grand pour que 4“ ne surpasse pas 90°, condition qui 
sera toujours facile à remplir. 
Pour avoir la valeur de la fonction complète G*, on pourrait faire @—90° 
dans la formule générale ; mais cette formule ne se simplifierait pas sensi- 
blement, et elle contiendrait toujours un nombre de termes indéfini. Il sera 


plus simple, en se conformant à l'observation PR » de faire @“ 


. 1 . 
— 90°, ce qui donne tang @“———, sin ®* — 
vif va F5 
dant, = 7, QU om QU 2e, Qu Nr, Q = 7 


1: Eten rétrogra- 


— 277, On aura donc G(®)—2"7" G'; mais dans l'hypothèse que 
2 
(b“)* est de l’ordre des quantités négligeables, on a sin 9“ — 1 —214#,et 


a 
log tang (45°+ +9") = + log Ces HR o )=:1 log (2); on aura en même 


— sin g“ 
ils RMS) dat a a 
temps la quantité À (u)= — sin gé — Te > donc 
si ie 2H TB 
PA Gr — 
En G log s()— Ter” 
et enfin 
KT/ & B 
1 ms rt | nl 
HAL 5 Gi cK" 


Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que la fonction 
complète G', permettent de pousser l’approximation aussi loin qu’on vou- 
dra. 11 faudra prolonger le calcul des modules croissans c’, €”, c”, etc., 
et celui de leurs complémens b/, b"...b#, jusqu’à ce que #“T" appartienne 
- à l’ordre de décimales qu’on veut négliger, ou à un ordre ultérieur. Il 
faudra en même temps, s’il s’agit de la fonction non complète G, ne pas 
donner à @ une valeur plus grande que 2“7°#. On calculera alors jusqu’à la 
AA SL ! 4 
même limite les valeurs de K, L# et 4 (u). 

90. Pour appliquer ces formules aux arcs d’ellipse ou aux fonctions 
proprement dites de la seconde espèce, soit GE —/fAd?, on aura Ar, 
B—=— 0. 


Par la première ie l'expression de l’arc indéfini sera 


E(c,p)=KLo-+V ARE in @° + PÉLEENS PURE sin®°° etc, 
Ear 15 
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Et celle du quart d’ellipse 
E' (ce) = KL “ 


Dans ces formules, K représente le produit (14-c°) (14+c°°) (14c) , etc., 
continué jusqu’à un facteur 1 Æc" où c“ soit de l’ordre des quantités négli- 
geables. Cette même quantité peut se mettre sous la forme....,........ 


KES y G Dh h PR rie ) etc., plus commode pour le calcul logarith- 


mique, Enfin la quantité L est donnée par la suite convergente 


c? cL° c?c°c°° 
L capté I st =— mms ns — 


4 8 


à laquelle on peut donner celte autre forme 


— £tC., 


L c* À c°°c°° c°2c29000 C22692ç990ç0000  ? “ ) 
Ra —— ee ES es . 
4.c° 2 4 8 ? 


au moyen de la substitution 


Ces formules offrent les suites les plus convergentes qu’on puisse désirer 
I 
pour la rectification de l’ellipse. Elles s'appliquent, comme nous l’avons 
déjà dit, non-seulement à des valeurs de € plus petites que y/+, mais à des 
} D ; a 2 
valeurs beaucoup plus grandes et très rapprochées de l'unité. 


EXEMPLE. 

gr. Soit proposé de trouver l'arc E(c, ®) lorsque c = sin 55° et tang @ 
2 

Par les valeurs déjà calculées (art. 73), on a log K—0.2460561, D=— 


50°, p°— 62363" 10, @° = 11955" 45" 67, °° = 240° 00/19, ensuite 
on trouvera 


L 22 03888658, 
ae sn® —  0o.3290186, 
eVrE sin ®® — 0.0022872, 

ce y/ccveço # 


5 sin °° —= — 0.0013888, 


c Ve c20c00vço0ve 
CE 16 


sin p*°%—, 0,0000010. 
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La somme des parties algébriques est 0.3709180, ainsi on a E(c, 9) =... 


KES ak 0.3799180; on aura en même temps la fonction complète E{c)— 


KL.” —, d'où résulterait E(e, @) —=+E(c) + 0.3700180. Mais puisque Pare 


E(c,0) se mesure par le tiers de E'(c), on tr ouvera par les formules de la tri- 


section (art. 60), E(c,p) —3E" OP Le: da ; le résultat précédent s'accorde 
parfaitement avec cette formule, car on a en effet = — 8 —5,37001 70. 


Le même calcul donne de plus log E'(c) —0.0319757 et E'(c) =... 
1.07064049 ; donc dans le cas proposé, Pare E(c,®)—0.7587196; et on voit 
que la partie déterminée algébriquement, forme plus de la moitié de Parc. 
Au reste la valeur trouvée de E'(c) s'accorde avec celle qu’on déduirait de 
la formule de Particle 44, en y mettant pour F'(c) sa valeur trouvée 
article 70. 

92. Si le module c est assez peu différent de l'unité pour qu’on juge 
nécessaire d’appliquertla seconde méthode, il faudra, dans les formules de 
l’art. 89, faire A — 1, B——c, ce qui donnera 


QE EE CON CS RS 


ou plus simplement, parce que by/L'=1—c, 


L'or (0) — 1 /( Er) — ete. ] 


Quant à la valeur de K’ et à celle de la fonction (x), elles ne dépendent 
point des valeurs de A et de B; ainsi elles restent les mêmes que dans 
l’article cité. On aura donc, d’après ces valeurs, la fonction indéfinie 


E(c, ®) = K'LF tang Mie D')+ cu), 
et la fonction complète 


E(e) = 


Æ log. + 


Ces formules pour le calcul des arcs d’ellipse, lorsque le module diffère 
peu de lunité, supposent qu'on prend # assez grand pour que ( b“)° 
appartienne à l’ordre de décimales gw’on veut négliger, ce qui permet de 
faire x 
Si on veut avoir les valeurs de E (c, ®) et de E/c approchées dr jus- 
10% 
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qu’au septième ordre de décimales, il suffira de faire p = 2 dans les formules 
précédentes, ce qui donnera K'=y/ EX et parce is a byb'=1— 6", 
UE SERRE ARR: Pi! 
: Ve vG+e).Vai+e) 
= 10 VC 5)» ou enfin L#— © a Réduisant ensuite la partie algé- 


brique, ou revenant à la forme A de cd (x), on aura les formules 
E(c, P)= + + db? (K'} log tang (ss enr sin ®—2y/csin Q AU 4 sin ®", 
Eee rs  (K') log 7° LR Fr 


La dernière est la même que E'c = + b* (K'}° F'c + _ , et sous cette forme 


= = ,on trouvera L#=—04/b"( 1—4/(cb") = 


elle offre une relation assez simple entre les fonctions complètes E*e, F'e, 
relation d’autant plus approchée que 2" sera plus petit. 

93. Appliquons ces formules à l'exemple de l’art. or, ce quiest un cas peu 
favorable puisque la valeur de c est assez éloignée de l’unité. On connaît 
déjà dans cet exemple les valeurs de c', b', b", ainsi que celles des ampli- 
tudes 9 p', p"'. Au moy Si de ces ae le calcul de la foncüon E(c,®@) 
se fera ainsi : 


partie + 1 ps (K'Ÿ° log.tang(45°+ +9"), ou + &'} F(c, œ),. 
VK’... 0.0037477 5 
D... 8.5240624 
Fc, ®)... 9.9650547 
(1) 8.4937648 5. 


La seconde partie, toute algébrique, est composée de trois termes dont 
voici les valeurs : 


4 


gsng" — 2.8293085, (1) = 0.03r1720, 
2ÿ/c sin p'... — 1.4146540, (I) = 0.5075475, 
c sin @...— o0.7071070, Elc, @) — 0.7387195.. 
(H) 0.707545. 


Ce résultat s'accorde avec celui que nous avons déjà trouvé, et on voit que 
la partie transcendante contenue dans la fonction E (c, @) est environ 24 fois 
moindre que la partie algébrique. 
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On trouverait également que la fonction complète E’c est égale à 
1.064052, comme nous l'avons trouvée par la méthode des modules décrois- 
sans. 

94. Pour appliquer les formules générales à la rectification de l’hyperbole, 


; , 177 c? d@ cos? 
il ne s’agit que d’évaluer intégrale G=— à £ 


qui représente la quan- 


tité À tang® —T , différence entre l'arc d’hyperbole compté du sommet 
et sa tangente PTARIOR à l’axe transverse. Or en faisant dans la formule 
de Vart. 88, Ac, B—— c*, on a la fonction indéfinie 


G(c,®) = :Kc° œ(: me ET — — ete.) 
HE sin @° + “22 sin gro MED sin qreeLete., 
et la fonction définie 


| G'c—Ke. 7 Ci —— Te — M — eto.). 
Celle-ci est la différence entre l’asymptote et la courbe, laquelle s'exprime 
ainsi très simplement par une suite fort convergente. 

Lorsque l’hyperbole est équilatère , la serbe G'c, qui en général a pour 
valeur E'c — b°F'c, se réduit à E'c— + F'c. Mais comme dans le cas par- 


ÉS . \ F 
ticulier où = ;= 0, on a © =(2E'— F')F", la valeur de G' se réduira 


L 


ultérieurement à , et parce que F'={:7K, on aura encore plus sim- 
plement G' Ts. et log G' = 9.6269626. 

On peut regarder comme applicable à tous les cas, la formule Ÿ =.... 
À tang ® — G(c, @); cependant, si € était extrêmement près de l’unité, on 


pourrait pour déterminer G, faire usage des formules de Part. 89, après 
avoir fait A=c* et B——c*. 
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AAA A VEN A EVE AAA AAA RAA AAA AA AAA A AA AR AAA AAA AAA AAA AAA 


CHAPITRE XXI. 


Méthode d'approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
e la troisième espèce. 


92. À v lieu de considérer la simple formule jé er à ee AU qui 
appartient à la troisième espèce, nous considérerons plus généralement la 


Bsin° @ d@ 
He f(4 + MY. 
qui est composée d’une fonction de la troisième espèce et d’une de la pre- 
mière, affectées de coefliciens constans. Si on appliquait le calcul à la 
simple fonction IT, la premnère transformée contiendrait une partie affectée 
de la fonction de première espèce F(c°, @°); c’est pourquoi il convient, 
pour. l’uniformité des: résultats, d’admettre les deux 5ortes de fonctions 
dans la formule primitive, ainsi que nous A SRYApS déjà fait pour les fonc- 
P 5 d J P 
tions G (art. 88). ; 
no 2289 ‘ d 
Célà posé, si on fait sin° ®== + (1 ++ c° sin* ®° — À° cos ®°), et Ê = 
} 


formule 


I C d Ê s , 
LEE, on aura pour première transformée 


2 4 A° ? 
vi erLHe 2B_ fl dgfcose” 
ALLER" I 


] 
+2) 1 + n° sin* 4° 


les valèurs de IP et de ses coelliciens étant 


H° = f(a°+ I L'is @° :) = ? 


n° n(n + c°) 
TG+0 G +)? 
Hu 3 B 
À = Arbge 
Be —B. c+on+n 


2(1 +0) (14 n) 
Ainsi la fonction H(n,c,®)est ramenée à une fonction semblable H(n°, c°, °) 
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dans laquelle les trois élémens #, €, @ ont subi des changemens propres à 
faciliter les approximations. 

La même loi aura lieu dans les transformées ultérieures; de sorte qu’en 


Boo sin? @°° dg°° 
00", 00 : — mm 
H = /(4 ] 1 + n°2 sin? x) A°° ? 


faisant 


n° = n° (n° + C2) 
HE) G+r)? 
00 A0 sb 
D one 
po — Le 5 C9? + 97° n°? 


2(1 + D} (1 Hn0) ? 
on aura la seconde transformée 
EH à 8.4: 1 ES He° y Rez. à P° de®° cos LA 
À 1 + n°) 1 + n° sin* @°° 
On peut continuer indéfiniment ces transformations, d’où résulteront une 
Ê ) 
suite infinie de fonctions Hz, c, ®), H(n°, c°, @°), H(n°°, c°®°, @”), etc., 
telles, qu’une seule étant connue, on pourra déterminer toutes les autres. 
96. Examinons d’abord avec quelque détail la loi de progression des para- 
mètres n°, n°, etc. Si on fait z — mc, et semblablement n° = m°c°, l’'équa- 
mm c) 
1 + mc 
supposer le paramètre 2 << €, ce qui donne m < 1; on aura donc aussi... 
m° < 1, et même m° << m; car de la valeur précédente on déduit..,..,. 


m° (ic) (rt + 7m) Im (1—c)(1 — 7m) : m° 
Pr md DR RE M Len > Ce Qui prouve que +, 


MS met 1 + cm 

. positif ou négatif, est toujours plus petit que l’unité. Donc les termes ", 
m°, m%, etc., sont tous plus petits que l'unité et forment une suite décrois- 
sante; et par conséquent la suite des paramètres 7, n°, n%, etc., décroît 
plus rapidement que la suite des modules €, c°, c®%, etc., chaque terme 
de la première étant plus petit que le terme correspondant de la seconde. 

À l'égard des signes de ces paramètres , 1l y a deux cas à considérer. 
1°. Si » est positif ou si z est négatif et plus grand que c*, ensorte qu'il soit 
compris dans la forme — 1 + b? sin° 8, alors 2° sera positif, et il en sera de 
même de tous les paramètres suivans n°, 2°%, etc. Dans ce premier cas se 
trouve compris celui de 2 c qui donnera n°=c°, n°= 6%, etc. ; 
mais ce cas est inutile à considérer, parce que d’après l’art. 49 , la fonction 
H se réduit alors à la première espèce. 

2°, Si 2 est négatif et plus petit que c’, ensorte qu’on ait z=— € sin°9 


. Mais on peut toujours 


tion qui détermine Z%° donnera m° = 
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: . PAU » Ar. 
on pourra faire semblablement n° = — c°* sin* °, et l’angle 6° se détermi - 
nera par l’équation 


tang (8° — 0) — b tang 6, 


ce qui est la même loi suivant laquelle l'amplitude @° se déduit de @. 

Calculant donc successivement 69, 60, 8, etc., d’après cette loi, on 
formera la suite des paramètres n° —=—c°?$in 0°, 700 ——ço02 in f00, etc., 
qui décroît, comme on voit, avec encore plus de rapidité que dans le pre- 
mier cas. 

Connaissant ainsi la loi de progression des paramètres 7, venons à 
celle des coefficiens À et: B dans les transformées successives. Soit, pour 
abréger, 

ès Gta Sr (x aan ner 0 0 ; 
G+P(i+n)  G+0YG+nr)? 
et soit désignée par 4° une quantité composée de c°, D°, n°, comme # l’est 
de c, b,n, et ainsi de suite, on aura 


Bo—214B, Bo—]:#4k0B, Boo — 2 /Zx0Z00p etc. 


Mais puisqu’après un certain nombre mu de termes, les c“ et 7“ pris dans 
les suites c°, c°, etc., n°, n°°, etc., sont assez petits pour être regardés 
comme nuls, il est clair qu’il en sera de même du terme correspondant 
de la suite k, 4°, X°, etc., et qu’ainsi on peut faire en toute sureté BF: UE 
Quant à la valeur de A#, elle sera donnée par la suite 


Jp Ii. + AB 


AM=A + Th Diner ec. 


qu'il faudra prolonger jusqu’au terme qui contiendrait #* exclusivement. 


Appelons toujours ® la limite des angles 9, — a etc., cette limite 


Â 


étant censée atteinte après le nombre ‘de termes #4, on aura @“— 2"@, 
et parce que c* est de l’ordre des quantités négligeables, on aura H*— 
3AG. 

97: Il est facile maintenant d’avoir le résultat des transformées sueces- 
sives jusqu’à la !u'#* inclusivement. Soit toujours 


K#=(1+# 0) (1e)... (1 + cf), on kr = ave FE, mel 


L2 c° 


la valeur de la fonction H sera donnée en général par la formule : : «: 


CHAPITRE XXII. RUE 
H—KrArp_— Ve? _3B arc tang (n° sing?) 


ce ‘1+n V/n° 
Ve 4/ce%  ZEÆB  arctang (V/n® sin @°°) 
NUE CR PE de MAUR de 
- Ve 74/0997 4/09, £ KEB arc tang ( V/ n°% sin M) 
FR MEANS ne TELE Ares A QU 
— elc. 


Cette suite ‘étant prolongée jusqu’au terme dont le rang est w inclusive- 
ment, l’erreur de la formule, mesurée par les termes suivans, ne pourra 
être que de l’ordre «“T'; de sorte que si on ne veut pousser la précision 
que jusqu'aux quantités de l’ordre c“, on aura un terme de moins à cal- 
culer , tant dans la suite précédente que dans la valeur de K“ et dans 
celle de A“. 

Au reste les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale se chan- 
seraient en logarithmes, si était de la forme — c* sin° 8; mais ce change- 
ment n’est sujet à aucune difficulté. | 

Lorsque ®— +7 ou — un multiple de + 7, tous les arcs de cercle dis- 
paraissent, et on a simplement H — KA“®. Donc la valeur de la fonction 
complète est 

H'=KA°. :7. 

FRemarquez que la valeur de H-exprimée par les transformées successives, 
se terminerait d'elle-même, si on avait l’une des égalités 2=—1+#+6, n°= 
—1+# 0°, n° — oo etc. : alors la fonction H se ramènerait indéfini- 
ment à la première espèce. 

Pour qu’on ait en général — 1 + = nr —— (cl sin 8), il faut que 
cot#—1/4", ou qu’on ait F(c#, &)—2 F'(c#). Mais les paramètres successifs 
n=— csin0, 2°= — c°*sin* 6, n°0° —— «2 sin? @0, etc. , étant formés 
d’après la même loi qui lie entre elles les amplitudes 8, Go, do, etc., on a 


E(c, 0) —- . L F(c°, 6), F(c°, 8°) —- re F(c°, 8°), etc. ; et en général 


1 + c° sh CE pe #) : k 
F(c, (ent te. (+ di 8) = (c). Les cas qui 
donnent lieu à la réduction de la fonction H, sont donc tous ceux où le 


paramètre z, de forme — c* sin* 8, est tel qu’on a F(c, 8) — ie F'(c);, 


Ja étant un entier. La même réduction aurait encore lieu si on avait F(c, 6) = 


2 E°(c), 2 + 1 étant un nombre impair quelconque. 


d Kn 16 
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Les formules d’approximation que nous venons de donner pour déter- 
miner la valeur des fonctions H et H', peuvent s'appliquer à tous les cas, et 
le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu de termes pour obtenir un 
grand degré de précision. Cependant si la différence r — c était tellement 
petite qu’il fallût prolonger assez loin la-suite e°, c°°, c°°, etc. pour parvenir 
à un terme négligeable c“, il pourrait être préférable de suivre la seconde 
méthode, c’est-à-dire, de faire les transformations dans un ordre inverse, 
ainsi que nous l’avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions de 
la première et de la seconde espèce. 

98. Et d’abord si la différence 1 — « est déjà assez petite pour 
qu’elle puisse être négligée, on ETS intégrer immédiatement la for- 


mule E CA Se res D)? > en mellant cos @ au lieu de À, ce 


qui donnera : fl 
arc tan n Sin 

H=(a+—) log tang (450 EL ®) — ra ee 
Cette intégrale est rigoureuse lorsque c = 1; mais s’il y a une différence, 
quelque petite qu’elle soit, entre 1 et c, elle ne pourra s’appliquer sans 
erreur à des valeurs de @ plus grandes qu’une certaine limite. En effet, 
la quantité À qui en général est y/( cos’ @ + D? sin° @ ), ne se réduit 
à cos @ que lorsque cot ® est censé beaucoup plus grand que à. Cest 
pourquoi il convient de chercher une formule qui donne la valeur de H 
pour toute valeur de @, dans l'hypothèse seulement qu’on puisse négli- 
ger les termes affectés du facteur D élevé au quarré ou à une puissance 
supérieure. 

Pour cet effet nous supposerons qu’il a été fait dans la fonction H une pré- 
paration relative au paramètre, de manière que soit posiuf et plus petit 
que c, ou négatif et de la forme — c* sin° Ô, ce qui se-fera par les formules 


(f") et(/ ) du chap. XV. 


Cela posé, pour avoir la valeur de la fonction H, ; j la mets sous la forme 


H=(A +2 =) F(; E) — TP 
et 1l restera à déterminer P par la ne 
pes d@ cos? @ 
TJ G + n sin° @) A° 
0 @ b* sin° @ 


= ll — A(cosg+ À) ; donc sl on fait 


Q= fee 24d@ cos @ sin? air 
(1+ 7 sin° ge) A( cos  +A)? 
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on aura | 
p — tag (Vrsnme) 1 Q. 

Va 
Tout se rédait donc à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. Pour 
cet ellet, j’observe qu’on a cos ® H À € 2A, et cos ® + À >> 2 cos ® ; donc 


si on fait 
Qa= fe d@ sin? 
(1+ » sin° ee 


LEE d@ cos @ sin° @ 
QE fe 


on aura Q << Q'et Q > Q". Or en premier lieu, la combinaison des intégrales 


Pet Q donne (1 + #) Q +Pe [2 d’où résulte Q' — ARE er 


1+ 7 è 
donc on a 


arc tang(4/n sing) 18 p 16 
Dee Ve pal (opomeene he 
ou | 
arc tang ((/7 sin @) 


ee) Va FPRPIÈMR, g). 


On trouve ensuite par l’intéoration directe, 


(cn) Q"— _ log ee —- Rs arc tang (4/7 sin @); 


1— C sin @ 


P>(1+ 


ouen rejetant les quantités de Pordre b° qui n ’en pr oduiraient que de l'ordre b* 
dans P, 


(1 +n)Q"'= : log (LEE — arc tang (V/2 sin ©); 


1—csin®g 
donc on a 
b® \ arctang(VW/n sing) 3 d* (ES). 
P<(: +27) Va DE — csin @ 
La plus grande différence entre ces es limites de P a lieu d'Ents Nr 


_ 


el comme on a dans ce cas F'(c) — log À 3? log (== 


b° ) 
rence = -—— , = log 2. Elle est, comme on voit,de Sie des quantités qu'on 


1+7 


veut négliger. Ainsi on a avec une exactitude suffisante, 
I 6 : 3 0? 
P= rare tang (y/7 sin page F(c,œ), 


ce qui donne la fonction cherchée 
\ 


| B B st n sin @ 
H= (A+ NF (0, ç)— MORE TRS 


et1l en résulte pour la fonction complète, 


107 
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H=(A+ (1238) log £— : _ l Pete QU 

Ces valeurs de H et de H' sont celles qu’il convient d'employer si les quantités 
de l’ordre &*sont négligeables, et alors il n°y a pas lieu de recouriraux transfor- 
mations ; mais 1l convient d'examiner particulièrement le cas où z est négatif. 

Le cas den = — 1 + b* sin° Ü, où 2 + 1 serait de l’ordre &?, ne permet 
pas qu’on lui applique avec succès les formules précédentes, c’est pourquoi 
nous l’avons évité par une transformation qui rend 7 positif. 

Le cas de 7 —— c* sin° 0 ne souffre aucune difficulté, si 8 n’est pas trop 


2 


| b 7 24 \ « 
prés de 90°, parce qu’alors - muy reste une quantité très petite ; seulement 


dans ce cas, il faut changer l’expression * I RETIILE 2) en celle-ci..... 


I lo (: +- csin 8 sin ç 
2c sin b 1 — c sin 0 sin @ 
le dénominateur 1 + 7 équivalant à b* + c? cos* 0, devient très petit ; ce- 


< Le 

pendant tant que cos Ü sera beaucoup plus grand que à, la fraction sou 
TRUE 

b* + c* cos* 0 

ble ; maïs si cos 8 est une quantité très petite de l’ordre & ou d’un ordre 


). Mais si en même temps Ô est très près de 90°, 


demeurera très petite, et la méthode précédente sera applica- 


: = cesse d’être négligeable. Pour obvier à cet in- 
convénient , il faut recourir à la formule du n° 55 , au moyen de laquelle 
toute fonction de troisième espèce dont le paramètre 7 = — c° sin° 8, peut 
être transformée en une autre fonction. dont le paramètre »#' = — c* sin° à, 
pourvu qu'entre les angles 8 et À on ait la relation & tang 8 A fre. 
de 2 ——= b?, donc des.deux facteurs * 

1 La reEn Etes 
aura toujours un plus petit que b ; d’où il suit qu’à l’aide d’une transfor- 
mation, si elle est nécessaire, l’erreur de la formule n’excédera pas les 
quantités de l’ordre à ; et parce que dans le cas le plus défavorable, qui est 


celui de 1+n—=1-#7 =, la valeur de H' devient très grande et se 


supérieur , la fraction 


——, il y en 


Alors on a 


rapporte à l’ordre b—*, ou plus exactement à l’ordre 27! log (4) qui est 


très peu différent, 1l s’ensuit que l’erreur absolue étant de l’ordre b, l'erreur 
relative est en effet de l’ordre &*, ainsi que dans les cas où 2 est positif. 
Nous sommes entré dans ces détails pour prouver que lorsque 1 —c 
est assez: petit pour être négligeable, les formules. trouvées pour H et H 
peuvent donner une approximation suflisante, sans exiger de transforma- 
tions autres que celles qui ont été indiquées par les articles 54 et 55, Mais 
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la méthode que nous allons exposer a l’avantage de donner une approxima- 
uon indéfinie, qui s’applique généralement à tous les cas. 
99. L’équation trouvée n° 95 entre H et H°, s’applique aux deux fonc- 
tions consécutives EH et ne et donne la transformée 
H — re LB! f. d@ cos @ 
I 


ve | 1+n + nsin°@ ? 
on aura en même isa 


’ B’ sin? Qi UE 
H'= /(4'+ I 1+ns sin* @ 


et les coefliciens »/, A’, B’ devront être déduits fi Face 

n'(n! + c'?) Ti (1 +) — 0° MOTS + PB’ 
G+bY (+)? Mur 6 D D DIT en 19 He ch +7 
On sait comment se calculent c', b’, g', au moyen de 6 et @; il ne s’agit 
donc que d’examiner la loi de formation des quantités », A, B”. Et d’abord 
pour déduire #’ de #, on a la formule 


= 


rem [r—c+V(i+n) (Æn)]; 
d’où l’on voit qu'il faut faire abstraction du cas où l’on aurait 2=....... 
— 1 + b*sin* 0 ; car si ce cas avait lieu, le paramètre »! deviendrait ima- 
ginaire, et on tomberait ainsi dans une difliculté plus grande que celle 
qu'on veut résoudre. Heureusement il n’y a aucun inconvénient à faire 
cette exception, puisque par la formule du n° 54, toute fonction proposée 
de troisième espèce dont le paramètre est de la forme — 1 + b? sin° 0, peut 
être transformée en une autre dont le paramètre soit positif. Nous pouvons 
donc nous borner à considérer deux cas principaux, celui où # est positif 
et celui où z est de la forme — c* sin° 0. Dans ces deux cas, on peut s’assu- 
rer que la valeur de 7 sera toujours de même forme que celle de x, ainsi 
rien ne pourra arrêter le calcul des transformées successives. 

100. Soit donc en premier lieu z—— c* sin* 8, et semblablement 7 =.. 
— c'*sin* 0", on aura-par la formule précédente, 

| sin* 0°= 1-41 csin° 0 — : cos 0A(B). 

C’est la même loi suivant laquelle l'amplitude @’ se déduit de ?; elle peut 
être représentée plus simplement par l’équation sin (28 — 8) = c sin 8. En 
vertu de cette loi, les angles 4, 8’, 0", etc., forment une suite décroissante 
qui s'approche sans cesse d’une limite ®, et qui l’atteint sensiblement'après 
un petit nombre de termes. La suite des paramètres 2, n', n", etc., converge 
donc de même vers la limite —sin*©, puisque d’ailleurs la suite 6, c',c”, etc... 
a pour limite l’unité. 


+ 
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2 


En second lieu, si z est posiuf, soit 1 + x = ; 
b 
VG +2) 
— cot° 6, on aurait sin À —b sin 0. Cela posé, la valeur de 7! sera donnée 
par l'équation 


À étant un angle très 


petit déterminé par la valeur sin A=— de sorte que si on faisait 


1 CU A 


et si l’on fait semblablement 147 ==, l’angle À’ se déduira de À 


sin? À 
par la formule très simple 


; Éstrar ! 1 
sin N = y 0". tang x A. 
On déduira semblablement X” de à/, À” de À”, etc., de sorte qu’on formera 
2 2? 2? 
. ‘ 1 , . | b'? 
la suite des paramètres z, n', n", etc., d’après les équations 1HN =, 
1 — 
In 
de 
as qu’à partir de l’angle À qui est très petit, les termes de la 


série À, 4’, À", etc., diminuent continuellement, mais de manière que les 


sin x sinA sin 2 
b , L' CNET TT D" 
sin x 


qui sera leur limite. En effet, des YelRRT précédentes on déduit pe = 


{2 


Sas HOLES 


rapports , etc., convergent vers une quantité constante 


n x" sin 1+c 


sin À 1+c 
Fr AT LA "14 005 


reset AS aurait de même — 


;, etc. Donc après 


sin A+ , à 
un petit nombre de termes FE sera constant, et par conscquent aussi... . 


1 +7", d’où l’on voit que la suite des paramètres x, n', n"', etc., con- 


verge, comme dans le premier cas, vers une limite qu’elle atteint sensible- 
ment au bout de quelques termes. 
Le moyen très simple que nous venons d’indiquer pour calculer la 
suite des paramètres 2, n', n", etc., lorsque le premier z est positif, 
. , . . (1 A 
peut aussi s'appliquer sans difficulté au cas où z est de la forme....... 
LS : A agi r r 
— c* sin° 0 ; de sorte que nous pourrons supposer qu’il est employé gé- 
L4 \ . 
néralement dans tous les cas; et d’après cette supposition , nous allons 
continuer les calculs nécessaires pour parvenir à l'expression de la valeur 
de H. 
107. Il faut d’abord avoir la loï des coefliciens B“, A; pour cela, si l’on 
fait 
AE Ga La A La CPR € 2 me 
urbuiDt den Gr Len enbe 
on aura successivement > 


 CLC., 
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B'—9%B, B'=2%"B = 4hh"B, B"=—8%}"}"B, ete. 


Mais des équations 147 = bl eot° 5 À,1 nn — ROP RAD" 


sin* à? (140: 
on lire 
I n 1 
h' — PER 


UE cos À ? 


ils GUN po 1” 1æ+n" EL on 
147 * cos x? MP rire cos x ? He nr 


on aura semblablement 2! — 


B— 2B (1+n°) pu 242 4B Gr") B" — 8B (17) el 
(1+n) cos à? (1) cos A cos x? 7 (rx) cos à cos X cos x ? Era 
2 4 
RAR 2 I nm 
et en général B“ — penis ITR is ©: 
(T4) cos à cos x’... cos 4 
QUE. ; 1 Bo Ma 4 AVR 
Si 3 2 sis ar ! 2 
fin des équations A°= À — TER A"=A Er etc., on déduit 
sénéralement 
A = A = — ANDRE EU ER ae 
1+ n° 1+n À dés 1+ 74 
ou, en faisant les A Re 
B 1 DH—1 
CRETE TOP RC TE Lier een) | 
147 \cos À COS À COS À” COS À COS À’ COS À COS ACOS Ve Cost 1 


” “+ . B# 6 
Ces valeurs feront connaître celle du coeflicient A“+ NE qui entre dans 
I 


l'expression de Hf. Soit ce coefficient — L/, on aura 


_2bB 
DA —— 
(1+ n) cos cos2"... cos 
; He He) 
1n\cos a | cosacos à Ÿ cos cos cos à" À Gosacos*... cos —/" 


Mais comme la suite comprise dans cette formule est divergente, il con- 
viendra de lui donner uñe autre forme. Pour cet eflet j’observe que la for- 
mule précédente donne 


Le Ir 


_2ËB(1 — cos N“) 
(tr n)cosx COS Xe à à CON 
Or on a vu qu’à mesure que # augmente, la quantité _ s’approche de 
plus en plus d’une certaine limite, et qu’ainsi sin A“ est en général de 
l’ordre &“; donc 1 —cos À est de l’ordre (“}, ou #7"; donc la dif- 
férence E#ŸT— L# est une quantité trés petite de l’ordre juger ;, inter- 
médiaire entre &“ et B“T!, mais plus proche de ce dernier. On aura donc 
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pour lexpression de L# cette suite fort convergente 
B(1 — cos à) ga 2B(1 — cos x’) 
I = (1+ 7) cos À (1 + n) cos à cos x" 


4B(1 — cos x") 
t NT PENSE TV TEU COS À" ME 


24 IB( 1 — cos 2 


(1 + n) cos à cos À’ cos à". . . cos 7" 


LEA 


laquelle devra être prolongée Jar it terme 


EMA 
inclusivement, si on ne veut Rares que les quantités de Lo CN 
102. Cela posé, les transformées successives étant 


H— {1 +0) Het nee Eine) 


TE (722 ? 
= (1+ 0") H'+ — _arc tang ne ) | 


etc. , 
on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de Hf; 
et comme les séries sont prolongées jusqu’à un nombre de termes x sul- 
lisant pour que la valeur de HF soit donnée avec toute l’exactitude né- 
cessaire par la formule 
__B“_ arctang (Vr“sing") 
Fc ne Vn 
il résultera des substitutions cette valeur générale de. H, où lon a fait 


pour abréger , F=(1 H0')(1 0") (1 + 8")....{r H 0), etc. — 


/ (: SC DICTENLER .…c#), 
H= IL log tang (459-217) — 1 D. are ten (V/ain eu) 


y 


= es _. mes) logtang (45° + + ®*) — 


1+ n“ Vi 
Fe LB" arc arc tang (W/r sin@) 
1+n UV) à 
RE à are tang (1/n/ sin 9) 


Va 
ES eue sing") 


DT, dd LÉ _arc tang (y nat sin et) 
1 + nf né 1 
103. Cette formule a l'inconvénient d'offrir une suite divergente , et il 


importe de lui donner une autre forme. Séparons, pour cet effet, le pre- 
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mier terme T°L# log tang (45° + + @"“), et appelons le reste Z“; désignons 


; arc tang (Va ni sin @') 
TR 


de plus par T'la quantité > NOUS aurons 


F /, Fr MERE | QE sé uit ITU ds ÉUYTELE ESS F1. oil IT. 
1 + nf 1 +rbt 1 + mi 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

ZE Hs ge = ere (—. rs) _petiqer B# 

bn né 1 +7 1 +) 
mais si on fait pour un moment À — ES PME pe Ur , On aura 
COS À COSA cos À‘ 
BE DNS Ans FTD 

nn AMTA et "A"; donc 
1 + 1+n En 1+n 


om FIB 1 + cos x” PA RUE AUS 
PRE AE [ER me GE Te] 


Or d’une part la quantité IA ne peut passer une certaine limite peu éle- 
P q P P P 


vée au-dessus de l’unité; d'autre part les différences 1 — cos A“, T“ — T“+' 


sont de l’ordre &“T'; donc Z“*'—7Z# est une quantité très petite de 
l’ordre 2#** HT? qu’on peut regarder comme intermédiaire entre & et #“+", 


mais beaucoup plus rapprochée du dernier. On pourra donc exprimer Z“ 
par la suite fort convergente ZH(Z— Z)+(Z—Z) + etc., et on 
aura pour l'expression générale de la fonction H, cette formule 


NB: B  arctang((/nsing) 

. H=IEL# log tang (45 43e) — + EURE 

2B (+0) arctang (Vn° sing) —(C SN, arctang (V/7sin@) 

1+n cos LU Va 2 NENUETe SES 

4B 1+b' n arc tang (V7" sing") 1 + cos x Le D sing) 

Dm ro CE 0) Var. DC 2 ”). r 

8B _1+b.r b'.1 Étape L" a) arc tang 71 n "sing”) 1 + cos à” K at V/n'sing” sing” 
AN Ke À mi b') MORE EY: ( 2 AY; er: CE © ] 


a — — 


1+n COS À COS À COS À’ COS À 
— ELC: 


Cette formule, fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de H“, 
suppose que l'angle @“ est toujours moindre que la limite donnée par l’équa- 
üon cot = y/b#. Lorsque g“ est égal à cette limite, ou qu'il en est 
seulement approché, la valeur supposée de H“ est exacte aux quantités 


prés de l’ordre &“, et alors il faut prolonger la série qui donne la valeur 
LSE 47 
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Le | 2B : - . A 

de ET, jusqu'au pi" terme parier etc. inclusivement. Dans le cas où 
nm , 

g“ sera éloigné de la limite dont il s’agit, ce qui arrivera lorsque @ n’ex- 

cède pas 90°, comme on peut toujours. le supposer, on pourra ne calculer 

la série que jusqu’au terme (w—1)"" inclusivement, et le résultat sera 

toujours exact aux quantités près de l’ordre b. 

Pour déduire de la formule générale la valeur de la fonction complète 
H', on pourrait faire ® — 90°, et prolonger la série, comme il vient d’être 
dit, lusqu’au (u — 1)" terme inclusivement. Mais il est plus simple de 
faire PAT — 2#?#, ce qui donnera successivement D = Tr, 
gl hr..." —ir, cot @“ = pb. On parvient ainsi à la limite 
des valeurs de @“, et en négligeant les quantités de l’ordre L“, on aura 
snm@# = 1, log tang (45° ++ p#) = log (£) , €t par la substitution de 


toutes ces valeurs, on trouve 


147 ° cosxcos x’. .cos 2 V7 
2B É +0" .140"... ss) Cu+e) arc tangW/7# ( + cos y 2 
rW” 


1n \ cos à cos». . cos AT! 2 Va" 


Mais les quantités 1 — cos 7", 2#— nr" sont de l’ordre b, et par con- 


séquent négligeables ; on à donc plus simplement 


; L# 4 B I I I arc tang V/r“! 
Lo LR Lo [gs PRET: FE) ÉD IEr UE à — |, 


ph 1—+n cos À COX cos 427 V2 


IH ILE. ! log L NA B 1+0'.1+0b"... Le are tang V/7# 


formule où il faudra substituer la valeur connue de L# et celle de I“=— 
4 ï —T c" ... # 
(a+ 8) (ie). (HET) — (==) 


Telles sont les formules les, plus simples par lesquelles on pourra 
calculer les valeurs des fonctions H et H', lorsque le module c est ex- 
trêmement près de l’unité ; elles donneront tel degré d’approximation qu’on 
voudra obtenir, en prolongeant suffisamment les séries qui les composent. 


104. Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la pre- 
miêre , on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n’est sujette à au- 
cune exception, et qu’elle n’exige ni considérations de limites, ni trans- 
formations ; il est donc préférable d'employer la première méthode, même 
dans le cas où e serait fort près de l'unité, puisqu’alors cette méthode n’a 
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d'autre inconvénient que. celui. d'employer quelques termes de plus, et 


le nombre de 


ces termes ne peut jamais être bien grand. 


Nous remarquerons encore qu'on peut simplifier à quelques égards les 
formules de la première méthode, en employant des angles subsidiaires 
7°, A°°, A0, etc. pour calculer ta la série des paramètres 7°, n°, etc., 

_ que psy des quantités Æ, 4°, 4%, etc. à l’exemple de ce que nous avons 


pratiqué dans 


la rate méthode. Pour cet effet on aura les formules 


successives 
in —6 cot*:Àx "2 ./"tan DAS == DE 
+ ta tang mr 
b°2 sin À° 
© RE 21 300 me se FIX 00 —— 
1m —Ù° cot°1à Sn sut tang + À VE ? 
Doo2 4 y/8°° 
00 — 00 AESDONN x HANEESS L2O000 — 
17% = 0% cot®+À = ces tangs A0 =; 
Dooo2 sim PU 
000 000 2 1 0000 1 0000 
I —— n eu b col +À 2 — sin? )000 0e tang > À atise V/69°0 3 
elc: etc. 
d’où lon déduit 
1 11 Æ£ I 
k sp COS À... ——, — —5— COS À°, 
1+n 1+n 1+2 
; + n°° £ko 1 
4° ne ee C S À .... es mm Emme C AS 
Tr TE ns RS LÉ cos À°”, 
sg La É+ n° EE I 
ue LeLeL-] A UT mn Le] Le1:] 00e 
Ce cos À°°°.. TES Eu Re cos A° cos À°° cos A°°°, 
etc. elc. 


Enfin si lon fait 


A 


— À + < 


+ F cos À° cos A... cos À), 


+ 2 cos À° cos A°°. 


et qu'on prenne toujours K“= (1 + c°) (1 c°)....(1+ &#), la valeur 


de H sera 


== K'AFO — 


ve B acc tang(V/n° sinç°) 
2c ‘in’ vr° 
pi éco Vos Au cseshre tang (4/7°° sin @°°) 
26 * 2 int Va 
Pc. Lee LR L cosA°cosA"”. SE — tang( ARE ER 
2c * 2€ * 200 ‘1 En n° 
— etc. 


17. 
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La limite de “étant zéro dans tous les cas, celle de sin A“ sera 8“, et par con- 


séquent celle de cos“ sera c“. D’où l’on voit combien cette suite est con- 
vergente. ù 


AA VAN AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA 
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Réductions générales des fonctions elliptiques de la troisième 
espèce ; on en conclut que les fonctions complètes de la troi- 
sième espèce peuvent toujours s'exprimer par des fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 


10. S: l'on différencie par rapport à chaque membre de l'équation 


= ft pa on aura 


‘an nef ne sin°@) A aol 
or par la formule du n° 9 on trouve, en faisant & =(1 ua (: +7, Lit 
nm 
24 d@ A sin @® cos Ÿ é 
res — rer 1 + n sin? ® — © (+ n sin 4 


2 2e 20° =) f: d@ 
L RS Ti | 
AT ( REA /J (i+n sin? ç)a 
Combinant ces deux équations entre elles, et Has qu'on a 
; d 
f(i+ sin" ®) + +— (+n)F—nE, 


on parviendra à l’équation suivante, où l’on ne doit regarder que # comme 
variable dans IT et dans «, 


di adll=—#} C FE ne à Hi Asin @cos®. I “np F2 
Multipliant de part et d’autre par & et intégrant, on aura 
dn . dn ; an 
N=—icF ET OST s TJ GÆnsne) ye 
y'a. :C [= Va 2 (F E) sat + Asin@cos® +nsin@) Va 


Il faut maintenant, pour effectuer les intégrations, considérer successive- 
ment les trois cas de l’art 53. 
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PREMIER cAs, 2 —= col 8. 


ê A , . ae, 
106.- Alors on a dr —— SE d, Va 07, et l’équation géné- 
sin° 0 in 8 cos à ? 
rale devient 
_A(, » 8) a": d8 sin°8 kg 
sin Ÿ cos 8 = cer cos*é A cos’é À (b, , 8) gi (F— =D fs 6) 


dô cos?ô 
mn ARC RTE ET ENU 


ë dB Rene 
, 4 L4 L à 2 4 . 1: 2 
L intégrale [5 j st représentée à l'ordinaire par F(È, 8); et suivant les 


réductions connues, on a 


c°d8 sin°8 Hé ;-sin ô 
Er 8) — cos 8 A(Ë, 6) WY E(, 8); 


enfin si l’on fait pour abréger cot°® = 7, l'intégrale 


A À di cos”ô étonne ati 
sin ® cos ® GE sie cos) AG, 9) Pourra se décomposer ainsi : 
À sin @ da A d 


cos ® A(b, 6) sin @ cos @) (1 + 7 sin°8) À (b, 6) ? 
et sous cette forme elle peut être NEC par 


de eg Et tira 


cos ® 


— Ir’, b, 6). 


sin@cos® 
Substituant toutes ces valeurs, et désignant, pour plus de clarté, par... 
I(n, c, ®), A(c, @), F(c, @), E(c, @), les fonctions I, A, F, E; on aura, 
pour le premier cas, la formule générale qui suit : 


_A(D, 0) 9) (2 n,c, E) LÉ ous _A(c, ç (22 H(x/, ? , 8) 


sin À cos 8 sin @ cos ® 


=| CH A(G,D)E(c,e) +2 A(c, 6) F(E, 8) (!) 


cos à cos ® 
+ F(c,6)F(6,8)—F(c,e)E(, DH, ?)F(6,0). 

La constante C, ajoutée à cette formule, pourrait être fonction de ®, puis- 
qu’elle résulte d’une intégration où @ a été regardée comme constante ; 
mais comme la forme de l’intécrale est telle qu'on peut permuter entre 
elles les quantités @ et 8, pourvu qu’on fasse de même la permutation entre 
c et à, il s’ensuit que C ne contient ni 8 ni, et qu’ainsi C est une con- 
stante absolue. 

Pour en déterminer la valeur, prenons un cas particulier, et supposons 
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à la fois @ et 8 infiniment petits. Cette supposition donne, en rejetant 


les infiniment petits du second ordre F(b,@)=E(c,@)— 9, F(b,6) 
—E(6,0)=6, A(e,9)=A(8,B)=r, n(n,c,0)= fe 
Eu Le Eee — 0 arc tang £ et semblablement I (7, b, Gt, after 
—= ® arc tang 2 Substituant toutes ces Houx il viendra 


C = are tang - ee arctang BE LIL 


107. Si l’on veut appliquer la formule (5’) au cas où =: 7, il faut, 
pour éviter les quantités infinies qui se rencontrent dans les deux meni- 
bres, faire ®—+7 — «, et supposer © infiniment petit. On aura ainsi 
n'—col*® — tango —&° ; et puisque #/ est infiniment petit, la fonction 
I (x', b, 0) s’exprimera de cette manière 


ne di 6 d} Ho} dé sin°8 
I (x, b, Dre A (b,6) n [2,5 : 
on aura donc 


A 
sin @ cos @ 


A sin 6 sin°6 
H(,0,8)— EF (b, 8) = AT (6, p— 04 fe > 


d’où l’on voit que le premier membre se réduit à zéro, lorsqu'on fera © —0, 
et qu’ainsi la supposition de ® = + 7 donne cette formule 
Mme + ao OP OEGÈ) 

| —F'(c)E(2,6)—E: (c)F (6,6) 
Toutes les fois donc que le paramètre 7 est positif, la fonction complete de 
troisième espèce Il' (7, c), pourra toujours se déterminer par des fonctions 
de première et de seconde espèce, savoir, par les fonctions complètes 
F'(c), E'(c), qui se rapportent au module c, et par les fonctions non 
complètes F(#, 8) E(&, 8), qui se rapportent au module complémen-. 
taire D, et doft l'énphtade Û se déduit du paramètre » par l'équation. . 
cot Ê = y/n. 

Ce théorème est très important dans la théorie des fonctions elliptiques, 
et son usage sera d'autant plus étendu, que dans beaucoup de problèmes 
de géométrie ou de mécanique, qui dépendent des fonctions elliptiques, on 
“n’a souvent besoin que des intégrales définies ou complètes. Nous en donne- 
rons ci-après diverses applications. 


108. Si dans l'équation (4) on met — à la place de »; et qu’on fasse — 
| 2: Fit nm n 
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= col’ , afin de mettre en même temps À au heu de 4, on aura 
A(b, à) mn fC* ee ral : ; 
eme D Gp €) = 57 A (6,2) E (0) 4 F°(0) (8, à 
| — F'(c)E (8, x) — E'(c)F (8, À). 
Mais, en vertu de léquation =» cot’A ou c tang 0 tang A— 1, qui se 
rapporte au module à, on a (n° 18)F(2,8)+F(2,A)—F#F(0), 
E(b,8)+E (b,A)—E: (0) + 8: sin À sin 8 ; on a en même temps 


__+ cost __ csimô A (b, à) 
AE ne OPA ATEN: A(b,a)= EURO 8)" sin à cos à ? 


PA 


TT sin cosé — y 
Ajoutant donc l’équation précédente avec l’équation (2), et obser- 
yant que d’après la formule du n° 5o , on a I'(2, c)+Ir (os c) 
= F'(c) + À , on trouve que les angles 8 et À disparaissent entièrement 


du calcul , et qu'il reste entre les fonctions complètes, pour les modules € et 
b, cette HAE 


EF (c)E (8) + ()E(c)—F (0° (06), 


ce qui est une nouvelle démonstration du théorème de Part 45. 

109. Puisqu’on peut exprimer la fonction complète Il (2, c) par des fonc- 
tions de la première et de la seconde espèce, on pourra exprimer de la 
même manière toute fonction non complète IT (2,c, @), dont l’amplitude 
@ est telle qu'on ait F(c, @) = #F"(c), À étant un nombre rationnel. Eu 
effet, si cette relation a lieu, il suit des formules démontrées ci - dessus , 
qu'on à [(z,c, ®) Al" (n, c) + WW, W étant une quantité détermi- 
nable par arcs de cercle. Donc il y ‘à une infinité de cas où la fonction I, 
dont le paramètre est à volontés pourvu qu’il soit positif, pourra se réduire 
aux fonctions de la première et de la seconde espèce ; et ces cas sont déter- 
minés par un symptôme général. 

Étant donné l'amplitude ®, on peut trouver par un calcul assez simple, 
si la condition dont on vient de parler peut être remplie, c’est-à-dire, si 
la fonction F(?) est dans un rapport rationnel avec la fonction complète F*. 
Il faut pour cela calculer fa valeur approchée de la fonction F (@) par la 
méthode de Particle 69. Lorsqu'on aura déterminé l’angle ®, limite des 


Oo oo + 
angles ?, ., Fe etc., il faudra examiner si cette limite ® est avec l’angle 
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droit dans un rapport à la fois simple et trés rapproché. Si le rapport était un 
peu composé, il n’y aurait lieu à aucune réduction, attendu que la réduction 
exige que le rapport soit exact, et que, pour peu qu’il fût composé, l’équa- 
tion qui détermine sin @ serait d’un degré très élevé, ce qui rendrait peu 
probable que la valeur donnée de @ sausfit à cette équation. Mais si le 
rapport dont il s’agit est exprimé en nombres simples et qu'il paraisse au 
moins fort approché, il y aura lieu de croire qu'il est exact. Alors on s’as- 
surera par les formules rigoureuses, si la valeur donnée de sin @ répond au 
rapport # trouvé entre F(c, @) et F'(c), ou entre ® et + 7. Lorsque cela 
a lieu, on trouvera également par les formules rigoureuses, la valeur de 
W qui donne I(z, c, ®) = AIT (n, c) + W ; ainsi on pourra déterminer 
I (n, c, @) par des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

La méthode qu’on vient d'indiquer n’est autre chose que la méthode 
d’approximation par laquelle on évalue la fonction de première espèce... 
F(c, ®). Mais on peut pour le même objet employer une autre méthode 
qui paraît conduire plus directement au but, sans qu'il soit besoin de for- 
mer léchelle des modules. 

Étant donné l'amplitude @, on calculera successivement les amplitudes 
Pas Psy Pas etc., qui donnent F(9,)=2F(), F(p:)=3F(p), F(04)=4F(@),etc.; 


c’est ce qu’on fera par les formules 
tang 7 ®, — A tang @ 
tang (2 @; ++®)—= A tang ®, 
tang (+ PP) = A tang Ps | 
tang (3 Ps ++ Ps) = A tang 9, 
etc. 
Il est évident que si l’angle q est tel qu'on aitF (c,®)—%XF:(c), k étant un 


nombre rationnel * , il y aura nécessairement dans la suite @,, @s, ®4, etc., 


La Ed 
un terme ®, tel que 9, —m.=, c’est-à-dire qu’on devra rencontrer dans 


cette suite un terme ®, qui soit multiple de l’angle droit. Et comme d’ailleurs, 
par les raisons que nous avons exposées, le rapport Ê devra être exprimé 


en nombres assez simples, on n’aura jamais qu’un petit nombre de termes 
à calculer dans la suite ®,, @s, ®4, etc., pour reconnaître si les fonctions 
F (@) et F' sont commensurables entre elles, et par suite si IT(7, c, @) peut 
se mesurer par Il' (7, c). | 

110, Pour revenir à l'équation (1’), nous observerons que cette équation 
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servira en général à déterminer l’une des fonctions H(n, c, @), H(n’, b, 8), 
par le moyen de l’autre supposée connue. Ces deux fonctions ont des 
modules complémens l’un de l'autre, et leurs amplitudes se dé luisent réci- 
proquement de leurs paramètres par les équations 7 = cot’ 0, n'=— cot*9. 

Supposons que l’angle 8 , déduit du paramètre », soit tel qu’on ait F(, 8) 
—= ÀF:(b), k étant un nombre rationnel ; on aura par les propriétés con- 
nues, E(b, 8) —#E (8) + V, et IT (7, b, 8) — AIT! (n/, b) HW, les quan- 
tités V et W étant déterminables, la première algébriquement, la seconde 
par arcs de cercle. 

Si maintenant on substitue ces valeurs dans l’équation (1), et qu’ensuite 
on mette pour Il'(»', b) sa valeur déduite de la formule (4’), on aura, après 
les réductions, ce résultat très simple 


20 n(n, ae) 0 FL A(E, 8) F(c, ®) 


sin 6 cos 4 cos Ô 
WaA(c, @) 2} 
VF (c, g) sin sin @ cos Q cos ®" 


D'où l’on voit que la fonction IT peut alors se réduire indéfiniment aux 
fonctions de la première espèce, et la seule condition nécessaire pour cette 
réduction, est que le paramètre 7, représenté par cot* 8, soit tel que le 
rapport de F(#, 8) à F'(b), soit rationnel. Ainsi nous avons encore pour 
ces réductions un symptôme général qui comprend une infinité de cas par- 
ticuhers. 

Le cas de 7 — c qu’on a résolu n° 49, est compris dans le symptôme 
général, puisqu’en faisant cot* 8—c, la valeur de 8 qui en résulte, est 
celle qui, appliquée au module 8, donne F (8, 8) — ? F'(2). Aussi en faisant 
k— + et substituant les valeurs de V et W qui sont V = 5(1 —c), W 


2 
__ sin@ cos® PERS _ sin cos ® (r ) 
CAR ne 


arc {ang . ——— 
2 À D'(rHc)sing. : 24 


F 
X(—arctang. 
2 


on retrouve la Fig 
1 2 F 
H(c)=5ir + Je" 


SECOND CAS, A —— 1 —- D? sin* 6. 


(1 + c) tango 
(5) 734 , 


3 arc tang . 


dn &* sin 8 cos 0 
. On aura ARE ce cas 17 248A @, Mr Fi EULE et l’équa- 


tion hat du n° 105 deviendra 


b* sin Ü cosô d3 
NORD El ak ne DT nil TaRs | 
| #2: dé A(B, 0) (:. 3278 
A sin @ cos g lo seed e: 
La à | 18 
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Or par les formules connues on a f- = = F0 et ar E 
=. e E(b, 8) — Ê : que ee. ;.de plus en faisant b* tang® ® —n', on a 
| dé A(b, 8) 


Aa — 7e 
cos? @ —- b* sin? 8 sin° ® rer LUCE b » 8) 1 F(6, 8); 


4 sin @cos ® 


donc en faisant toutes ces substitutions on aura pour le HR cas, la for- 
mule générale 


vu _A(c,@) d4 
(Gr, 656) EGP] = Le no cos gl (7271) 00e FOOD Le) 
 (HFGOFG,6) —E(c0)F(8,6)—F(c,0)E (6,6) 
On n’a point ajouté de constante, parce qu’en faisant 8 —0, les deux mem- 
bres s’évanouissent. 
112. Si on veut savoir ce que donne cette équation lorsque =—2+7, 
(ce) nm 
sin @ cos @ 
pour cela, il faut d’abord supposer ®=—+7—%, © étant infiniment petit. 


il faudra trouver la valeur de (n',b,8)à cette limite; et 
4 . b? 
JIES A 2p — a 2 k Fesses 2 a 
Or puisque #2! — b* tang*® — b* cot*w, il en résulte 7 = tang'o, et la for 
mule du n° 49 donne 


(x', 8,8) + (tango, 0,0) = (0,8) fun e ER ARS ARE = CD . 


Mais © étant infiniment petit, on a 
1 (tang’o , b, 8) =F (6, 8) — M tango, 


M étant une quantité finie; donc 


A (c, @) ®) ! b, ÿ cos® A(c, +) $ A(c;,@) tang 
sin ® cos @ pri Gr, PET "Ar sin*® M+ GAS sing cos A(b, 8) 
Le second membre se réduit à ++ lorsqu'on fait p—+7; donc on aura 
pour déterminer Il' (7, c), l'équation 


ER [IT (2, €) — Fe (c)] = 2 + (6) FU, 0) 
LE (c)F(8,8)—F'(c)E (8, 6) 


d’où l’on voit que la fonction complète de troisième espèce I'(x7,c), 
s'exprime généralement par des fonctions de la première et de la seconde 
espèce. 

Nous observerons que les formules. (7/) et (77°) auraient puise déduire de 
celles qui ont été données art. 54, 106 et 107; mais il n’était pas inutile 
de faire voir comment on pouvait y parvenir directement. 


(C:2h 
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La fonction non complète IT (7, c, ®) s’exprimera de même par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce, si amplitude @ est telle 
qu'on ait F(c,®) = AFF" (c), Æ étant un nombre rationnel. Car alors on à 
N(n,c,®)—=AÂAU' (7, c)+ VW, W étant une quantité déterminable par 
arcs de cercle. 

H13. Supposons que l'angle 6, détermine par” Je parametre: 2, 0. 0 0 » e 
n—=— 1 + 0*sin* 6, soit tel que pour le module 2 on ait F (D, 8) —= À F" (b), 
À étant rationnel; alots on aura par les propriétés connues I (x, b, 8) 
= A'(7,b)+VW, W étant une quantité déterminable par des arcs 
de cercle. On aura en même temps E(b,0)—4E"(b) HV, V étant une 
quantité déterminable algébriquement. 11 suflira donc d’avoir la valeur de 
Il! (7°, b) où l’on a #/ — b* tang* 9. 

Pour cet effet, j'observe que la formule du n° 5o donne 

I (n!, ) IT (cot° @, b) = F' (b) + LINE : 


2A (c, €) ? 
ensuite par la formule de l’art. 107,on a 


sin ® Ti "A ; 
'(col*?, 6) = "PES Les me A(C>P)F'(E) HF (G)F(c, 9) 
7 CE ()F (ce, @) — F'(6) E(c; @) 


Faisant toutes ces substitutions dans l’équation (7°) et réduisant , on aura 


A(b,8 A(c,+o)A(b,8 
U(, 6, p)=(1— — LÉ CL NV) EF (0,0) + re Cs a es —— 


sin @ cos @ sin cos 


D'où l’on voit que la fonction de troisième espèce IT (7, c, ® ) se réduira 
indéfiniment à la fonction de première espèce F(c, @); et la seule condi- 
tion nécessaire pour cette réduction, est que l’angle 8 déduit du para- 
mètre 2 —=— 1% b* sin° 8, soit tel qu’on ait F (8, P}= = 4F: (b), k étant un 
nombre rationnel. 


Ainsi dans le cas den —=— 0, où l’on a sin*8 — 


= Ne => cetle valeur de 
8 est celle qui donne F(&,8)=;: EF" (b); la réduction est donc possible. On 
trouve ensuite par les formules du n° 60, V=:(1—c), W—........ 


: (21 5 
TE arc tang Le a ; et substituant ces valeurs dans la formule 
de l’article précédent , on en tire: 


D(—c)=ir+ À 


(1 — c) tang 
s arc tons. a 
ce qui s'accorde avec la formule du n° 49. .. 

114. Si dans l'équation (7) on fatr=—c ou ê—+7, on trouvera 


102, 
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encore la même équation qu'au n° 51. Mais si on fait 2 = — 1 + w°, © 
5) où V'— 5° et la substi- 
tution faite en négligeant les puissances supérieures de « donnera 


D (2,0) = TE (0) — LE (c). 


) d 
Telle doit donc être la valeur de l’intégrale f Poe Lane à? 


étant supposé infiniment petit, on aura sin 8 — 


lorsqu'on 
suppose « infiniment petit et ®— +7. 
Pour vérifier ce résultat par l’intégration directe, j’observe que b étant 
la valeur de A lorsque = +7, on peut faire 
d? de 
=f— ER 
? + &° sin*@ cos* Va sin? in° @ 
La première partie a pour intégrale = arc tang (w tang @), et en fai- 


1 
. 3 . 
sant @—:7, elle devient =. La seconde partie se décompose en ces deux 


= d@ 1 ) V= = &? sin? @dp 1 D 
7} cos®® A by? 7 J cos‘@(cos*® + «*sin‘®) \b  A/’ 


d@ sin*® 
ASE ,? 


autres 


Or en intégrant par parties on a T=tang (e—; — c° ff 


(B— A )tang @ 


expression dént le premier terme tang (+ — = = in 


c°sin® cos @ 


T7 5AG+A) 
T=-f sin” Lie que = de = EF" (c)—X E (c). 
Nous avons déjà les deux premiers termes de la valeur de (7, c); 


un troisième terme serait donné par l’intégrale V qu’on peut mettre sous 
la forme 


s’évanouit lorsque ® — 7; donc on a simplement... .. 


eva c° d@ sin°® 
ä. (cos®® + e* sin’) (6+A)5a? 
et en procédant de la même manière, on trouve que le premier terme de V, 


développé suivant les puissances ascendantes de «, est en même temps le 


; c’dg sin°@ 
premier terme de pre plus simple 3) * f: 207 (cos @ Lo sin°Q) Fe sing)” 


c? 
Co 
pour expression 5° =. Réunissant toutes ces parties, on aura 


te (a, NA” (c)—x%E: (C) +750 + ete: 


lequel a 
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| TROISIÈME CAS,  — = €* sin° Ô. 


‘125. La subsüitution de cette valeur de 7 dans l'équation générale du 
n° 105, donne 


dé 

A (C) PUEE — D fre d'e Fc 

c°d 8 sin°8 

+ A sin @ cos ef, 1—c° sin? # sin *) À (c, 8) 

Dans cette formule et dans toutes celles qui en seront déduites, les fonc- 
tions A, F, E, étant toujours relatives au module c, nous n’y joindrons 
que la de de l’amplitude, c’est-à-dire qu’au lieu de Ac, DENT CAE 
E(c, 8), nous écrirons simplement A(8), F(8), E(8). Cela posé, on a par les 
formules connues, 


de 
Lx =) —E(0)— 4 (0) cot 9; 


et si l’on fait 7 =— c*sin° ®, on aura 


c? sin? dû 
1 — c°sin°@ sin°6 ‘ A(6) — sin @ — [1 (x, 9) —F(8)]. 


Donc la formule générale pour le troisième cas, est 


cot 0A (8) [T(72,P) —F (®) ] = cotpA(o) [IT (7’, 8) —#F O] 
HE()F(o)—F(8)E(?).......(). 

On La pas ajouté de constante, parce que la forme de Lire fait voir 

que si on change @ en 8 et réciproquement, la constante devrait changer 

de signe, ce qui prouve qu’elle est nulle. 

116. Si dans la formule précédente on fait —217, on aura immédia- 
tement 
rr' G)=r +R [ME (8)— EF (8)]........(p'). 
Ainsi dans le troisième cas, comme dans les deux premiers, la fonction 
complète de troisième espèce Il! (2), s’exprimera toujours par des fonctions 
de la prémière et de la seconde espèce. 

- IL'en est de même de la fonction non complète IT (#7, c, ®) ou II(#7,@), 
si l'amplitude @ est telle qu’on ait F (9) —#F!, À étant un nombre ration- 
nel; car alors on aurait I (7, @) = AI! (nm) W, VV étant une quantité 
JE par logarithmes. 

Il est remarquable que les formules (7!) et (p‘) qu’on vient de trouver 
pour le troisième cas, sont plus simples que les formules analogues pour 
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le premier et le second cas, puisqu'elles ne contiennent point les fonctions 
Fet E relatives au module complémentaire 2. 

Remarquons encore que la valeur de Il' (7) serait indéterminée si on 
avait Ô—}7 ou n = — 0c°. Mais alors on a généralement pour toute valeur 


de ?, 


Do, 0) = E)—rn 


et par conséquent lorsque ®=+:7, on a 
1 bte 2 \ 4 41 
H'(—c)— 5e E'. 


117. Revenons à la formule générale (n'), et supposons qué l’angle 6, 
déduit du paramètre 7 — — c* sin*8, soit tel qu’on ait F (8) — 4F', k étant 
rauonnel ; on aura alors E(8)—%4L'ÆV, et I(7/,6) = AT (M) + W, 
V étant une quantité déterminable algébriquement, et W étant détermi- 
nable par logarithmes. Ces valeurs et celle de la fonction I! (2!) tirée de la 
formule (p') étant substituées dans l'équation (7°), il en résultera 

Ha, @)= (1 + RES) F (0) + EUR 
D'où il suit que la fonction I (7, @) pourra être ramenée indéfiniment 
aux fonctions de la première espèce, si le paramètre satisfait à la condition 
mentionnée, Nous avons déjà donné (n° 97 ) un symptôme semblable de 
réduction, mais celui qu'on vient d'indiquer est beaucoup plus général. 


Soit, par exemple, 2 = — 1 + b—= — 0° sin° 8, on aura sin° Ê — ess 
ce qui donne F(9)= + F*'. On a alors par les formules du n° 60, Ë 


E(4)=2E+1(1—0), 


, Va ere UP _sin@ _[ A— (1 —b)sin ® cos g\. 
et N(n'8)—=211 ÉR RSSe : 


d’où résulte t 
TL (n, DE E (+ 758 Dane es)» 

ce qui s'accorde avec la formule du n° 55. 

Nous terminerons ces recherches par une observation générale; c’est 
que toutes les fois que la fonction de troisième espèce IT est réductible mdé- 
finiment aux espèces inférieures, elle est toujours réductible à la première 
espèce, c’est-à-dire qu’elle s'exprime par la seule fonction F(c,@). Il n’y a 
d'exception à cette règle générale que lorsque 2=— c*, et lorsque. ..:.. 
n—=— 1, seuls cas où la fonction de seconde espece:E (@) entre dans l’ex- 
pression de IT, ainsi qu’on le voit par les formules du n° 57. 
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AAA AAA AA AAA AAA AAA AAA RAA AA AA AA AVS AAA AAA AAA AAA VS 


CHAPITRE XXIV. 


Réduction générale des fonctions elliptiques dont le paramètre 
est imaginaire. 


sin @ cos ® ; ut 
S I Œ ————— étant un coeflicient cons aur'e 
118. WOIT p Gi Lésne) à ? ê tant, on aura 


en différenciant et introduisant un second coeflicient constant #, l'équation 
générale 
dp __dg 1—(2+6) sing+ (rt + aû) c' sing — & c* sing 
1 + ép À "(1 + sin)" (1 — c* sin*@) + £ sin*® (1 — sing)" 
Pour opérer le développement du second membre, on supposera que son 
dénominateur soit le produit des trois facteurs (1 + 7 sin°*®) (1 + n' sin°®) 
(1 msin’®), ce qui donnera les trois équations de condition 
nn'm=— c (?, 
G+nG+nGtm= vG+ey, | (1) 
(es n) (cn) (em) = — Drok 
Cela posé, connaissant les deux paramètres x et »!, on pourra par ces 
équations déterminer le troisième paramètre 77 et les deux coefliciens Cet. 
Et d’abord on aura pour déterminer €, l’équation 
ARTE Er Q" 
nn (i+n) (147) ? 
d'où l’on déduit 


0e LE EE (+) (0-1) ] 


= RATE À 
6 Pacs ét pr Er 
F L] n L1 = . 
Ensuite on aura m1 et k par les équations 
, c? 2 
n—= — ë 
711 


= —(c+n)(c+n"). pus 


Ces quantités étant connues, on aura par le développement de l'équation 
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supposée, la formule 


Au a | A! us à : 

I 1 + &p° Ep TR LI a n sin* @ pr 1+ n' sin?@ He 1+msin®_] ? 

où il faudra substituer les valeurs suivantes des coefficiens À, A’, B; 
FAR n$ L(24+S)n° CRE AE) PRES 


n(n — n) (n— m) 


Ar n'+ C+9 Léa mA um SE AN (3) 


mena n) (m—n es 
On peut d’ailleurs remarquer qu’ayant l’équation identique 
A AT I B hi 1—(2+2)sin9 + etc. 


nome pag 8 rmang CiEG nm) etc” 
il en résulte les deux équations suivantes pour déterminer les deux coeff- 


ciens À et A’ par le moyen de B, 
À HA! = 1 ee B; 
An An=mB—1)—(n+n!) (B+;)— 2— €. 
On aura enfin par l'intégration, cette formule générale 
Tin! AA En 
An + An + Blm+ 3 F= f: SE (4) 


qui servira à déterminer Pune des trois fonctions I, In’ , Im, par le 
moyen des deux autres. 

119. Cette formule contient comme cas particuliers les formules-du cha- 
pitre XV, savoir, la formule ( f”) en faisant m— —1, et la formule (g’) en 
faisant m3 — 0. Mais elle est susceptible d’une infinité d’autres applications 
qui peuvent répandre un nouveau jour sur la théorie des fonctions ellipti- 
ques de la troisième espèce. Si on prend les paramètres 7 et 7! tous deux de 
la forme — 1 + sin, le troisième 72 sera de la même forme ; si on les 
prend tous deux de la forme —"c* sin° À, le troisième "2 sera de cette même 
forme. Mais si on supposait z et 7’ l’un de la forme — 1 + b° sin°u, l’autre 
de la forme — c* sin°A, on trouverait pour l’expression du troisième 77 une 
quantité imaginaire ; el ce résultat était facile à prévoir; car si l’expression 
de m se rapportait à la forme — 1 + * sin* &, il s’ensuivrait que la! fonc- 
tion dont le paramètre est — c* sin* À pourrait s’exprimer par les deux 
fonctions dont les paramètres sont — 1 + L* sin° ww et — 1 + D" sin’æ, ce 
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qui est contraire à la nature de ces fonctions. De même, si #1 se rapportait 
à la forme —c*sin*&, alors la fonction dont le paramètre est. ..... 
— 1 +- b* sin pourrait s’exprimer par les deux fonctions dont les para- 
mètres sont — c* sin* À et — c*sin*æ, ce qui est également contraire à la 
nature de ces fonctions. 

Puis donc que dans hypothèse précédente la valeur de 2 doit toujours 
être imaginaire , il paraît s’ensuivre que toute: fonction .dont le paramètre 
est imaginaire, pourra s’exprimer par deux autres fonctions dont les pa- 
ramètres sont réels, l’un étant de la forme — 1 + b* sin, l’autre de 
la forme —- c* sin À. C’est ce que nous allons démontrer d’une manicre 
directe et avec tous les développemens qu’exige cette proposition l’une des 
plus importantes de la théorie des fonctions elliptiques. 

120. Soit le paramètre imaginaire donné 7—»(cos 94 y/— 1 sin 8), » étant 
positif et cos 0 pouvant être positif ou négatif à volonté ; ce paramètre sera 
toujours accompagné, dans l’intégrale réelle dont on cherche l’expression, 
d’un autre paramètre 7! —»(cos 0 — y/ — 1 sin 8). D’après ces deux don- 
nées 1l faut trouver la valeur des fonctions I (x, c, ®), I (x, c, @), ou sim- 
plement I, I7/, exprimées par deux autres fonctions dont les parametres 
sont réels. 

Pour cela il ne s’agit que de substituer les valeurs de 7 et 7° dans les 
formules trouvées pour la résolution des équations (1). Soit pour abréger 

by | | 
h mme HEC pe LU trouvera 
C—=—vhÆyy (1 ahcos0 + A), 
RETE QRI [ah Hohcos 8 + 1 ATAC 2h cos 0 + 4°) 
DUT Ge ? 


k = — (cf + 20° y cosÜ + »°) rte 


b2c? 2 


nn — 


d’où l’on voit que les trois quantités £, », k, sont toujours réelles; il 
en est de même du coeflicient B dont la valeur est 
pa m3 + (2 + jm? + (1 +20) cm + Ce? 


mn? — 2m cos 0 + »?) 


Quant aux coefliciens À et A’ qui contiennent chacun une partie imagt- 
nare , ils se tireront facilement des équations 


À tea" =1—}7—B, 


An + A'n= m(B— 1) — 27 cosÜ (B + à) — 2. 
3 ve D 19 
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Il y a deux valeurs de Ÿ et par conséquent deux de "”, et deux des 
autres coefficiens. Les valeurs de »# méritent une attention particulière , 
parce qu’elles sont les paramètres réels des fonctions par lesquelles, nous 
voulons exprimer les fonctions Iz, [n', dont les paramètres sont imagi- 


naires. 
Soient m# et m' les deux valeurs de #, on pourra supposer : 


m + © = — 2hc [h + cos0 — y/(1 + 2h cos + X*)], 

mc = — 2hc[h+cos0 + y/(1 + 2h cos 8 + A*)]; 
de là résulte 

(m + ec) (m'° + ©) = — Acte sin’ 8; 

il faut donc que des deux facteurs #3 4 c°, m'+ c*, l’un soit positif et 
l’autre négatif; d’ailleurs comme 7» et m' sont tous deux négatifs, et que 
1m est positif, ainsi que 1-7, d’après la seconde des équations (1), 
on satisfera à toutes ces conditions en prenant (? 


— a Le, 2 in? 
Mm—=— Csin À, M——1H+bsmtw, 


et on déterminera immédiatement les angles À et & par les formules 


in Ne hr ah cos 0 HE), 


COS =— Ch cos + p/(1 + 2h cos 8H P)]. 
La première donne 


cos À — 2h [— h — cosû + y/(1 + 24 cos + °)] 
h°c° sin° ARE » ee 
donc cos*A cos nu = SSI Ainsi l’angle À étant déterminé par la pre- 
mière formule, on en déduira ge par la formule très simple : 


2.hc sin 8 


121. Cela posé, 1°. en partant de la valeur m—— c* sin*A, et des va- 
leurs correspondantes des coefliciens €, 4, B, A, A’; faisant de plus 


f=A HA =1—;—B, 
g = An'+ A'n=m(B—1)—29 0050 (B+7)— 2 —5, 


O2 Il y a des cas où l'on doit prendre »m et m’ dans l’ordre inverse, savoir... 
M — == ] + D? sin? et m —=— c? sin? à, < 


# 


CHAPITRE XXIV. 147 
on déduira de l'équation (4) 


+ g sin? (à) rente Lx : se 
1 + 2» cos sin° +» sint@ sint@ 5 = f(#. 1H ê Br) (5) 
Soit cf + 2c°y COsB + »° — T*, On aura À = — d fe MN qutie, 222 PI 


à ! S 
fe dp et Et pe. b + pr cos 2) 


1+Ap?  2rcosx © 15 — pr cos à / 
2°, En partant de la valeur »° =— 1 +8? sin*w, et désignant de même 
avec un accent les coefficiens correspondans : 


= y[h+ y(iÆohcosb+kA)], p= PPS ER 
b' mi+(2H+E)m+( He cn + cd EE 
m5 — 2m") cos6 Em 
It cos” — 7! si 
k nn UerE a 
J—= ei aa Le à B", 
g'= m'(B'— 1) — 2» cosb (B'+ z)— 2—ÛC'; 
on aura cette seconde équation 


F+e sin? ® de __ _dp pes cp ; 
T° + 2» PATES À ch ee 2 ë F B'Ilr ; (6) 


où l'intégrale _ = Nan — arctang (Es Î SE) = 
7 COS Sin @ COS 
RE arc tang NET 
Au moyen de ces deux équations. toute formule intégrale proposée 
js a 46 sin°® de (-) 

J 1 + 2» cosbsin®@ +" sini® * À ? 7 
dans laquelle le dénominateur 1 + 2» cos0 sin° ® + »* sinf@ est le pro- 
duit des deux facteurs imaginair es 1=ysin°®(cosô+y/—1sin6), 
1 + sin* @ (cos Û — y — rsin0), pourra toujours s'exprimer par les deux 
fonctions Im, I, dont les paramètres sont réels, lun étant de la forme 
— c? sin À, ab él de la forme — 1 + sin u. me connaissant les coef- 
ficiens f, g, f', g',«, 6, 1l sera aisé de satisfaire à l'équation identique 


a +6 sin® —M(f+gsin ç)+M'(f'+gsin®), (8) 
où M et M’ sont des coefliciens constans, par! lesquels on multiplier les 
équations (5) et (6), afin qu en ajoutant les produits, le premier membre 
soit égal à l'intégrale proposée. 
122, Ïl est Po de prévenir une difficulté que pourrait offrir équation (5), 


19%: 


2 
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j b b + pr cos AAC 
elativ F log .-————. Puisqu’on a p— 
relativement au terme Eee rien: GR ONE QE q P 


Sin @ Cos@ SHbte que p est zéro lorsque —0o et lorsque P—= 00° ; 


(i + £sing)A? 


entre ces deux valeurs il devra y avoir un 77aximum, mais on pourrait 
craindre que ce maximum ne füt infini, et c’est ce qui arriverait si Ÿ était 


négatif et plus grand que l’unité, Or cette supposition, qui rendrait p 
| b 


infini, ne peut jamais avoir lieu, et même on ne saurait avoir p — 

? ? T COS À ? 
ce qui rendrait infini le logarithme précédent; en effet nous avons établi 
ci-dessus les équations (1) en supposant identique léquation 
(1+-sin}(1—csin@)Hsin @cos (1 +nsinp)(1+n'sin*p\1+msino). 
Le second membre est toujours positif, quelque valeur qu’on donne à sin, 


depuis ® —o jusqu’à ® — 90°; donc le premier membre est toujours po- 
sitif, et par CoRSAUEES 1 + Âp* est toujours positif; mettant au lieu de 


cos” À À 
sa valeur — z— On en conclura que b®—p°r* cos’ À est positif, et 


Jar COI — n a toujour il 
] onséquent aussi b—pr cos À; donc o toujours p < GT à et 1 


n’est pas à craindre que la quantité logarithmique comprise dans le second 


membre de l’équation (5) devienne infinie. 
Soit maintenant Dm, la valeur du premier membre de cette équa- 


üon, lorsque la fonction est complète ou lorsqu'on a ?—00?, il faudra faire 
p —0, et on aura simplement 
Dm=—7#— Blu, 
ou en substituant la valeur de I'», suivant la formule (p’) de l'art. 116 
B tang à 
d m=— (> +B)Fe— T [Fe (ce, 2) —E"cr (e, A)]. 
Si nous passons maintenant à PE de la formule (6), nous verrons 

snpsin® . + ME ÉLSS ° 
GEL e) À > qui est nulle lorsque ® = o et lorsque 
® — 90°, deviendra infinie entre ces deux limites, si le coefficient € qui 


est négatif [ puisqu'on à Q/=— yh —yy/(1 + 7 cos 6 }*) ], est en 
même temps plus & grand que Punité. Lorsqu'on aura done 1 + &/ sin @— 0, 


que la quantité nee 


‘7 cos y 
ou sin°® —= TD: l'arc dont la tangente = 7 à “É sera + æ, et l'amplitude @ 


continuant à croître depuis Sin? ® = — 7 jusqu” à @—:Tr, cet arc croîtra 


depuis £7 jusqu'à 7, 
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Appelons D'm! l'intégrale donnée par le premier membre de l'équation (6), 
lorsque 9 —2#, nous aurons en général la formule 


Dim'—=+7 + 37 7 Fe —BTT (ce, m'), 


A A . . r + . / 
où le terme E 7 devra être pris avec le signe supérieur si (— 0 ) est 
. . AS . ! ! 
> 1, et avec le signe inférieur si (— 0’) est < 1. A Pégard de Il'(c,m), 
on en trouve la valeur par la formule (#»’) de l’art. 112, qui donne 


1 1 À b, 1 1 gi 
I'(c,m)= F'e+ = ne [T+ F'er(b, m)—L'cF(b, u) —F'cE(o, p) |. 


De tout cela il résulte que la valeur de l'intégrale proposée (7), devenue 
complète lorsque @ = 90°, sera M®'m + M'®'m/, M et M’ étant des coefli- 
ciens constans déterminés par l'équation (8). 

Ainsi les fonctions complètes de troisième espèce, même dans le cas des 
paramètres imaginaires, peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques de 
la première et de la seconde espèce. 

123. Les formules générales que nous venons de développer ne sont su- 
jettes à aucune exception , mais il ne sera pas inutile d’en faire l'appli- 

cation à quelques cas qui présentent des réductions remarquables. 

Soit d’abord » = c, 8 étant à volonté, en sorte que les paramètres imagi- 
naires proposés soient 2— c(cosû +y/— 1 sinô), »'— c(cosû—y/—1 sinê). 
Dans ce cas, puisque 27"—c?, et nn’ 2ccos0, l'équation qui détermine 4 


b? (x 
devient 1=(+—— GHEY -; elle donne immédiatement {= — 1 et = 
1 +2ccosé+ c 
c? + c cos LR “ ÿ é 
, C’est ce qu’ on trouverait d’une manière moins simple par les 
1 c cos 


b? 
2ç + 20? cosÛ' 
La solution {= — 1 est celle que nous avons désignée par (!; ainsi fai- 
sant l=— 1, on en déduira m——1;uw=0, B=0o, f —2,g = 
tang ® 


RTC W(i+2c cos8 + c 2) Jet Het (6) donne 


bou le cas dont il s agit le résultat suivant, 


formules générales où il faudrait faire À — 


2600) pi 


DST TRE ® do 
1 +2 ccos6 sin°@ + c°sint® * À 


tano 
= F +: arc lang . C: =) 


Cette intégrale, au reste, se déduit directement de la formule du n° 49, en 
faisant n = c(cos y — 1 sin 0), »— € (cosÿ — y/ — 1 sinË), car ces 
deux paramètres satisfont à la condition nn! = c*. 

Les données pour former l’autre intégrale sont 
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Fe c°+ ccosé 
“Th 1+- c cos 4 ? 
m— —csin* À, 
i c cos 4 PE Se NL LE QE 
SinÀ — 1H c cosb? tang (45° — + À) = Ep tang = :18 
e simôf/(x cb MER) 


k= —#, = 
? 1 + c cosû 4 


B= 1 — . : 
f—=0, g——2(1+ccosb), 
Su sin @ cos @ f Apr NUIT LS 1 + cp 
AC (Gi + sin @)A ?Ji+kp® 2e © 1—6ep 
Il ne resterait plus qu'à substituer lés valeurs connues de (,B, €, f, g, dans 
l'équation (5) qui devient 


2 (1 4 c cos 6) sin° dé _1 1—4p : ) 
1 H2ccosb sin + csint® " À 7 25 log . 1 + 6p F he DIRES 


et en appelant D'm la valeur du premier membre pe P—;:7,0on 
aura 


D'm— >; SF — (> — 1) Il'72. 


On aurait de même pour “ae intégrale, 
€ 


Dm —F'+;:. 


FT 

r°2 
24. Par ces formules on résout complètement le cas assez général où l’on 
an=—= c(cos8 +4 — 1 sin6); mais il y aurait un changement à faire à la 


seconde formule si on avait cos Ô—— c, ou si le paramètre était 7 — 


— © + be W — 1. Alors on aurait (= 0, m—=—(",6e— ce; mais 
avant de faire la substitution des valeurs de ( et m, il faut pour éviter 
les quantités infinies mettre la fonction > F + Bi sous la forme........ 


LR GE) RERO EEE EN enr 


intégrale se réduit à F, de sorte que la seconde équation sera dans ce cas: 
particulier , 
À Æc sin cos 


20° sin° @ CH NES 1 
A—csing cos® 


re — log . 
1—20çc°sin@+ c'sint® .A PEaro 
L'autre équation sera pour le même cas, 


2 —9 c? sin° @ 


see blange 
1— 20° sin” @ + c’sint@ 


à 


d: I 
x =F+;arctane. 
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Ces deux équations peuvent se vérifier aisément par la différentiation. Il 
ei Fe EP ge se déterminera toujours 
aisément par la fonction de première espèce F, en y joignant un arc de cercle 
et un logarithme, ou l’un des deux seulement. Il ÿ a en outre un cas où la 
fonction F disparaît de l'intégrale qui reste ainsi exprimée par un arc de 
cercle et un logarithme; car en prenant la différence des deux formules pré- 
cédentes, on obtient 


cos? ® d@ AIRES es) di A+ c sin @ cos® 
Ier A à AIN TANS Er Th 2e LL ÉtRenr Ts 


en résulte que l'intégrale 


125. Si l’on fait cos —=x, les intégrales que nous venons de considérer se- 
ront comprises dans la formule 
def lan oi dx 
Ja byst Va +26 —yxt) ? 
pour réduire celle-ci, soit ÿ/(4  26x° — yx#) = px, on aura la trans- 
formée 


es —f5+sfp)dp £ f SEA Sr 
Gp — 6) +ey 4e) VEG pr — + a] 
Ainsi se ne dépendra en général que des fonctions F, et dans le 
cas de f — 0, elle se réduira entièrement aux arcs de cercle et aux loga- 
rithmes. 
Une semblable réduction s'applique à la formule plus générale 
7 — f + + gx” dx % 
F7 a + 26% + yat VC +2: + 2:x% H yat) ? 
car si on fait p/(æœ + 26x° + Nu —= px , on aura la transformée 
AE RE HS eV —- Le 
P'H26—2: v[(p° +. —4ay | (p°+26—2:)4/[(p°— 26) —/{auy )? 
dans laquelle le dernier terme, contenant une fonction de troisième espèce, 
disparaîtrait si on avait f6 — ga — 0. Ainsi l'intégrale 


z= [—° a +6 6x? dx nu 
260 Æ yat * Ve + 2x2 yat) ? 
se Lei à VE nt — fr , et ne dépend que 
des fonctions de la première espèce. 

126. Pour appliquer nos formules générales à un second exemple, soit 
n=— 1-0 (cosA + / — 1 sinA) ; en comparant cette valeur à Ja formule 
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n=—=1(cosû + /— 1 sinf), on aura y cos0 = —1 +0 cos, » sinf = 0 sin, 
d’où résultent les valeurs 

—= 1 — 20 cos À + b?, 

D 1 +2 cos 0 +», 


h— — _ 


2 COS | 1—bcosà" 


Li 
3? 


On a donc {—=—7vh=yh, c’est - à - dire que les deux valeurs de / sont 
l=o0, l'=— 21h. 

La valeur { —0 donne m—o, ce qui fait la même difficulté que nous 
avons déjà rencontrée (art. 124); on la résoudra de la même manière, et 


I c° 
parce qu’on a dans ce cas B pr = -;, on trouvera que les deux termes 


2 F + Blm se réduisent à = F, D'ailleurs les substitutions donnent immc- 


(4 
diatement f=1—$= 2 (x ET » E=—2 (: BE 2), k= —5; 


on aura donc pour la première intégrale 


y cosô—(r+ccosb)sin® dp lo A»sin@ cos &à F 


Re se nn ———— 


1 + 2 cos sin°®Hw»®sint® * A — # A—y»sin@ cos 2 


et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiatement de la 
formule du n° 54, en faisant 7 — — 1 ++ d cos A + b sin Ay/— 1; car alors 
l'équation de condition (1 +2) (1—m)= 0", donnerait 1 —m=...... 
b(cosA— y — r1.sinA), et par conséquent — n= n/. 

Pour avoir l'autre intégraleil faut continuer de faire les substitutions dans 
les valeurs des coefliciens (art. 121 ); elles donnent les résultats suivans : 


1 — db cos À cos 8 ? 
CE | 2 
! C'y C ° a 

ND = 0 EE = — —=—1 bin 
(1 — bcos 2 }* cas” 0 s H; 
COSA — D pr c SinÀ c ANT 

SU — —— — © me — 
Fe 1— D cos à ? le 1—- d cos À b DA 


2 


A, 2242 ya DUT A 20. 
K = = cosu=— 5 tang* 6, 


HE cos À 
B— 14%, 
& 
f'= 2 cos 8 y} __ 2c* cos 6 


au moyen desquels la Ho intégrale est 


1— c°sin? PA : »+cost / ysinésing cos e\. 
RES 2p+rsin re = FH TETE À Lane nÿ4re ti (RSS 2) A /' 
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On observera dans l'application de cette formule que cos À est négatif; car 
on a 0 = c° + 27 cos Ê + »?, et » doit toujours être pris positivement, comme 
module de la racine imaginaire »(cos 8 + 4/— x sin 8). 

Dans l'expression du second membre le dénominateur cos 4 + » sin° ® 


pourrait être zéro, si cos Ü qui est négatif est plus petit que »; et comme 
cos 8 __b(b— cos S À) 

VA) ab 1—2 b cosx + 0: 

cos À << b. Alors l’arc qui répond à la valeur de ® pour laquelle, ........ 


On à I 


, il est clair que ce cas aura lieu si on à 


A T TT 
ysin° ® + cosÛ — 0, sera = et lorsqu’on fera ® = _. l'arc correspondant sera 7. 


Au contraire, si on a cos À > b, l’arc compris dans la formule deviendra 
un maximum pour une valeur de @ comprise entre o et+7, et il sera nul 
lorsque P=; 7. / 

Cela posé, si on appelle comme ci-dessus D'm et D'm/' les valeurs com- 
plètes des deux intégrales trouvées, valeurs qu’on SAHEORS en faisant ®=; 7, 
on aura en général 


D'm=— —TF", 

in — 2 EF! "+ ços P m/ luhe 28s (£ 2) 

De SE rt 2 COS 8 bre :E; $ 
le signe + ayant lieu dans 17, si cos A D et le signe —, si 
cos À > 6. 


Si on avait cos À — b, il faudrait prendre © — à la place de © = d’ailleurs 


les formules trouvées dans ce cas s AL Ar avec es ne a don- 
nées art. 124, pour le cas de cosÿ = — c, Puisque dans les deux cas on 
aurait 2=— CH 0c ÿ— 1. 

127. Il est très remarquable que dans le cas d’un paramètre imaginaire de 
la forme 7=— 1 ++ D (cos À + ÿ/ — 1 sin À), la transformation dont on a 
fait usage pour les approximations (art. 95}, conduit immédiatement à la 
réduction des fonctions [z, [»/. 

En effet, d’après cette valeur de 2, les formules de Part. cité donnent 

D = — = — 1 + 09 cos* + à ; 

et puisque le nouveau paramètre n° est réel, la solution est donnée im- 
médiatement par la première transformée 


+ à de° cos @ 
PEUR | pt +98 + es 


Tir 20 
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où l’on a pu 
Fe _ [sin À (cos À — 6) — 11, 
= [cos À — b—sin À. y—1], 


27 MER: ; 

—— = — — cos À + sinA«ÿ— 11]. 
1+n 2b [ V ] 

La valeur de [x est donc exprimée en fonction de 7°, c°,@°, comme il 


suit : 


Mn — Rene y/— 1 sin À) F(c°, e°) 


à 2 es [sin A+ (cos à — 2)4/— 1 ]IT (2°, «’, g°) 
1 + bd +ysinp° 


+ 777 (6 — cos? + V— 1 sin À) PAGE 


d’où l’on voit que la fonction I dont le paramètre est imagimaire, ne 
dépend que d’un logarithme et de la fonction f1 (n°, c°, @°) dont le para- 
mètre est réel et de la forme — 1 + b°? cos* + A. 

Connaissant la valeur de 7, on aura en même temps celle de I7', en 
changeant dans la formule précédente le signe de y—1. Et par deux 
fre convenables on pourra former une intégrale réelle. ...... 120 
M+Ny—:)lln +M—N ÿ/— 1) Ir’ qui ne contienne point la En: 
tion Il, et une autre qui ne contienne point de logarithme. Ces deux in- 
tégrales sont 


0 1e frs" en : 1 st d + » sing° 1—l né à 
ru he sint® A À — Log. NE M (= )F(e, p°), 


TE ee sint® A = TN 4 
les intégrales comprises dans les premiers membres étant les mêmes qui 
ont été semblablement dénommées art. 126. 

128. En comparant la première formule, à celle que nous avons déjà trou- 
vée, on prouve assez facilement lidentité des deux En car on a 


2 Fc, g°); 


Fc, P)= ET. F(c°,g)= a Ft, g°), ainsi © Fc, @)=— 


: : 1 + b)sin @ cos 
de même puisqu'on a sin®° — Ch 8x De LE, identité des deux quan- 
tités logarithmiques est manifeste. 

Il n’est pas aussi facile de démontrer, relativement à la seconde inté- 


grale, l’identité de ses deux expressions. Celle que nous venons de trou- 
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ver men (n°, c°, @°) réduite ainsi à un seul terme, est beaucoup plus 


simple que l’autre expression qui comprend à la fois les deux fonctions 
F, I», et un arc de cercle dont la tangente est fort composée. Cepen- 
EN on ne saurait douter que cette re expression ne soit identique 
à la/première , et nous allons faire voir comment on peut s’en assurer 
per le calcul effectif. 

L’équation qui reste à vérifier pourra être mise sous celte forme : 


b cos a — b°? 
( + &) I (n°, FF )= TA E(c, as 7T 1— D cos à TI(m, 8) + 7 RIT +4 
où FPon a 
nn — CE Lu = — 1H 0%cos A, m——1+#+0snu, 
c sin À »b sin sin ® cos® 
COUT) tang Ÿ = 


(Er — D cos À = »° sin? @)A ? 
= ] — 20 cos À + D = (1 + D} (1 — D°3 cos LA). 


Il faut observer que Parc ‘F croîtra continuellement avec @, si l’on a 
1 — b cos À  »*, ou cos A LD, de sorte qu’en faisant @ — 27, on aura 
Ÿ—7. Au contraire si on a cosA > b, Farc ‘Ÿ sera zéro aux deux li- 
mites ®—=0 et P—;: 7. 
Pour mettre plus d’uniformité dans les dénominations, soit A7 — 26, 
on aura 2°—=—1-b°%sin"6 , cosu— ET. v—=(1+4+0)y/(1—b°sin°6) 
by sin26 sing cos ® 


== (1 b)A(E, 6), tang Y — GE Dcos2€ — » sin: @)A? et l’équation a VE- 


rifier sera 
F AE E UE b(b + cos26) » 
(+ cr, «, @°) = Fc, is 1 + bcos 2€ AQAGE ) En er eeeT AE 
équation qui, outre les quantités ordinaires 2, c, @, et celles qui en dé- 
rivent, comme b°, c°, @°, ne contient d’arbitraire que l’angle 6, puisque 


csin 26 
14-b cos2C ? 
y—(1+b)A(E, 6), et ensuite les paramètres 7° et 7» dont les valeurs 
sont ñ—— 14 0%sin6, m—— 1 +b"siny. 

Cela posé, on pourrait pra pe Fa fonction II(x°, e°,@°) à la fonction 
I(n, c,®); mais on reviendrait au paramètre imaginaire #2, d’où l’on 
est parti; ainsi la seule marche à suivre est de réduire la fonction I(7n, c, @) 
à une nouvelle fonction II(m°, c°, @°) au moyen des formules de l’art. 95. 
Elles donnent une valeur positive de #°, savoir, 


cet angle sert à déterminer & et » par les équations cosy — 


20, 
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__m(mæ#c) cos m(r1—bsinx), 
G +0 (r TS) Co +) sine.  ? 
faisant donc m°=cot°y, on aura 
cos pe vVG— — b?sin°x) c° sin 264/ (1 — °°? sin°C) 
 (i+ô)sng A 7 1—9sin°6 + 0" sint6 
Soit, pour le module &°, F(b°, 6,) = 2F(6°, 6), on aura par les formules 


de la duplication (art. 21) 


nm —= 


coty = E —— 


sin 26 4/(1 — b%sin 6). 
1 — 25in° 6 -e b°2 sint6 ? 


tang 6, = 


donc coty = c°tang 6,, ou 1 — c° tang 6, tang y, ce qui correspond 
à l'équation transcendante F(6°, 6,) + F(b°, y) = F'b°, ou, ce qui re- 
vient au même, à l’équation 

2F(b°, 6) + F(b°, y) = F'. 

Cette équation qui, pour le module &, établit une relation entre les 
paramètres 7° =—1 + b%sin6 et m°=— cot*y, est comprise dans un 
symptôme général que nous ferons connaître dans le chapitre suivant ; il 
en résulte que la fonction Il(n°, c°, @°) peut se réduire à la fonction 
T(m°, c°, &°), et par conséquent à la fonction [(m, c , ®). Or la possi- 
bilité de la réduction étant démontrée, il devient inutile de développer 
ici les calculs plus longs que difficiles par lesquels on parviendrait à l’équa- 
tion générale que nous voulions vérifier. Nous nous bornerons seulement 
à faire voir l’exactitude de cette équation dans le cas des fonctions com- 
plètes. 

129. Soit donc ® — ++ ,et par suite ®°= 7; si on suppose cos << D, ou 
b+cos26 >0o, ce qui donne #Ÿ'—7, l'équation à vérifier sera 


m ER NO NE À b cos 26 + 
2(1+ cr, ce) = F'e — É nt (me) +3 Eee? 
et on aura 


D = = ] + be2 sin° 6 , =] —— 2b cos 26 + b2 — (1 + 0) (1 — bsin*6), 


£ b + cos 26 c sin 26 Y: ©; 
DORE T Ebon at UM DE CD A ee nl DO rede 


Maintenant, par la formuie de l’art. 112, on a 


b, T 
[ifm, ©): = Æic F pti (£—u), 


sin #e COS ge 


1 0 ON — Fino A(b°, 6) 1 o 
nu (x, e)= Fe CH 7m Ccosé ZM), 


M = Fe E(0, un) + Etc F2, u) — F'eF(0,p) 
M° = Fe E(b°, 6) + Ec° F(4°, 6) — F'cF(°, 6). 


2 
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Substituant ces valeurs dans notre équation, etobservant que (1+#c°)F'e=F'e, 


le premier membre deviendra 2F'c+ Tee (x — 2M°), et le second membre 
c° ; y a AUS PTS rem 14 . 

TT Paie ( Le M). Aünsi tout se réduit à vérifier l’équation 

brsin26 …, 
TE Too P c=2M+M—;ir. 
I faut pour cela substituer le module # au module &°, dans Pexpression 
de M°; or on a d’abord les valeurs des fonctions complètes, savoir, 

10 — + 1 F0 mi 10 
F'e Frey -h'c = SE c+ Fe, 

ensuite on exprimera F(b°, 6) par F(b, d'), en établissant léquation 
sin (26 — d')—= b sin d', de même qu’on exprime F(c', @’) par F(c,@), au 
moyen de l’équation sin(2®°—®) = c sin ®. Ainsi en prenant l’amplitude À 


sin 26 so MES sin 26 
———— —, u Si = —— n 
REA Te. ——; ON aura 


F(, €) = F6, d), 
E(6, 6) = —— +3 E(, d)—?(1 —0)F(6, + sin d'; 
substituant ces valeurs dits cer ession de M°, on aura 
2M° = F'eE(b, d')+ (E'c— F'e)F(b, À) + 6 sin d'F'e 
l'équation à vérifier se réduit donc à celle-ci : 
re Fe Po[E(6, m)+ EG, d)+ésind] —17 
è + (E'c— Fe) [F(G, 4) +F(b, dj]. 
Mais d’après la valeur trouvée de tang d' et celle de tangw, on a..... 
1 — € tangp tang d', ce qui répond à l'équation F(b, w)ÆF(b, d)=F’2 ; 
on a en même temps E(b, u) + E(b, f) —E'b—+ Bsin we sin d'. Substi- 


tuent ces valeurs et effaçant la partie qui se détruit par la propriété des 
fonctions complémentaires , il ne restera plus que l’équation 


telle que tang d = 


by sin 26 ! LR ; 
Th bsin d' + bsinu sind, 
laquelle devient identique, en substituant les valeurs connues de sin d 
et sinp. 
130. L’équation générale co que nous avons établie entre trois fonctions 


dont les paramètres sont », »', m, peut servir à donner une seconde solu- 
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ton du problème qui a pour but d'exprimer une fonction dont le para- 
mètre est imaginaire, par deux autres fonctions dont les paramètres soient 
réels. 

Représentons par "#3 le paramètre imaginaire donné m—.........., 
y (cos + y — 1 sin 8), et par z et »! les deux autres is qui doi- 
vent être réels. Il faudra d’abord satisfaire à l'équation 27/m = — c*(*, ou 


nv 


nn'y(cos À + ÿ/ — 1 sin 8) = — c*{*, Soit pour cet eflet r° — — , On aura 
Cr [cos (tt — 6) — V— 1 sin (7 —8)}, et par conséquent 


Cela posé, la seconde des équations (1), deviendra, en faisant. ......... 
(i+n)(itn)= ®N, 
N(rrcos8 sin. —r)=(14+6); 
elle se divise en deux autres, savoir : 
N(1+ycos8)— 1+2rsinr@— 7" cos 6, 
N » sin 0 = 2r cos ? 0 — 72 sin 0 ; 
d’où l’on déduit 


ñ 
NÉS LERRESTS 
In 0 


Gr Hr)sin£6 —7r(1 y) = 0; 
—1HL'EVGH2cos6 +) RE TE 


Va En eV TT sin L0 


la dernière donne 


en faisant pour abréger «== y/(1 +2 cos Ê n°), et on remarquera que 
cette valeur qui détermine entiérement ( est indépendante du module c. 
On aura ensuite , en prenant le signe inférieur de ©, 

Be — y — cos €) 


(t+n)(i+n)=@N= ET 704 
eau (NU EURE c°(1 cpu? LD 


PSE 4y sin° À ? 


j'observe qu'on a (1 »— 6) (1 ro) — 4 sin? +8 ; donc 


pur QU (1 +» —e) 
1+r—He ? 
et par suite 
> (Fe (Corn DA Ce 019 10: be _2(@ +5) 
n+n 2 y sin? CN hisiee ANLL Le? 
(+n)(+r)=— ___fb cos 4 


CENTAINE DE 
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or la quantité 1 ==» ++ & est toujours positive; cela est évident si y = 1 
ou <i;sivest >1, la quantité & égale à y (1 + 2y cos 5H»), est 
toujours comprise entre » +- 1 et y 1 ; on peut donc faire 5 = » + cos «, 
et ON aura Ty 0 1 —Æ cos x = 2 cos" + à, quantité toujours positive. 
Elle ne serait zéro que dans le cas où l’on aurait cos 0= — 1, mais alors le 
paramètre proposé "3 serait réel. 

La valeur de nn! étant positive, il faut que 7 et »/ soient tous deux de 
même signe; celle de z2+ n° étant négative, il s'ensuit qu’ils sont tous 
deux négatifs. Enfin, puisque le produit (c°Æ+ n)(c? + n°) est négatif, il 
faut que l’un des facteurs € H 2, © Hn', soit positif, et l'autre négatif. 
Donc l’un des paramètres 2, n/, est plus petit que c*, et l’autre plus grand 
que c?. 

Soit z le plus petit paramètre et #’ le plus grand, on aura par la réso- 
lution des équations précédentes, et en faisant Tr — y/(c{+ 20° » cos Û +. »°), 

+ EEE AE A ete ae 

1H 
Nous savons déjà qu’on pent 1x n= + csin’A, ainsi l'angle À sera 
donné par la formule 


bre ASE AE E 
(14 + 0) QIIT CHhykr 
Quant à l’autre paramètre »”, il doit être négatif et plus grand que c*; mais 
il faut encore que 1 27 soit positif; car puisqu'on a (1 = n) (1 7) = 
Dry c058) . ‘ n É 

À HT su , il est clair que 1 +7’ aura le même signe que 5 —» — cosl. 
Soit 1° tblonté positif #, on aura 6 — » —cos=cke........ 


gen fr? sin 


20 
THE y hÉ? quantité positive; soit 2° » + cos 0 négatif = — &, on aura 


sin*À — 


S—y— cos Ü — 5 + k, quantité encore posilive. Donc dans tous les cas 
1 + n'est positif; et puisque € + 7 est négatif, il s'ensuit qu’on pourra 
toujours faire n° = — 1 + b? sin, et Panglé w sera déterminé directement 
par la formule 
La RE S 2(1 + » cos 8 + >) 
Fée GC ET ON AO 

Les valeurs de n et den! étant ainsi trouvées, on aura celles des coelli- 

ciens { et À comme il suit: 


Ê=— LCR (sin + Ah ont 


man ghy— 7x È 1%: 
k = 2 Te HE yvos 0 y sin. — 1). 
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Il ne reste donc plus Qu achever la solution que de déterminer les coefhi- 
ciens À, A’, B, ce qu’on fera par les formules du n° 118. LEE 

ID Cette D IOtON a l'avantage de faire connaître immédiatementpar des 
formules assez simples les paramètres réels z et.» des fonctions par lesquelles 
peut être exprimée toute fonction [2 dont le paramètre est imaginaire ; 
on trouve ainsi par une seule formule lexpression,de la fonction Im ; mais 
le calcul des coefficiens est plus compliqué que dans la première méthode, 
et 1l paraît que celle-ci mérite la préférence. 

Si on applique cette nouvelle solution au second exemple, on aura.... 


by — c? 1 


ÉRLE —1+b,etn —=..... 


Gb; T—#%», ce qui donnera = 

(ES = - 1 + b* sin, snu— anis 
le paramètre 7 = — 1 + db, s'exprime par la fonction de première espèce 
F, jointe à une quantité logarithmique (art. 55); ainsi la fonction [x dont 
le paramètre est imaginaire s'exprime par ces deux quantités et par la fonc- 
üon Ir’ dont le paramètre est réel ja La la forme — 1 + 0° sin°u, laquelle 


La fonction 112 dont 


pr où # esl imaginaire. On voit que 


le tout formera une expression plus composée que celle qui résulte de la 
première méthode , c’est An nous n’entrerons point dans le détail de 
son développement, 

132, Nous observerons enfin que la formule qui a fourni deux solutions 
du problème que nous nous sommes proposé dans ce chapitre, n’est pas 
la seule qui puisse être employée à cet usage, et qu'il en est plusieurs au- 
tres qui conduiraient au même but ; mais il nous suffira de faire mention de la 
méthode suivante dont l’application ‘pourrait dans certains cas présenter 
quelques avantages. 


sera accompagnée de l'intégrale (22 “a 


Asin @ cos ® 


Ayant pris deux coefliciens constans ( et k, soit p=— éme 2 0n 


aura, en faisant pour abréger D = 1 + ( sin*®, l'équation 
dp — + Do-2G+c ?) sin°® + € c° sin‘g] — 26 A* sin°g cos'e 
1 bp D° + £4*;sin°o cos’ 
HAE le dénominateur D° + 4 A* sin°® cos® = (1 + n sin*@})...... 
(1 + n' sin*®)(1 + m sin*®), on aura les trois équations de Eat dues j 
kc°=nnm, 


G+e}=(Gi+n)(i +n)(t+m), (a) 


ROCCO) 
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au moyen desquelles, étant donnés les deux paramètres z et »', on pourra 
déterminer le troisième "=: et les deux constantes ( et #, tels qu’on ait entre 
les fonctions I, Ir’, I, l'équation 
ap 
1 + lp° 
Appliquons cette formule, comme ci-dessus, au cas de deux paramètres 
imaginaires 2 —7»(cos 0 + au I sin6), n = »(cos8 — ÿ/— 1 sin 8), où 
nous pourrons supposer » << c; car si on avait » > c, le paramètre 7 pour- 


rait, en vertu du théorème de l’art. 49, être remplacé par le paramètre 
ns : RENE 
—=— (cos0— y/—1 sin8), où l’on aurait — <c. 

y y 


Dans cette Qu si l’on fait (1-n)(1n/)=12ycos0r— 6:, 
(: + 2) (: + =) = —=1+7 re +- EUR 7", on aura pour déterminer 


c+ 


—{F-+Anr+ Alu Bllm © (b) 


{ et mles deux équations 
1 MURS 
1+£— VC +2) 


Soit y/(1-+m) = x, ou m—=x— 1, on aura l'équation (6x — bb} — 
"(x — b*), d’où résulte 


On voit d'abord que les deux valeurs de x comprises dans cette for- 
mule de positives; car on a par supposition vec, et 6? — 9 —... 
(6 + =) ( — =). Si on observe de plus que l’équation qui détermine 


du m ou Æ'— 1, est 


(: nn) m° + 4m (x —") (1 +» cos8) — y sin ô—0, 
— me 
on en conclura que son dernier terme étant négatif, les deux valeurs 
de m sont l’une positive, l’autre négative, c’est-à-dire que des deux va- 
leurs positives de x, une est plus grande que l’unité, l’autre plus petite. 
La valeur positive de m pourra être représentée par cot*w; quant à 
la valeur négative, elle devra être de la forme — c*sin*A ; car en vertu 


ASUS 2h 7° ( +7), il est visible que 1 += doit être 
À hu À 21 


de l’équation (= 
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positif, et comme dans le cas de m» négatif, cette même quantité devra 
être plus petite que lunité, on pourra la représenter par cos, ce qui 
donnera m=—=— c* sin° À, et l’angle À sera déterminé par l'équation... 


, où Jon devra mettre pour x la plus petite va- 


2 
leur x = nt , Ce qui donnera cosA = us) HE ET j, le 
Lie 3 L 
signe Æ devant être déterminé de manière que cos A soit positif; À étant 
connu, on aura 4 par l’équation 
sin À Cotu — 

On voit maintenant la possibilité d'exprimer toute fonction de troisième 
espèce , dont le paramètre z est imaginaire, par le moyen de deux fonc- 
üons de même espèce, dont les paramètres sont réels, lune ayant le para- 
mètre positif" = cot* w, l’autre ayant le paramètre négatif m'=—— c*sin* A. 

IL n’y a de différence entre cette solution et la précédente, que dans 
la valeur du paramètre d'espèce circulaire, qui est maintenant positif et 
représenté par cot*u, tandis que dans l’autre solution il était négatif et de 
la forme — 1 + D sin*ge ; mais on sait que ces deux formes sont réduc- 
tibles lune et l’autre, et qu'ainsi il n’y a aucune différence essentielle 
dans les deux solutions. 

Quant au développement des formules pour déterminer les coeficiens 
À, A, B, et achever la solution, il ne saurait maintenant offrir aucune 


is La et nous ne croyons pas devoir nous y arrêter. 


133. Conclusion. Puisque toute fonction eibptque de troisième espèce, 
dont le paramètre est imaginaire, peut se réduire à deux fonctions de la 
même espèce, dont les paramètres sont réels, il s’ensuit : 

1°. Que toute fonction complète de troisième espèce, dont le paramètre 
est imaginaire, peut toujours se ‘réduire aux fonctions elliptiques de la 
PRE et de la seconde espèce. 

*. Que toute fonction de cette sorte, non complète, mais dont l’am- 
ae @ est telle qu’on ait Fc, Lhar Ke, k étant un nombre ration- 
nel, pourra également s’ exprimer par des fonctions de la première et de la 
Pi espèce. 

*.. Qu’une fonction Hz, dont le paramètre ést imaginaire , pourra se 
M indéfiniment à la première espèce, si l’on peut satisfaire en même 
temps aux deux conditions nécessaires pour que les fonctions Tr, Il’, 


“ 
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dont elle dépend, soïent susceptibles d’une semblable réduction. On à 
déjà vu un exemple de ces réductions (art. 124), et il serait facile d’en 
produire plusieurs autres. 


AAA AAA AAA AA AAA AAA AAA AAA AAA A UE MU 
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D'un symptôme général pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce, qui ne different que par les 
paramètres, peuvent se réduire l'une à l'autre. 


134. Novs avons admis trois formes dans les paramètres, savoir, # =cot* 6, 
n=— 1+#+0sin 0, n = — 0c sin° 0; et nous avons fait voir que toute 
fonction qui se rapporte à la première forme, peut être convertie en une 
fonction qui se rapporte à la seconde forme , et réciproquement. Cette 
conversion se fait par la formule du n° 54, et sans rien changer aux 
deux autres élémens de chaque fonction, qui sont le module ce et lam- 
plitude ®. Mais une fonction dorit le paramètre appartient à la troisième 
forme, ne peut jamais être réduite qu’à une fonction dont le paramètre 
est de la même forme. C’est pourquoi nous nous bornerons à comparer suc- 
cessivement, pour les trois formes du LS , deux fonctions qui se 
FRAPPE à une même forme. 

Soit 1°. 2— cot° 8; la formule (i’) du n° 106 prouve que.la fonction 
I (cot*0, c,@) peut se réduire à la fonction I (cot? @, 4, 8) qui diffère 
de la première par ses trois élémens. Semblablement la fonction IT (cot? A 
c,®) pourra se réduire à la fonction IT (cot* @, b, A); mais les fonctions 
I (cot* ®, b, 0), II( cot*®, b, A) qui ne différent que par l'amplitude , peu- 
vent se comparer entre elles et avec la fonction complète IT" (cot* 9, b); 
d’une infinité de manières par les formules des n° 156 et 59. Supposons en 
général qu’on ait l’équation 


iF (b, A) KF (b, 8) — 1° sys 
î, k, l'étant des nombres entiers; alors il s’ensuivra par les principes CODnUS , 


21e 
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il (cot* @, k, À) Æ AT (cot* ®, b, 8) — IT! (cot° ®, 2) + W, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle. Mais la fonction com- 
plète de troisième espèce Il! (cot* @, b) est réductible aux fonctions de 
la première et de la seconde espèce ; donc l’équation précédente donne le 
moyen de réduire l’une à l’autre les deux fonctions I ( cot® ®, b, A}, 
IT (cot* @, 8,6). Donc en général les deux fonctions I (cot° 8, c, ®), 
IT (cot* À, c, @) pourront se réduire l’une à l’autre, si les angles 8 et À des 
paramètres sont tels qu’on ait 2F (6, A) XF (b, 8) —1F" (6), à, k, L'étant 
des nombres entiers à volonté. 

Soit 2°. 7 —— 1 + b* sin* 6, la fonction I (7, c, ®) pourra se réduire 
à la fonction II (b* tang* @, b, 8) par la formule du n° 111. De même si l’on 
a n'—=— 1 + à sin° À, la fonction IT (7’, c, @) pourra se réduire à la fonc- 
tion I (È* tang* ®, b, À). Mais on verra, comme dans le cas précédent, que 
les deux fonctions II (b* tang* @, b, 8), IT (b* tang* ®, b, À), peuvent se ré- 
duire l’une à l’autre, si les angles 8 et A, déduits des paramètres » et », 
sont tels qu’on ait iF (b,A)Æ4F (8, 8) — IF: (8), k, i, L'étant des entiers. 
Donc cette condition ayant lieu, il sera toujours possible de réduire l’une à 
l'autre les deux fonctions IT (#, c, @), I (x', c, @). 

Soit 3°, 2 = — c* sin°* 0, la fonction I (— c* sin 0,:c, ®) pourra se ré- 

duire à la fonction II (—c* sin* ®, c; 8) par la formule du n°.115 ; sembla- 
blement la fonction IT (— c* sin° À, €, @ ) pourra se réduire à la fonction 
I (— c* sin*®, c, À). Supposons qu'entre les angles 8 et A, déduits des pa- 
ramètres, on ait la relation &F (c, A) Æ &F (c, 8) = EF" (ec), :, 4, L étant 
des entiers; alors on aura par les principes connus, 
il (—c* sin*®@, c, A) Æ AI (—c* sin* @, c, 8) — 1" (—c* sin @, c) + W, 
VV étant une quantité déterminable par logarithmes. Donc la fonction I 
(—c* sin*®,c, À) pourra être exprimée par la fonction [M {—c* sin° ?, c, 8), 
et réciproquement. Donc en général, si la condition mentionnée a lieu, les 
deux fonctions H(— c* sin 8, c, @), II (— c* sin* À, €, ®) seront réductibles 
l’une à l’autre. 

On voit directement un exemple de cette réduetion dans la formule du 
n° 55. Mais le symptôme général que nous vénons d'indiquer, donne les 
moyens de multiplier à l'infini ces sortes de comparaisons, et prouve que 
toute fonction donnée de troisième espèce peut être transformée en une in- 
finité d’autres qui n’en différeront que par le paramètre. 

La formule du n° 49, qui est la plus:simpletét la plus remarquable des 
formules de comparaison, est comprise dans le symptôme général donnépour 
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À & ; : œ 
les deux premières formes, puisqu’en faisant 7 = cot* Bet += col" À, on a 


entre les angles 8 et À la relation c tang 8 tang À = 1, d’où résulte F (4, 6) 
+F(8,1)= F6 


À SSH PY è ce 
La même formule servirait à comparer les deux fonctions [x et II = dans 


3 
\ L2 22 a . « C CE re 2 L1 . 
le cas où on aurait ñ = — 1 + b sin* 6, =—I - b* sin* À, car il 


en résulte encore 1 = c tang 6 tang À. 


AAA PNA AA AAA AAA AAA AAA A AAA AAA A A MAMA 
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De l'intégrale Z — a RS 
G+p#) V (+ 92) 


135. Grise intégrale se ramène aisément aux fonctions elliptiques en faisant 
1 + gz = y"; mais le calcul mérite d’être développé dans quelques cas par- 
ticuliers, à cause des réductions qu’ils présentent et qui peuvent jeter un 
nouveau jour sur l’usage des fonctions elliptiques. 

Supposons d’abord q positif, p étant à volonté positif ou négatif, si on 

3 - 
fait y/(1+gz)=y, etai = k — 1, On aura pour première transformée 
Zu V2 q 4 
CET ATEN) 


Cette intégrale peut se à rase bn deux autres ; soit pour cet effet, 


AUHENQ =) US 
k = Je — 1)" 
APONY ELLE 
Q = Hp) (y —1)? 


2 2 (P—Q) 


et on aura 


L'intégrale Q setrouve me a Dr car sion mel au lieu de y sa va- 
leur en fonction de. z,;:0n aura 
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+ ALAN RSR 
Q-= dr pe Ge 210 tang (zV//p). 


Ainsi la quantité Q est donnée par un arc de cercle si p est positif, et par 
un logarithme si p est négatif. Tout se réduit donc à trouver la valeur de 
l’autre intégrale P. 

Pour cela, soit y = 1 k x*, on aura 


pes 1e 2 (1 + x) dx 
JE H(2— a) a Heu Hi) W (at + 3x 3) 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont le para- 
mètre est imaginaire, et nous avons donné pour cet objet les formules né- 
cessaires. Mais dans le cas de & = 2, l’intégrale P ne dépend que d’une 
fonction de troisième espèce dont le paramètre est réel, et c’est ce cas dont 
nous allons développer le calcul. 

136. Ayant donc fait æ&=—=2, ou g = 0p, il s’agira de trouver l'intégrale 


2 (1+-x*) dx 
— Je5v Vie) 


Pour cela, soit r = V3 etx—r tang + ®@; soit de plusc=æ + W(2—1/3) 
= sin 15°, on aura la transformée 


P'= fe 1—7 LH 1 7° + cos @ 
De ax 0 6r Gr° 1— sin? @ 
d’où l’on tire | 


1—7° d@ cos @ 
PF HUE Ge) à 


Pour avoir cette dermière intégrale, soit y/(1—c? sin? ®)= u sin , la dif- 


du 
férentielle PSE deviendra — ———- , et son intégrale sera..... 
Ha 
: log (= ); on a donc 
sui I A+ irsin @ 
Be le (re) 


On n’ajoute point de constante, parce que cette intégrale s’évanouit lorsque 
® = 0, valeur qui répond à celle de 3 = 0. 

La valeur de P dépend donc de la fonction elliptique de troisième espèce 
I (— +), et il faut examiner si, à raison du paramètre — D cette fonction 
ne pourrait pas se réduire indéfiniment à la première espèce. 


Ayant le module c=+ y (2-3), et son complément b=14/{2+ 4/3), 
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on voit immédiatement que le paramètre na = — + se sApperLe à la forme 
n—=— 1 + 0sin*@, en faisant sin* = = 4 —2y 3,ousinf=y/3—1. 


Or cette valeur de sin 8 est celle qui, suivant l’article 24, satisfait à l’équa- 
tion F (8, 8) — + F: (b). Done la réduction de la fonction I (— À) est pos- 
sible , et elle s'effectuera par la formule du n° 113 qui donne 


nn VA (6,8) WA (6, 8) A (c, +) 
11 (9 = (1 7 b'sine =) F(c,9)+ b* sinô cosé sing cos® » 


11 s’agit donc de faire les substitutions dans cette formule; or la valeur 
A (8, 8) 
b* sin 0 cos 8 


V = 2 B* sin 8 sin 8, (1 + sin 8), cos 6, = 1— sin0= 2 — 4 3,sin 8, 


. I qe 
—= r sin 0; donc V= —. On à en second lieu par les formules du même 


2 . 
connue de 8 donne —= -; on a ensuite par les formules du n° 60 


article , 


. n'V/a'sin sin 6, n' Va sin? 8 sin 6, 
ne trer  Ae 000U  aCE TETE TE 


Substituant les valeurs de 8 et 4,, faisant de plus 7’ — b° tang* @ et 


a! À 
Va = -————;, on aura 
sing cos@ 


r TE sin = cos @® ri tang @ 


- sing cos ® 
W= 1 +7 AT 


3 A 


= + 


Donc la fonction IT (— +) se réduit à la rs espèce par la formule 


arc tangi— arc tang 


rA tang @ 
1 Hr A 


Substituant cette valeur dans celle de l'intégrale P, on aura enfin 


FRE Nr 5) r tang ® 2 ) 
TI (—1)— (i—:)F + are EU More con + 3, arc tang 


rA tang © 


P= & log (RES) Hsarctang” EE + 3 arc tang PSE. 


:a7SIm@® 
D'où l’on voit que l'intégrale P devient finalement indépendante des fonc- 
tions elliptiques, et que son expression ne renferme que des arcs de cercle 
et des logarithmes. Il en est par conséquent de même de l'intégrale propo- 


sée Z dans te cas où l’on a æ — 2, ou 48? 
Si on veut avoir la valeur de Z lorsque z = ©, il faudra faire @ = #, ce 


+ 27 ‘ x FT 
qui donne P = nt d’ailleurs dans le même cas on a Q = À donc.... 


CE 7 


168 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


137. Les réductions nombreuses qui se sont offertes dans le calcul précé- 
dent, doivent faire présumer qu’il est possible de parvenir au même résultat 
sans le secours des fonctions elliptiques; c’est ce qu’on va mettre hors de 
doute de la manière suivante. 

Remarquons d’abord que dans la formule Z, on peut HANDET à volonté 
le coefficient g en un autre 7, COCRTE qu’il soit de même signe, et qu'il 
suffit pour cela de faire 2ÿ/g = z!4/g'. Soit donc g= 3, ce qui donnera 
pour le cas que nous considérons p = +, et la formule DID RÉ sera 

du dt. ds 
G+2)Va+3r) 


, et jai la transformée 


I ES (1 — x°) dx 
_ Z = —— 3 ORNE COUDRR. VENTES De 
3 F le  G+=) 


. I—X 
Je fais z = 


1+x 


Je remarque ensuite qu’en faisant 


M — — dx 
En 
_ ads 


(1 — x°) tree 


on aura 3 Z = 274 (M—N). Il ne s’agit donc que d’avoir les intégrales M 
et N. Pour cela, 


4 ÿ < 
0 — dt 
Soit, 1°. (x +) =, on auraM = 23] —. 
A > 
Soit, 2°. V (Ha) = — > ON aura N —2—3 — 


Ces deux intégrales sont donc de la même forme, et peuvent s'exprimer par 
les arcs de cercle et les logarithmes. 

S'il fallait les évaluer séparément , elles présenteraient une difficulté; car 
l'intégrale proposée devant être prise depuis Z -= o qui donne æ = 1 et 
t—= 1, l'intégrale M contiendrait une constante infinie. Il en serait de même 
de l'intégrale N; mais comme nous n’avons besoin que de la différence de 
ces intégrales, on peut éviter entièrement l'infini RO mOYen fort simple. 

On voit en effet par la nature de la question, qu’on aura la valeur de Z 
par la seule formule 

— 2) 
= [<< 1— 91 
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pourvu qu’on prenne l'intégrale depuis » = t = —— Le jusqu’à ... 
ro VG + x°) 
CR id L'intégration étant donc effectuée entre ces limutes 
VG+x) 


toutes deux variables, on aura généralement 


VAR & log (EE) + LÉ arc tang = ue” 


2u + uw? 3 
+i+r 3 2t+ 1 
— 3 log RES) — re arc tang —— 3 


Si on veut avoir l'intégrale lorsque 2=— ©, “ faudra supposer y (12°) —=0, 
, 3 
& étant infiniment petit; on fera donc t = — ke etu— EN ce qui 


LA 3 e . 4 
donnera Z = VS; résultat conforme à celui que nous avons trouve par 
l’autre méthode, puisqu'on a dans ce cas p = +, 


138. Revenons maintenant à la formule générale, et supposons que 
g est négatif, ou, ce qui revient au même, considérons directement la 
formule 
d. 
Life 
G—p#) V QG —g7) 
dans laquelle nous supposons 7 positif, p étant à volonté positif ou négatif. 


. L 3 ae pe 
Si on fait y (1— gr) = y et af = : — 1, On aura la transformée 
À V2 mx an 
(LFP Gr) 


qui peut se mettre sous la forme Z — ot (P—Q), en faisant 


— à 
PE PVRLRS AN PS 
Jose — ay FPPEVUCEE PI 
a AR CESR 
St fe +9) VG =). 
On trouve immédiatement la valeur de la seconde intégrale 
AUS 25 dz VP] 1 + 2Vp\. 
P SET Valse 734 8 Krays); 


pour avoir celle de la première, soit y = 1 — x*, on aura la nouvelle 
transformée | 


cs: 2(1 — x°) dx 
PE fananepe ere RTS 
QUE | 22 
$ 
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/ 
Cette intégrale dépend. en général des fonctions elliptiques dont le para- 
mètre est imaginaire , et ci peut être ramenée à celles dont le paramètre est 
réel. Mais dans le cas de 4 = 2, la solution se simplifie beaucoup et de- 
vient tout à fait indépendante des fonctions elliptiques ; c’est ce qu'on vé- 
rifiera aisément en traitant la formule 
. 2(1— x) dx 
1e WF VE +3) 


comme celle de l'exemple précédent. 


DB 


139. On peut aussi, dans le même cas, parvenir directement au résultat 
de l'intégration sans le secours des fonctions elliptiques. Et d’abord comme 
la valeur si g peut être prise à volonté, supposons 9 = 5, ce qui don- 
nera p = +, et la formule proposée deviendra 

3dz RG 
(2) V (132) 


. 3 : Z » 
Soit y/ (1 — 32) = 1 — => On aura la transformée 


fe 


a 3 (1—x°) dx a Ve 3xt + 1 dx te 
(z G + x) (3x? — 1) Bat ox — 1° (3xt + Gx— 1) 


La première partie est rationnelle ; la seconde semble devoir se décom- 
poser en deux fonctions elliptiques Je la troisième espèce, à cause des deux 
facteurs du dénominateur 3xf + 2%* — 1. Mais si on examine les choses 
avec plus d'attention , on trouvera qu’ en faisant y (3xf + 6x — 1) = px, 


la seconde partie devient — Æ IE de sorte que la valeur totale de 
Z est 
Z has (1 — x°) dx V3 dp 
re. (1 + x) (3x°— 1) 12 A rer 


Ainsi cette intégrale se détermine entièrement par les arcs de cercle et les 
logarithmes. 
L'intégrale Lbbini drrses — que nous venons de déterminer dans ses 
CEA) 
deux différens cas, se trouve mentionnée page 116, dans la liste que Fuss 
a donnée des ouvrages d’Euler ; mais le mémoire qui la concerne n’a pas 
encore été publié. Nous avons voulu faire voir par un exemple aussi re- 
marquable , que la théorie des fonctions elliptiques conduit d’une manière 


sûre aux expressions les plus simples des intégrales qui s’y rapportent. 


# 


LS 
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140. Indépendamment des deux cas dont nous venons dé parler, il y en 
a un troisième où l'intégrale Z ne dépend que des arcs dé cercle et des 
logarithmes. C’est celui où l’on aurait 

3dz 

G—2)VG+) 
intégrale qui se rapporte à la formule générale du n° 135, en faisant 9— 1, 
p=—;3eta—— 4. On ne saurait alors éviter de rencontrer dans l’in- 
tégrale P des fonctions elliptiques dont le paramètre est imaginaire ; mais 
la réduction de ces intégrales conduira à un résultat entièrement indépen- 
dant des fonctions elliptiques. Nous n’entrerons point dans le détail de ces 
réductions, et nous nous bornerons à prouver par une autrewvoie, que Pin- 
tégrale Z peut être déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 

Pour cet eflet, soit 1 + 7° = 47°, on aura la transformée 


Hg 


He LUN Ye A dl 
For G—y) V Gr — 1) 
tdi 


Mais si on considère l'intégrale T — PARU et qu'on Poe V (S—1) 
(Caine D 
2 V3 dt dt y 


ê 
en = LT OÙ AUIA La rt 
Fit VI—-VGY—1) 1 3 27 


donc 
3 f ydy 343 dy 
ST nie PT ess 


Aïnsi on connaîtra l'intégrale Z si T est connu; or il sufhit de faire 


I du 
5 — -—, et on aura T = [+ 
275 I — 


1 
Z V4 du ydy 
PET nm 2 à (sé 2 


:; donc Z se déterminera par l'équation 


I —Y 2 
et par conséquent Z peut s'exprimer pär les arcs de: cercle et les loga- 


rithmes. 
141. Revenons maintenant à la valeur générale de P (art. 135), afin 


den faire le développement pour toute valeur de æ; j'observe d’abord 
qu'on a identiquement 


.3y’dy 1" Cyr +) dy: 
rrr FA V G=) ft V C1). ET el ay HV) 
Soit ÿ = 1 + x, on pourra faire le premier membre = 3Q, Q étant 


donné par un arc de cercle ou un logarithme, et on aura 
208 
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f: 2—0 2% is dx 5Q— [. dx 
gt4(2—a)x Hire te ° VHS) — C++") V(st+3x° +3)" 


Ainsi l’intégrale X formant le premier membre de cette équation, s’expri- 
dx 


VE) 
qui ne dépend que d’une fonction de la troisième espèce dont le paramètre 


est réel. Cherchons l’expression de cette intégrale. 


mera par la quantité connue Q et l’intégrale T = mi F sq 


Soit comme ci-dessus r4= 3, c° =; x =7r tang : 9, on aura 
r f'd@ I , | ; 
=  ———  —— : c- 
T=—- te À “sHibriugse : 0e Par le développement du dernier fa 
teur on obtient 
NY peter n < 27° [air (et ir) cosp] 
ati+r 4e Pal : Gr(a +1) + (Hi — 7) sin ” 


CNE 
FGF ? 


uk I (a+1+7°) dpcosp . 
Ta | F ju 2(a+i) fe nl CE rares ® 


On voit donc que l'intégrale T s'exprime au moyen de Ka fonction de troi- 
sième espèce IT (72) dont le paramètre est réel. 

Cette intégrale s’exprimerait encore plus simplement si on avait.... 
DES 4 3 — 1, car de cette valeur on déduit : 


de cos cos? 
T=;3 A Fos" UE + (1—c sin° e)T 


Le cas de & = — 1 donnerait ie un résultat très simple; mais ce 
cas ne saurait avoir lieu, puisqu'il supposerait 9 = 0. 
Le cas de « = 0 donne T = + Q et P—Q, ce qui laisserait Z in- 


Soit donc 7 — on aura l’intégrale cherchée 


déterminé , mais alors on a directement Z — Lo f° RP ART 3 OT... 
LT sr AUS ARRE PE y 

JP 5 VU — 1 Jr à ÉS , et cette dernière inté- 
grale ne NEend que des fonctions elliptiques de la première et dela se- 
conde espèce. 

La valeur de T étant connue on aura l'intégrale X = £ Q — T, laquelle 
tiendra lieu de la seconde équation que donnerait la méthode générale 
d'intégration (121); mais elle ne fournit aucune lumière pour la première 
intégrale qui, soit seule, soit combinée avec celle-ci, donnera l'inté- 
grale proposée P. Cest pourquoi il faut faire tout au long les calculs qui 
conduisent à cette seconde intégrale. 
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142. La substitution de x = r'tang + @ dans la valeur de P, donnera, 


en faisant = 1—a1 a, 
] 


2dx __1 d 1 + x° 
V'(at 3x 23) 7° À xt (2—a)x +6 
(1H cos®})* + 7° sin°? 


TC +3)+[G@—a)r C3 ]sin p+ 2005 (6 — 3) 
il faut multiplier les deux termes de cette fraction par la quantité qui 


résulte du dénominateur, en changeant le signe de cos ®; alors le déno- 
minateur du produit sera 


486% [4r (2—a) (623) — 486*] sin°®+ [637 (2—a)] sint®. 
Soit ce dénominateur — 486* (1 -2y cos Bsin*® — »* sin‘ @ ), on aura 
ah (Em 3, Er —r)a+(r sd 2 


A6r* 46r* 
_— 62 +3 — C7? s + ER 
cos COCHE sing — Late) 


On voit par cette valeur de » sin 8, que le paramètre ne sera point imagi- 
naire dans trois cas, savoir, lorsque 4—= 0, 4=—1, a —=2. 
Soit le nouveau dénominateur 1 +- 2» cos 0 sin*@ + »° sinf® = D, la 
forme connue du numérateur permettra de supposer 
1 + x° LE Rae RD Cure CANNES ®) cos 
HEC —a) He D ; 
ce qui donnera en substituant et intégrant 


M + N sin? 9 L 4 ET g) de cose 
rD TA 


L 
P=:- Fc, 


La dernitre intégrale dépend des fractions rationnelles; ainsi tout se ré- 
duit à obtenir l’intégrale 
vo = M+Nsin® d@ 

7 Ji +2 cosésing +» sint® * A 
D’après les valeurs connues de » et 6, il faut chercher l'expression des 
paramètres m et m';on aura pour cet effet 


plebitoor at #ièurs =, (ah) [+372 —a)] 
TT + 9cy cos 8 + c? PER G(a+ 24 + 4) sh: 


— GHN IE +3 + (@—0)] 
TN Eat4), ? 


L: “19 2 4 — 3r°4° gs À 
= H— h=sniz= Sert m=—- c?sin* à; 


jan 


ë 
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| 2braæ(2—a)V(a+i) 
ÉCa+2a +4) 


Cette dernière valeur suppose & 1, positif; si & + 1 était négatif, la 
valeur de #7 serait plus grande que c* et alors 7m» serait de la forme 
— 1 + 0 sin° we, tandis que #’ serait au contraire de la forme — c? sin* À. 


On aura ensuite dans l'hypothèse de &+ 1 positif, 
4 HT + I Eu r° 
c° ÉEs ie 1H 0*sinu, 


: ET 
sin U — Rae, COS Es HAE Ace = —7y sin p. 


COS À = 


? 


Has 


m 


Il n’est pas nécessaire de former l'intégrale en (/, m', etc., parce que cette 
intégrale, qui contient des arcs de cercle, doit s’accorder avec celle que 
nous avons déjà trouvée, et c’est ce dont on peut s'assurer, sans faire tous 
les développemens, en comparant le paramètre négatif m'=— 1-+4b*sin° we, 


; Mr ter hr) ne CHE 
avec le paramètre HE RE PSE de Celui-ci étant désigné par cot*?, 
on aura cot y = ET, d’où tang À ; or on trouvera fac 

7 y) 857 = a+) Te 


lement d’après ces valeurs qu’on a F(b,7)+F(6, u)=#F, et qu'ainsi 
les deux paramètres =" et » dont les angles sont w et y, peuvent être ré- 
duits l’un à l'autre. | 

Il reste donc à former la seconde intégrale ; ÿ pour cela connaissant » et À, 


A 


on aura (=ysinÀ, m=—=—c"sin* A, ce qui servira à calculer les coeffi- 


ciens À 


___ c'sinà (cosf à — D? sinfa)— »(b?+ c? costa) 
ne sin À (ct sin x + 2c?» cos 8 sin? à + »*) 
I 


B 
f = 1 mn Pr, 
g = m(B—1)—2» TE 


cos? 26 sin __snpcosg 


i° = —k= (ct+2c y cos by") P — (x (Gi +Ësin g)A" 


2? 


et on aura l'intégrale 
SH gsint gd 14; (+ If 
Verne A Tia log 1— ip zF BIlm. 
Cette intégrale et celle que nous avons déjà trouvée serviront à déterminer 
l’intégrale P, mais nous nous contentons d'indiquer le calcul dans lequel 
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on ne peut guère éviter la prolixité, quand on ne donne aucune valeur 
particulière à «. 

Nous remarquerons que dans les deux cas où l’on aurait & = 7*— 1 ou 
æ— —1— 1, le dénominateur 1 2y cos 8 sin* ® + »* sinf@, se rédui- 
rait à 1 — 26° sin° ® + c* sinf@ ; ainsi les intégrales cherchées P et Z, se- 
raient indépendantes des fonctions'elliptiques et pourraient être assignées 
par les arcs de cercle et les logarithmes. ( Voyez l’art. 124.) 

Enfin, le cas de à — — 4 dont nous avons déjà parlé, étant traité par 
les formules générales , on trouverait que 1 + « étant négatif, il faut faire 
m—=— 1 0" sin u et m'=— c*? sin° À; ce qui donnerait =: En 


3 
. . I 3 nos rs » 
snw—#y/5—1,sin à BEL KV A Or, ces valeurs sont précisément 


I 2 08 \ 
celles qui donnent Fc, A) = y et F(b,u)—=2F'b; on peut donc ré- 
duire dans ce cas les fonctions qui ont des paramètres imaginaires aux 
simples fonctions de la première espèce F(c,@). F(b, ®); on trouvera 
ensuite que ces dernières disparaissent entièrement du calcul, ce qui est 
conforme au résultat déjà trouvé (art. 140). à 


AAA AAA 


AAA AAA A VU AAA AAA A AA AA AAA AAA AA A 
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De quelques autres intégrales qui conduisent à des résultats 
remarquables. 


(m + x°) dx 


S 1. De l'intégrale V = TAG ro 


143. Cxrre intégrale, où les deux polynomes du numérateur et du déuo- 

minateur manquent de second terme, est généralement réductible aux 
. . . Q À A 

fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce. 


En effet, si l’on décompose le polynome sous le radical en facteurs réels 
’ 4 
du second degré, de cette manière 


a + Ex pyx sx (x AX + pu) (x — AE»), 
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et qu’ensuite pour faire disparaître les puissances impaires de la variable 


P+4 
1+7y 


2pq + A(p + gq) +ou=o, 
2pq — ÀA(p + gq)+ 2 =, 
lesquelles donneront toujours pour p et g des valeurs réelles, en prenant 
convenablement À, pu, » (art. 5 ). 
Cela posé, si l’on fait pour abréger 


sous le radical, on suppose x = 


, on aura pour déterminer p et g, 
les équations 


M= p— p+vr = (p—32)(p — 9), 
N=g—2g+hr = (qg —35a)(g — pj; 
P=p +ap+u=(p+12)(p — q), 
Q=g +A9+m=(g+:2)(g —p}; 


on aura | 
P+ 
RÉ TRE Gp 
gs ar CN MAN y? 


TAXE ES A 
et la transformée en y sera 


Lt LH +m(s +) 
V=(9 fe: 5 Le(P+Qr) CM+Ny)]? 


soit pour abréger Y = y [e(P+Qy°) (MH Ny°)], on aura par le déve- 
loppement de la quantité précédente 

\(q— PES OT ARE piyqe fratays 
V=(m+9") (4 —p) f Ÿ—29(4—?) Je + (9 dame 


mais par la différentiation , on a 
edy MO NP + 2QN (M+N)(P+Q) 
a (ces nt SL QNG*— 1) + 1+y G+y}y ? 
ou en substituant les valeurs de M, N, P, Q, | 
L'ÉNNAE ALL Ar —1)edy «dy Led 
A} — 3") (9 —p) Am Que GP) aps GE 
donc 


Ve (gang) PE m2 à) gp) [SE 


Or les intégrales [+ Ÿ 2 JL , se ramènent par les transformations con- 


nues, aux fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce, 
donc l'intégrale V ne dépend généralement que de ces deux fonctions. 
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144. Considérons maintenant la différentielle —= , dans laquelle X= « 


Ve 

+ x + ya + dx + ext; et supposons que par la substitution x = f 
£ La . à 

+ nent cette différentielle devienne ————— Varie 

effet dans un grand nombre de cas; voici comment on pourra en déduire 

une intégrale assez remarquable et analogue à celle que nous venons de 

déterminer. 


n 
, Ce qui a lieu en 
1— c°sin* @) 


(ea 


Soit = 1 — h cos @ et « — ©, on aura x =f + w, et en substituant 


cette valeur dans le polynome X, on pourra supposer X = &!' + 6'w 
+ yo + d'os + é'of, ce qui donnera se, d'=J HAE, y =) 
+ 5fd' + 6f*e, etc. On aura ensuite 
VX _ fe , € 1 ANS 
M, (4e tputuu 
différenciant cette quantité et observant que do = dx , on aura 
ANT: 0 
a 5) = (e ©? te à do —E — =. ai. 
donc en intégrant 
s110b,) _%# 
Je +ide) = = +f ha 


Substituant dans le premier membre les valeurs w—=x—f, &—e, 
g ‘dx nd? 


d'=d'+ Afe, et dans le second les valeurs © —?, VX => On aura 
\ dx VX a! €! ndg 
2 32 - x à SES AR re _— n° si Frs 
fé tidef ie. + fete) 

Lx d 
Pour obtenir de nouvelles a , Jobserve que l'équation A = Ë #4 
: d hd 
donne X =(1—c*si _ ; mais dx = #10 donc 


g'h° 


gtx —#% sin" (1— c°sin* = 1— c++ (1) —C (= =) + 
Le premier membre a aussi pour eue dot C 204 ee Ke AE 
et l'identité des deux SR en ç donnera &'—— . à —— a, 
3 ç 2 2 

ani) ; donc © += (es Me ee —A°). 
Donc 

PRES 1 x) À TES nt CC RNOS (ce, ® )+ const. 

+ - re à b* JE (0: P}rris LE(c, ®). 
EU 23 
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Mais puisque Y = y = 3fd +4 Gf'e, on a PH If = Er — y) 


= y +2 (5); ; donc enfin 


5—/4c? 


fe +idetin) = + = Fe, @)—<E(c, @) const. 


C’est la formule générale à laquelle nous voulions parvenir; on peut re- 
marquer que le trinome ex* + 10% Hi= Ven , et que f'est la seule 
des trois données f, g, k, qui entre dans le résultat. 

Le premier membre se ramenerait à la formule précédemment ‘traitée, en 
mettant x — & à la place de x; car alors le second terme disparaïîtrait à 


la fois dans le polynome X et dans le trinome ex* + etc. Aussi voit-on 
que l'intégrale ne dépend que des fonctions F et E; mais la réduction est 
ici effectuée d’une manière générale et très Sn dans la pratique, 


toutes les fois que la valeur de x, qui donne Lx = = 2 , pourra être mise 


sous la forme x = ff + —,, 9 


SIL. De l'intégrale 2 = f-— net 
1—c° sin°@ 


qe. de v à 1— xt 2) gt p? 
145. Soity/(1—c" sin* @) = x, ou sin*®=—;—, on aura COS P=—= —;— 


: ; 9%. PL à . 
et la transformée sera Z = V) GOT La quantité sous le radical 


étant (1 -Hb*)xt— D — xt, si on fait b + xf = 2x°z, on aura d’abord 


L= fe VC md comm ensuite de l'équation supposée on tire 


AE Done 
= 3 + V0), 
2zV2=, V(G+ Vo) + VE — vo); 
donc 
— dz — dz 
UE Alone + VE). VLG +0) — 4 JU VG—V2). TG +0) — 7%] 
Pour avoir la première intégrale soit z= &# — y b, elle aura pour trans- 

formée 

af. AR ape VE 
VLG =) + 28] VEG + Va 2x) ? 


où l’on voit que la limite de æ est ? (1 +8). Soit donc uy/2= 


L* 
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 — HV} pis, dy 
(1 + 8) cos À, i — QE) > On aura D es Par 
TE . 
= etant E ÿ 
L’amplitude 4 se déduit directement de x par la formule cos d = 
PV: ; ainsi lorsque @—=0oonax=1,et À —0o; si on fait ®— go", 
on aura x = ÿ/b, ce qui donne de nouveau 4 — 0 ; entre ces deux valeurs 


E . Q 4 \ F sn 1 ‘ 
il y a un maximum de À qui répond à x = ÿb, ou sin°® = Trait 
cos ® = b. On voit donc que l’intégrale Z/ n’entre pas dans la valeur com- 
plète de Z. 


Venons à la seconde intégrale Z" — É 


Va VG— Vo) VIG+ Dia ip 
si on fait semblablement z=v"+ buy 2=(1—yb)cose, = © _… 


ce qui donnerait directement ‘cos HV on aura 


(Gi — VE) 
di D IT RE 20) Vars F (4 > © 


Donc enfin l’intégrale indéfinie 


LE œ)HF(i,d)]; 


on remarquera d’ailleurs que les modules Æ et i sont complémens l’un de 
l’autre. 

Pour avoir l'intégrale complète il faut faire p=+7, ce qui donnera 
V2 
VG +0) 
eu égard à la complication de la formule proposée: on peut. remarquer 

qu’en faisant c— sin 0, e° = sin 8, on aurait À — sin & 6. 


L = 0, w==#, et par conséquent Z'= —— F'4. Résultat très simple 


146. Si on proposait l'intégrale V= f[ d V (es sin? eu on trouverait, 
par les mêmes sabsfinhions; l'intégrale indéfinie 


V= (2 + 26) E(4, ©) — (RE = En E(#, &) 
ven pe (EM) re, 4, 
et l’intégrale complète 
V=2y(+ 20) (VE F4. 
23... 
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Il est manifeste qu’on trouverait par la même méthode l'intégrale 


P de 


Z= |] — — » 
(1—csin?@) 4 
sin @ et cos ®. 


P étant une fonction rationnelle de sin @, ou même de 


S TT. De l'intégrale Z — fs sa PAPERS. 
Vic sin 29) 


. 3 L] | . 
147. Soit y/(1—c'sin*®)=x, on aura c’sin°® = 1—2", c* cos" p— x — b°; 


donc Z=— 5 . Le produit (1—x*) (x—#*) étant 
(1H ba xt— D, soit b = es < X*-kn—=xz3, on aura d’abord 
Z = — 3 [> DES — ensuite de l’équation supposée, on üre 
In n°2 — 
xbn=axiy(:+ an), 


x—n—#y(3— 2n), 
2R1— (+ 2n) + y — 2n), 
+ Éags dz dz 
RE ven À ven 
Donc la transformée en 3 sera 


2 MN RER cree — dz oh 
(ee V(z+2n) . va Es z — 2) Æ le es VO ni 3n°z— 7°)? 


et on voit que ces intégrales ne dépendent plus que des fonctions QD 
tiques. 
midas to 
vG Han). Va + nf + +3n° 2 — 2)? 
que 1H nf 3nz — 2 (in —z) (1 n° nt (ir + nt) 3 + 2°), 
Iron" dy 

soit donc z = 1e » OR aura Pos Lens Ù 

pin, de (itntbnt)= put an) 

Ve Là Gr} 2n(i= nn) 7 va. SE ad ed: — 3n° 


2 Gr) VO) 21 AG 2ne) ? 
soit de plus 7 = ve ï tango, k° = sin* se — cos 8) ; on aura 


Pour avoir la première P = $ J observe 


SEL AO UE 
Pa: F(, a). le 
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La relation entre @ et « est telle que æ est nulle aux deux limités de 
l'intégrale, lorsque @—=0etp—+7. Ainsi, la quantité P n'entre point 
dans l’intégrale complète Z'. _- 

— d3 


. ? œ ____ nn 
Pour avoir l’autre intégrale Q — Ne OLD PV ARE BTE) NOUS 
ferons 2= + Le , ce qui donnera la transformée 


(4 


Q = fr ARE 5 dans laquelle 
X— 3(1 + n° + nf) = 3(1+ + n°) G— n+n)=3u(u— an), 


M=iHnen 
PR a Lim hé QU À CE a mmrm nt 
29° 2 pV(— on) 


. À . | : " . ° x 
Il ne reste plus qu’à faire, suivant les formules riVa ps 2 —; tang 4}, 


k= sin id = tr— =, et on aura Q = ne — F(4', 4); donc l’intégrale 
cherchée 
2e Fo) + ee F4) 


D'ailleurs les modules X, Æ', ne sont pas ESA Pr l’un de l’autre, et 
n’ont entre eux Aeutes sh que celles qui résultent des équations 
, LATE | ee 
Rire VI EST pa —+° mé tn = netn?, 
n = ÿ/b. 
Lorsque 9 = 7, on a w—0 et 5: — 27 ; donc l’intégrale complète 
- | Z'= F'K. 
nes 2) 
Pdg 
La même méthode serait applicable aux intégrales f -———— 
V (1 — csin*? » 
fPdg V (1—c* sin* @), P étant une fonction rationnelle de sin ®, ou même 
de sin @ et cos @. Car dans le cas le plus général on pourra supposer 
PP’ P" sin ® + P/cos ® HP!" sin @ cos @; P’, P';P”, P'", étant des 
Ÿ P'd 
fonctions nee de sin* @, or 1°. l’intégrale = 2 setrai- 
V/(Gi—c° sin°?) 
tera comme on vient de le faire pour le cas de P/ = 1; elle se résoudra de 
même par des fonctions elliptiques qui ont pour modules X et z, et parmi 
lesquelles pourront se trouver des fonctions de la troisième espèce. 2°. T'in- 
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FRE 
tégrale f- PAL ILE PE à pie ts en faisant 1 =— © sin @ =: xt, à la 
v (1 —c sin? @) 


forme Peer : 5? où Q est une fonction rationnelle de-x* ; elle dépendra 


donc des fonctions elliptiques dont le module est sin 15°. 3°. Par la fi 


p” 
transformation l’intégrale f= = EcQ Cos Ga 


Va—c sin° @) 

ainsi elle pourra s’exprimer par des fonctions elliptiques dont le module est 

- = r . ‘ , , ” 

sin 75°, complément de sin 15°. Enfin l’mtégrale Tec à Re dde ,S’ex- 
(x —c*sin° @) 

primera simplement par des arcs de cercle et des logarithmes, parce que 


la même substitution rend la différentielle entièrement rationnelle. 


se réduira à la forme [A RSS Ù 


& IV. De linieégrale. T — sf. (arr: dp—d". rs 


sin @ COS @ 


; d 
148.S0L PAT fe LE ; si on différencie la quantité Ra ER qu’on 


intègre ensuite la différentielle, on aura cette formule de réduction : 


(on — 1) PA SE on (1 5 +) Parti (ont 1) db parts, 


c*sin® cos @ 
A+ 1 


Soit de même Q"—" = A d@, on aura par un semblable procédé la 
formule 


c'sinpcosp , Aie (ont) QE 07 (rt 0) QI Ron 1) QU. 
De ces deux équations on tirera aisément 

(on +1) Ts on (x dt) TH (on— 1) Te = Vs, 
en supposant V*"= c* sin@ cos @ ( AT" je er ) $ 


Par cette formule il suffit de connaître les premiers termes T°, T*, et on 
en déduira successivement les termes T#, T°, etc. ; or on aura 


do ET) = 0 
Ts f(adp — À Ru pie 1 Ve. 


De là on voit que la valeur de T# sera de la forme a V°-+6V*, & et 6 étant 
des constantes ; que celle de T° sera de la formeaV°+6V*—+V#, fet ainsi 


de suite, tous les coëfliciens étant constans, mais différens d’un terme à 


l’autre. Donc en général l'intégrale T° ou f ( A1 dp — br) se ré- 
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duira toujours à une quantité purement algébrique. Et comme tous les 
termes de cette quantité ont le facteur commun sin ® cos ?, ils deviendront 
tous nuls lorsque @ = 90°. Donc en prenant les intégrales depuis 9 = 0, 
jusqu’à @ = 90°, -on aura exactement 


sf AT d@ = b" = A | Eure 


théorème très remarquable, et dont nous donnerons ci-après une démons- 
tration plus directe. L'analyse précédente suppose que 7 est un nombre 
entier. Mais le théorème n’aurait pas moins lieu, quand même A Sal frac- 
tionnaire ou irrationnel. Ainsi en faisant successivement r — À à 5 + elc.; 


on aura fde = b ri ME RIIE 4 ce — b 4) etc. 


1— &* sin? 


$S V. De l'intégrale Z — f dey ( ee 


149. Si on demande le temps de lostillation d’un pendule dans une 
demi-ellipse dont le grand ‘axe est vertical , soit ce temps = T, la gravité 
—=g, le demi-grand axe de Vellipse= 1, le demi-petit axe== y (1 —Æ) ,on 
aura + Ty/2g = É TT TU dns Z', cette intégrale étant prise de- 
puis ® = 0 jusqu'à P = 7. 

Considérons d’abord intégrale indéfinie et soit sin = 7", on aura 
Zee Va —Fyt) 2dy (1 — Eyt) 
PTE WE =36 G— GE E y) ? 
soit 1 ++ Ayf= y?z, on aura successivement 
Vlr GRETA +4) 
1H VA=y VG+2Vh) 
1 as Vk=7y V(z—2vh) 


= VHC) 
2VE 
et-enfin 
7 "__ sde té aVe + {TE > dz Let & 4 UE 
VG—2v 0 Ve—-G +89 TJ VER VE G +6) 


nouvelles intégrales qu’il faudra prendre depuis 2= 1 + # jusqu'a 4 = «. 

Comme elles ne différent que par le signe de ÿ/Æ, il suffira d’en considérer 
+ dz 1+k+zVE 

une , par exemple, 2; fo Œ 296) * Ve=G+8) 
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Soit z + 2//k=u", ensuite u = Fr 0 EN ,4A=y(1—csind), 


on aura la transformée 


Z! — 1—À EL 4 G+vVe> ve 


A +08) V(2+28) J Acos’ 4° 
Oron aen général en a = (A tangL + b* F—E); donc 


Ze TEE F(c;d) + y(2kt2k) [A tang 4 + BF (c,4) —E(c,4)]. 
On trouvera semblablement l’autre intégrale 


= RE F (6, ©) — v/(24+ 24°) [A'tango + RENE œ©)—£E (b,œ)], . 


en faisant 


71 — 


I k}ÿ 1—V# 
CÉCPORENERE Div 
2+2k VC —2VE) 

Au commencement de l'intégrale où z = 1 + 4, on a d=0oetw =; 
à lafinoùz=w,onad=æ+ir, ete — 2}; alors les termes À tang 4, 
A' tang w, deviennent infinis , mais 1l est facile de prévoir que ces infinis 
disparaîtront dans la somme Z° + Z" qui compose la valeur de Z'. En effet 
laissant A et w indéterminées, on a 


À tang À — VE + vi) (&—1—X), 
A' tang © — Mie + =) V{—1—X); 
donc lorsqu'on fait z infini, ie différence A tang  — A’ tang © se réduit à 


(1 1H (—z en — —;:) VE 4 


et devient par conséquent nulle. 
Cela posé, en faisant L = © — +7, on aura l'intégrale complète 


Le EE CHPU)+ VGA 28) (OFio—ciFib — Etc + E') ; 


ainsi elle ne dépend que des fonctions complètes F'c, E'c, et de leurs com- 
plémens F'h, L'2; d’ailleurs on peut la réduire à cette forme très simple : 


L'= (12) (Fe 0F 5) + (ak + ak) . (E'6 — Etc). 


bP= 1 — 0 — A'=y/(1—0bsin" 0). 
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- CHAPITRE XXVILL 


Exemple de réduction dans lequel les modules des fonctions 
- comparées sont complémens l'un de l'autre. 


150. Deux fonctions elliptiques de la première espèce peuvent être expri- 
mées l’une par l’autre, si leurs modules appartiennent à la même échelle 
1....0,0/,0,0%%%...0, formée suivant la loi connue. Cette propriété s’é- 
tend aux fonctions de la seconde et de la troisième espèce, pourvu qu’elles 
soient jointes à une fonction de la première espèce dont le coeflicient 
puisse être pris à volonté. Mais si les modules des deux fonctions compa- 
_rées ne sont pas compris dans la suite dont il s’agit, il semble très difh- 
cile de déterminer les cas où la réduction d’une fonction à l’autre pourra 
…voir lieu. Notre objet est d'indiquer d’abord quelques-uns de ces cas et de 
donner ensuite à cette recherche un plus grand degré de généralité. 

Le premier exemple que nous allons donner d’une réduction entre deux 
fonctions dont les modules n’appartiennent pas à la même échelle, se rap- 
porte aux fonctions F(c,@), F(2,œ) dont les nonss sont complémens l’un 
de l’autre , le plus petit étant c= sin 15° = À y/(2—43). 

‘On La prévoir au reste que s’il y a une Rte entre @ et ©, qui 


14 d k : 
permet d'intégrer f: nr ie ou de déterminer F(b,œ®) par le moyen 


de F (c, @), cette même relation permettra d'intégrer fdw y/(1—b* sin° ), 
c’est-à-dire de déterminer. la fonction de seconde espèce E (b, w) par le 
moyen des fonctions E (c, ®), F (c, ?). C’est ce que les calcuis suivans vont 
confirmer. 


d. 
151. Soit proposé l'intégrale Rte ï . nt dans laquelle la variable z 
LL 

sera censée croître depuis 3 = 0, jusqu'à 3— 1; cette formule peut être in- 
tégrée par deux méthodes qui conduisent à des résultats de forme différente. 

Premiere méthode. Soit à — 3 = (1— 2) y°, on aura d’abord... 

dz ie UE dE nf dé 

R = fs soit en même temps 1=—2— 7, on aura NE ne PA: 


SR + 24 
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substituant la valeur de z en #, dans l’équation supposée ou, ce qui revient 
au même, dans l'équation 1 + 3 + 2° = (1—z)y*, on aura entretety 
l'équation # — 1=+(y— 1), d’où résulte 
V3+V @— 11) 

2/3 

V3 y° dy 

dd = = —-— 
VO = r) 


ét dy 
RE Vif; 


Cette transformée s’obtüendrait directement en faisant 


_— VG—i)— V3 
ME DE TEL 


et on voit que depuis z = 0. jusqu’à z = 1,Y varie depuis y = = 1 Jus- 
qu'a ==07 
Soit maintenant »#° = 2 et my = 1 + x?, On aura 


dx 
R=nVs fes; 
4 F2 7 : 
Soit de nouveau r= 3, x =rtangi@ etc = nu souc==sin 15°, 


| A —— 


Î 


on aura 


L..#26 de ms I 4 D 
R = zmr VG —asm?) 7 R mr (FX (c,®) A). 


Pour déterminer la constante À , il faut observer que l'intégrale R est 
prise à compter de z = o, auquel cas Ÿ = 1, x°— m°— 1 et tang ; 


= ri . À Or cette valeur de g est celle qui, pour le module 6 = sin 15°, 


donne F (c,®) = $ F'c;.donc on aura 

R= Em [F (cp) — 5 F'e]. 
Pour avoir l'intégrale complète ; il faut faire 3= 7, ce qui donne = 20, 
LT=D, p@—7, donc | 


ET 
Ru Si mr tel 


3 
ÿ , zN\3 | + 
152. Seconde méthode. Soit 1 — 35 — (2) OUR EE (1 — 2) 5,on 


me ie em ef © fes 


à mdt C 
he == re Le es e 
Soit n° = 2. et mu = € — 1, on aura R = fe VA= 36 +5 Soit 


® CHAPITRE XXVIN. 187 


: Æ 
encore rf=,3, (=rtangze, b — me 


4 


+ OU COS 19 4 OU aura la 


transformée 


=R/T rs FT 7 ms E(0, sé 


et la relation directe entre z et & est 
tang + © — . — - Lt Une = - EE Lmz(x —2) | 


Donc lorsqu'on a z — 0, tang ! © = et lorsque 2= 1 ,tang-w—, 


ou æ = 7%. Or pour le module b — sin 75°, l'amplitude « telle que 

tang 5 © — = ie , Satisfait à l’équation F(b,œ) = 4 F8 ; donc on a l’in- 
f 3 

tégrale générale 


m s 
R==— [F(G,0)— 5 Fi], 
et l'intégrale complète R' = es F5. Comparant ce résultat avec le précé- 
dent , on aura F'b = 7*F'c = y/3.F'c, ce qi est une propriété connue 
(n° 44); mais en général on aura 
F(b,œ) — 2 F6 = 1/3 [F(c,®) —4 F'e], 
ou simplement | 
F(b,o) = y3.F(c,@). 

153. La relation entre © et @ nécessaire pour obtenir ce résultat très 

simple, se trouveragn éliminant z des deux équations 
r'tang Lo—1+mz(r 2), 

r tang 3 @. A(e,p) — cos’ 39 
r tang +@. A(c,@) + cos; @ 


G =— 
La première donne 
CRE  tangse . A(D, œ) — cos’; © 


F tang 2» . A(b, ») + cost à o © 


on à ainsi la valeur de z exprimée tant par l'angle © que par l'angle @. 


Réciproquement et @ Ne fr és la variable 3, au moyen des 
équations 


T° tai © = 1 + m2 (1 5 Jeu F, 


LOT 
r* DRE PRES PER 2h : 


I © À 

Celles-ci serviront à exprimer ® par w, où © par @, en substituant la 
/ 

24 


Cr 
s 
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valeur connue de z en @ ou de z en ©. Il ce remarquable au reste que ® 
et © aient en même temps les trois valeurs o, 17, æ, lesquelles répondent 
à ces trois valeurs de z: 
3—=—1,2—=3}(+i1—rp2),3= 1. 
Soit pour un moment pr" tang*:@ +1, g=1"tang"; @—1, on 
aura 


Un “ms _m(i— 2) ; 
PRE ET ir 8 
donc 4 
a NP PAPMOUSS __4z 
PIS GS is +7) 
on a aussi | 


LE Are) ACCES os) æ, er 
Pi es) Ur vs à ? 


12 4 
z 


Fapgi00 2 on aura 
p°— pq —4=0; 


c’est la relation entre p et 9: on en tire 


= 4 RO PEER, 


3 p° 
r° tang” + @ 
PET 0 (p + 2}°, et en extrayant la racine 


tang + ® tang 5 @ @ (tang’; +7) 

r°p (+2) 7 ing ET | 
formule par laquelle on déduit très facilement tang + © de tang 5 ®; il en 
résulte aussi équation 


substituant la valeur 


2 2 I 
Donc 7° tang* + © — 


pr 5 ® La ei 
2 


1 tango tang ®, 


tang (+0 ++) = 


par laquelle on calculera trigonométriquement et d’une manière très simple 
amplitude © par le moyen de l'amplitude ®, et réciproquement, avec 
quelques essais, @ par le moyen de w; car on a déjà vu que la différence 
entre & et @ est toujours assez petite, et qu’elle est nulle lorsque @ — 0, 
p—2?7, ® —7. La plus grande différence a lieu, d’après cette équation, 
lorsque © +P=#—29, ou tang® = y(r°— 1), ou cos® — ne V2 
alors @—p=7—4@=—=17 47 55", 


La valeur de tang ?w étant connue en fonction de tang £@, on en 


F- 
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déduira immédiatement 


DR A UT Sig [2r°+ (2 — r°) sin°@] 


2+ 7° sin*@ d 
... _ cos®[2—(2—7*) sin] 
2 PE MA 2H nsmg ? 
9 = 
do = r°d@ _— 


* 27 sin* 9 ? 
__i2— sin 
A(b, &) == 2H sin @ . A(c , @). | 
. do _r'd@ 

Ces deux dernières donnent Are) 77 Age) cet el intégrant F(b, «) 
—r" F(c,@), ce qui s'accorde avec l’équation déjà trouvée. 

Il s’agit maintenant d’avoir la valeur de E(, «); et pour cela, il faut in- 
tégrer la formule 


do y/(1 — b* sin w) = TT (1 — c° sin° @); 


_ singcos@A(c, @) pes . Dre 
soit V= — Han ? ON aura en différenciant, et comparant la diffé- 


rentielle avec l'équation précédente, 


AN — + do y/(1 —b* sin 0) = 4. Ds — 


DIX 


. dpA(c, ?); 
donc en intégrant 
E(b, w) = r'E(c,®)—F(c, ®) + 2V. 

Ainsi, on voit que la fonction de seconde espèce E(b, æ), dont le module 
est D, s'exprime par les fonctions E(c, @), F(c, @), qui se rapportent au 
module c.«La même équation donnerait la valeur de la fonction E(c, @) 
exprimée par les fonctions E(b, &), F(b, w). 

Si on fat®—+r,on aura w—=}:7, V=o; donc 

Eb= 3 L'c—F'o, 

ce qui s’accorde avec les propriétés connues de ces fonctions, car on sait 
déjà que les quatre fonctions F'e, F'4; E'c, E'6, peuvent être déterminées 
par une seule d’entre elles (art. 43 et 44). 

154. On peut parvenir aux mêmes résultats par une autre voie. Pour cela, 

: “dde zdz 

considérons l'intégrale T = 


——; ; nous ferons suivant la première 
(hs 


. zdt 
méthode 1 — 2 —(1— 2)y8, 5; ) ce qui donnera T fe 


Et DE à TR Mais en faisant 2=; V4 — 1), 
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d d 
ONNANGS == LE Pin donc Ty/3 + Z fr Le  Substituant 


ensuite la valeur m°y = 1 + 7° tang* = ®, on aura 


or Que # ss mr tang:@.A(c,@) 
rs NL CÉSAR TER cos? 2 (17° tang? +9) ? 


et achevant le développement , | 4) 

T é 2F de in —2-#ttang:9 
L = AE 4 F(c,@)— 27° E(c,?)]+= A tang5®. 1 Er tang 0 
Cette intégrale est prise à compter de 9 =0 ou de 2=— 1. 


Cherchons maintenant la même intégrale par la seconde méthode. Si 


d À 
Von fait u — z(1—2) 7%, la transformée sera T — FETE SO geiais 


- 1 da 
mu = rtangtà 0 1, onaura T= D f LA Cr tang® + © —1), 


ou en achevant l'intégration 
Lane Ur — 1) F(6, ©) — 21%E(D , ©) + 27° tang + œA(b, w)]. 


Cette intégrale est prise à compter de w—0o, ou de 3=—1; ainsi on 
peut égaler les deux résultats, et on trouvera la même valeur de E(b, «) 
que ci-dessus. 

Nous remarquerons au resté que les modules complémentaires cet à 
pouvant être changés à volonté dans les fonctions F et E, on pourra de 
même échanger entre eux les modules c* et b°, les modules c’ et b', et en 
général les modules éomplémentaires relatifs à un terme quelconque de 
DhElL 
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Exemple de réduction dans lequel les fonctions F et E sont 
rapportées à deux modules qui n'appartiennent ni à la 
même échelle ni à l'échelle complémentaire. 


159. Pour parvenir plus facilement à notre but, nous allons considérer 
diverses intégrales susceptibles d’être traitées ne par deux méthodes 
différentes. | j 
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UNS, AE x'ax 
$ 1, De l'intégrale X = Gr) 
Soit_1 12 = (1 5) cos £, on aura d’abord X s fr NE 


1 — COS" 
4 puis faisant F1, et achevant la substitution, on aura 


14 cos? £? 
Hs pre D 


xT—0oet#=07*"84"0n Pétend jusqu'à x = 1, auquel cas Ê= +7, on aura 


x$ = 


à FU, £); c’est l'intégrale prise à compter de 


l'intégrale complète X'=— : F'X. 


Pour obtenir une autre expression de la même intégrale, soit 1—2x#=px?; 
P ; 


d —;d 
on aura — = ETATS ru , Va) = 28 ÿ/(p° + 3p), donc 
X=— fes = 7 pUEapr 
| v(r?°+4). V(p°+3) VO +p"+1) 


; 
3, 
tn 2 den EL M EET Lords CM LEP {x 
Soit nf— 12, et p°+ n° —=pu, on aura X — es en fai 
sant w°=7—2n—=7—/1Y3,ougm—=2— 43. Mais de l’équation sup- 


posée on tire 
ptnr=pi V(u + an), 
nr P° V(v — 27), 
np = W(u+on) — y/(u—a2n), 
d d 


dp = — qi 


2 U 
VG+H2n) T VG—on) 
bte. Le dy I do 
da J Van) V4) fn) VG—an) VO+ 8e) 

Depuis x = 0 GER IAE V— an +), la varieble u diminue 
depuis Uu— jusqu’à u— 27, C’est son 7ninimum ; depuis X=3?V/(n°—2n12) 
jusqu’à x — 1, la variable u augmente depuis u = 27 jusqu’à u = «. De là 
on voit que la première intégrale en v, contenue dans la valeur de X est 
négative, et parvient à son #aæimum négatif, lorsque x=24y/(n°—2n+ 2), 
ensuite elle diminue par les mêmes degrés et devient nulle lorsque x = 1 : 
ainsi cette première partie n’entre point dans l'intégrale complète X*. 

Au contraire la seconde intégrale qui paraît affectée du signe, est positive 
dans toute l'étendue de l'intégrale, parce que dv est négatif depuis le com- 
mencement de l'intégrale où v == © jusqu'à v=—=27. À ce point le radical 


Donc 
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y/(u— an) est zéro ; ensuite il change de signe, et l’intégrale continue 
d’être positive jusqu’à la dernière limite x= 1 ou vu = ©. 

Soit A°— 7 + 27° É ou A=2-+ÿ/3, et u—2A AE b*=— 


a+ 27 _ V2 243 

2 ln ETS PE aura f° CF). VOTES = = 7/7 MOT 
nc I a 1 V2— V3 
= — 7 4). Soit ensuite u — A cot* 19H an, c — HV ? on 
aura en : us 


VR— an). Vo +) Va) Va —c sn?) — ya F(c, @). Donc on 


aura l'intégrale indéfinie 


X= 7x FC, @)— FE, 4) 
Lorsque x=1,0n a 4 =0,et p—27#; donc l'intégrale complète 
X1— = F'e. 
Egalant cette valeur à celle que nous avons déjà trouvée X: — EX; 


on aura 
Hire 2 Dee 2 cos 15° 15° . F'(sin 45°). 
V27 


Nous parvenons ainsi d’une manière très simple à un résultat que nous 
n'avions trouvé jusqu'à présent que par une analyse fort compliquée et 
par la comparaison d’un grand nombre de formules. Ce résultat au reste 
est un théorème fort remarquable, puisqu'il détermine le rapport entre 
deux fonctions complètes dont les modules n’appartiennent pas à l'échelle 
connue. 

Les deux expressions de l'intégrale indéfinie donnent encore la formule 
générale N 


Fc, p)—F(b, J)= 2V2 F(4,£); | ; 


où l’on peut substituer les valeurs n=Ÿ = QUI VGA 1 + 
A l'égard des variables @, 4, £, elles se déduisent de x de la manière 
suivante : 


L 3 S 
sin = Es P=—x, 
È x à 
tag 19 = VO), tang + L — PP. 
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Depuis x = 0 jusqu’à x = 1, £ augmente depuis £ = o jusqu'à £—17, 
et ® augmente depuis ® = o jusqu’à ® = 27; quant à la variable 4}, elle est 
zéro dans les deux limites, et son maximum = a lieü lorsqu'on a 
X= + W(n—2n+H+2), pan, et p= +; alors 


r Va / Au EF'cos; 15° 
ang iy=A\/5= mem 
12 


S IT. De l'intégrale. = = er 


: 2e" 1 | dé peucrd À PISE 
156. Soit *=tangit, = 21, on aura Z— tn se FREE). 
Cette intégrale est prise à compter de 32 — 0; si on l’étend jusqu’à z—c, il 
faudra faire £ = +, et on aura l'intégrale complète Z' = + F* 4. 
Pour avoir une autre expression de la même intégrale, soit 24 -+ 1 —pz’, 
rt Sdp 
on aura la transformée Z=: | —#? "7 : 
402 TE VE VE—3) me 7p° + 12) 
Soit maimtenant n4=12, et p*—+ n° — pu, on aura comme ci-dessus 
me 3 dv dv 
2n d=— ——— ———— 
PS VA CE 15 AU TTCEET 
et pf— 7p+ 12 = p°(u° — À°),-en faisant A°=27"+7, ou A=2+ 43; 


donc 


7e dv dv 
F2 VG+2n). vx) +) GÉr VG— 2). LME TE) 
—2n V2=Vv — 


Soit enfin HAL qu 7 cot* w, ps 9 


OU CT ke 3 on aura 


dv 
VC + 27) VTC les lo — c*sin* Fe =—- 7", a} 


La même substitution u — À + 2À cot° w étant faite dans l’autre intégrale, 
on aura 


— du 


Vu—2n). V(— A) V/22 fr — b? sin? ui ES F(6, &) ; ; 


donc 
Z Dunes [F(6, ©) —F(c, w)]. 


Résultat fort simple, où il est remarquable que les deux fonctions ont la 
LUE 25 
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même amplitude « et.ne diflérentque:par les modules : bet c.qui-spnt.com- 
plémens lun de l’autre. 
Les limites 3=— 0 et 3—@;, répondent aux:limites =0 et ê—=#, 
ainsi qu'aux limites © —=:0,10 4 , ce:qui donne l'intégrale complète 
ha (F1 Fi 
Z = x (F2 — Fo). 


Egalant ce second résultat au premier, on aura 
Pb Po V2 pe. 
Nous avons déjà trouvé F'c — HE ES LT donc 


63e ere FX. 


Ce rapport très simple entre les deux fonctions complémentaires F'?, 
Fe, est d'autant plus digne de remarque, qu’il se place immédiatement 
après le rapport, déjà connu F'2—= y/3 Fe, qui a lieu lorsqueie sm 15°, 


4 
Dans le cas présent, le module = #2 ut 427 appartient ni à l'échelle 


1+ V3 
formée sur le module 4 =sin 45°, ni à l’une «des échelles formées sur les 
modules sin 15° et sin 75°. On peut seulement observer qu’en faisant 
c= sin 8, on aura 26c ou sin 20 — tang* 15°. 
Nous aurons encore entre ces fonctions indéfinies l’équation 


LG, a) E(e, 0) V2 VE, Q), 
laquelle étant combmée avec l’équation déjà tronvée $ | La 

E(e, 9)— FE, Ve FA, 8), 
servira à déterminer toute fonction Fc, ?) ou F(b, @) par la fonction dont 
k ou sin 45° est le module. 


Dans la première formule, la relation diréeté entre « et ( peut se déduire 
des deux équations 


(A 2 1}? — a0 (2 > 1° 
3 fe Let UT PRET CORRE Ne 
tang > CE 25, col? © — MAS at Cr) ° 
Depuis 4 — o jusqu'à} = auyraximum y, l'angle? croit depuis®—0, 
jusqu’à = 7; pour chaque valeur de 4 entre o et 7 faisons © — +4 et 
appelons £" la valeur correspondante de €, alors on aura-par l'addition de 
be P ) P 
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nos deux équations, et én faisant pour abréger « =FV 2À, 


Fc, 9)— Fc, 4) =e[F(4, 8) + F(k, 4°)]. 

Dans le premier membre la différence: F(e, @)— F(c,+4) croit. par degrés 
depuis zéro, qui est sa valeur lorsque © = 0 et d — 0, jusqu’à 2F'c — 
F(c, y) qui est sa valeur lorsque 9 = 7 et « — +. Cette’ déimière quantité 
est plus grande que la fonction complète F'c; donc la quantité F(c, ®) — 
F(c, À) passera successivement par toutes les valeurs moindres que la 
fonction coiplète F'c, et même au-delà, donc ilk-y aura un point où cette 
différence sera précisément égale à F(c, x), % étant une amplitude donnée 
moindre que +7; cette fonction s’exprimera alors par a[ F(X, 4") +F(4%,#)1, 
ou simplement par 4F(%, o); car la sommé de deux fonctions qui ont un 
module commun peut toujours se réduire à une fonction du même module. 
Donc en général la fonction F(c,.%) dont l'amplitude donnée est X , pourra 
toujours étreexprimée par aF(Æ, «), c’est-à-dire par une fonction semblable 
dont le module est 4; il en est dé même de la fonction F(4,%). Nous nous 
contentons ici de montrer la possibilité de la réduction par dés formules 
analytiques érdiaires, car d’ailleurs le développement dé ces formules 
paraît dévoir être trés compliqué. Occupons-nous maintenant des réductions 
que doivent-offrir semblablement les. fonctions de la seconde espèce, formées 
d’après les mêmes modules, 


$ IL. De l'intégrale N = f: Rs 


12 cos? 
14 cos’ £ ? 
à sin’ £ sin£ cos À\. “AH MER MEME 

MU E)— = À (24, À — = F(E, She A8 )? cette intégrale est prise 


à is de x=0 et £— 0; si on l’étend jusqu'à x=1, ouf =, 


AT Soit comme. ci- i-dessus Le BU + DO AUTAN 6 : 


: 2e RER 1 ES, k : F' F 
on aura l'intégrale complète V'=: (2E'4 — F'A) = = . RE 
Cherchons maintenant la-même intégrale par üne autre voie. Soit comme 
ci-dessus —a = = Rs: Ia transformée en p sera 


s Ho Se fe VG+5) 
A DE DOS VC MAR re FREE 


et parce que ave #3} = = à (p° ny: Pas on aura 


2: 
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1 5 2 p°d, 3 + 
Vip VO 3)+à [ER VEES 2 pt) 
L’addition de 4 p* à la partie algébrique a pour but de ‘rendre cette quan- 
tité nulle au commencement de l'intégrale , où p— ©. Ainsi, tout se 


réduit à trouver l'intégrale U — = f (2 EVE NE — pd mu 


Soit pour cet ellet nf= 12, pént= pu, = 7— an 495, on aura 
ART PC née KL mn pe 
& VO) VO) PU) Von). Ep) JAP 


mais on a * 
+ a\T À v* Æ 2nv +; *)do 
D 


Done 
SU = [y/(u + 22) + /(u—2n)] Vu + ) — pi +T, 


RUE (1—5n re 30 )do_ + [EE G—in+in)de 
VO+2n). V(+5) VC—2n) VE) 
On remarquera que la partie algébrique qui entre dans la valeur de, 
3U se réduit à zéro au commencement de l’intégrale, parce qu’alors v et p 


. . U . . r $ 
sont infinis et qu’on a PT TPE partie se réduira également à zéro à 


Pautre limite, par une raison semblable. 
Maintenant pour trouver la première des deux intégrales contenues dans 
T, soit comme ci-dessus u= À cot* 1 L—9n7, on aura 


(572 n)de _i anACOË EI Ÿ—1—5n" di 
V@Hon). VE) — © yG—8siny) ‘à 
Mais par la différentiation de cot +. (1 — 8? sin° 4), on trouve aisément 
"1 dÿcot° > ; fr - ‘4 
VU sin = — 2 cotEN (1 — bsin L)ÆF(b, 4) — 21(b, AL). 
Donc la valeur de la première intégrale est 
(13 n°— sw )do | : | 
5 — an V/ A. [F (bd) — 2E(0,d)] — n24/2A. coté (1 —brsin |). 
V'/(v+on) V (ve) 2 Va. ( »Ÿ) ( »Ÿ)] (74 AL, v{ Ÿ) 
A l'origine où =, cette valeur contient la quantité infinie—n# à cot; 
mais cette quantité sera détruite par une quantité semblable PARU de 
l’autre intégrale. 
Celle-ci se déduira de la même formule en changeant le signe de », 
mettant © à la place de D, et faisant y— À cot? ?® + 2», ensuite on äura 
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par la-réunion des deux parties 
T=nyaAlcot:04/(1—0csin@)—cot +4 p/(1—0"sinL)] 
na ÿ2)E (6, 4) nat /2)E (0, 9)-Lny/A[E(, 6) F8, dy]. 
Il ne faut pas ajouter de constante, parce que la partie algébrique se détruit 


au commencement de l'intégrale où l’on a ÿ/u =y/A.coti®=#yA.cotz4. 
158. Pour avoir l’intésrale complète, 1l faut faire d = 0 et® = 27, 


. - 0 s 
ce qui donnera de nouveau cot + = cot; nd = V4 >; On aura donc 


= nya Ete— (: +HDE A 


Comme on a dans cette même limite V'=ZU' et U'=; "1", il s'ensuit 
que l'intégrale complète V'=—;:2 T'; or, nous avons déjà . trouvé 


2 


Enfin puisqu'on a F'ce — A4 2 F'k, on voit que la fonction de seconde 


espèce L'c-s’exprime par la fonction de première espèce F'ce, de cette ma- 
nière 
1 V2 ) T 
LA mis 24 1 CET 
Ee= (: d'A F?c HAEEE 
— 3 5e 
où l’on peut substituer la valeur V2 = + V )= cute De 
V 


Connaissant ainsi la valeur de E'c, on peut trouver celle de E'# au 


moyen de léquation des fonctions complémentaires = = E'c F'2—E10 F'c 


— F'cF'2; et parce qu’on a d’ailleurs F'=— 3F'c, on trouvera 


E'b — (z— 


T 
d'a 
b + 4F'e 2 
ou E'b = 3E'c — 2F'k. 
Ainsi avec la seule fonction complète de première espèce F'X ou F‘(sin 45°), 
on peut déterminer exactement, non-seulement toutes les fonctions com- 


plètes de première et de seconde espèce qui se rapportent au modulesin 45°, 
mais encore toutes celles qui se rapportent aux modules € et Ë, ce qui 


198 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 
forme trois séries infinies de fonctions F' et E!, détérminäbles par la seule . 
transcendante F'(sin 45°). 


Puisque nous avons trouvé deux valeurs de l'intégrale indéfinie V, sion 
les égale entré elles, on aura l'équation générale 


DE(R, E)— FE) — PES ME (0, @)— (6, 
+ LEA) — (A2 +2 (c, ©) 
dans laquelle M est une quantité algébrique dont la valeur est 


M = 2422 [oott pA(e, @)—cot24 A (bp) +4 / (ES). 1/4 4) pl, 


et qui Re nulle dans les deux limites de l'intégrale. 

Cette équation générale jointe à une autre que nous démontrerons 
bientôt, servira à déterminer les fonctions de seconde espèce E(c, @), 
E(b, À) par des fonctions semblables rapportées au module #4. 


*.,. z*dz 
$ IV. De l'intégrale W = (sd — VG +: 
» de NUS PES Ar 7 dé tang° 
150. Soit 2=tañg }4,k°=+#,onaura W=tangs (2 VO Finré à 
ou en développant l'intégrale, 


W=;tang:é[r —A(, Q1+3212E (Æ, €) —F(4,0)]: 
Cette intégrale est prise à compter de = 0,ouË=0; si on l’étend jus- 
qu'à 2= ©, il faudra fairé {= +, ce qui donnera HAE complète 
Wi= Li (2Ek FX) — TT ; 
car le terme algébrique + tang 5 [1 — A(X, C)]se réduit à zéro, quoique 
le facteur tang + € soit mfini; en effet lorsque € diffère infiniment peu de x, 
onar——y{(1—# sin £)= + A* sin 6, et £ tang +2. 24° sin° € = +4" sin C. 
sin? ?(—=0. 
Pétre avoir la même intégrale sous une autre forme, soit comme ci-dessus 
zf=h 1 = pz*, On aura 
1 dp = 1) dp ap VG° = 3p) 
W = us 3 Le 7 . 
54 Ve) +) Vo 


HE hp — TE 
La première intégrale se =: à V(p*— 3p), ensuite .si on fait 
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L =) 
p°dp 3,2— 2 — 
(: P A 


Le PME PR ee AN eV TE, 
H = (p°—4) (= P JE 3, 08 ana dE VF vtr -P) pe 


Was 5 3 /(p°—3p) 3 (p— 4Ÿ End + [TE VE—3). TG 


La partie aloébrique s’évanouit au commencement de lintégrale où 
z=0oetp => , Car il faut prendre le signe supérieur depuis 2=0 jus- 


qu'à z = 7, et l’inférieur depuis 3 = 1 jusqu'à z = w©. Elle évanouit 


de même à la fin de l'intégrale, lorsque z — « et p = z*, parce qu’on 
doit PEER le signe, inférieur depuis 3 = 1, jusqu’à 3 = ou depuis 
p=2 jusquà p—. Ainsi il reste à “trouver l'intégrale. ...,.... 


—p_ *# dp(p*—6) 
T= en 4)? et on aura 


 W=is—i V3) (pe 4 (ES) +3 T 
: 74 z'2 
ou W=iz de 


Nous donnons à l'intégrale T le signe -+ qu’elle doit avoir depuis z = 0 
jusqu'à 3 = 1, parce que les substitutions ultérieures feront changer le signe 
de ÿ/(p° — 4), comme il doit l’être depuis z = 1 jusqu’à z=© : Soit comme 
ci-dessus = 12, p+n = pu, À =17—+ ont, ou A=2+ 43, on aura 


T — — 1 ESS {rw +7. + 2) dv aLE RU 2) do 


VG+H an). VEN) + VC— 2). VX) 


Soit maintenant y —=A+ 2À cot*@, on aura 


T — = frrete + skin 2 _dp _ff22r Col? ®. a Lee LA n° sr 2 de 
2/2A 7 * A(c,œ) Shan uO * A(b,@) 
Mais on a 'É = —— cot @ A(c,p) — E(c, ®)+ const.; donc 


= — iles [cotpA(c,p)—cotp A(b,p)]+ E(c,p) —E(é,o®)] 
À 2 — 
+ F(c, @) ie EE : F(8, @): 
On peut remarquer que la partie algébrique cot @ A(c, ®)— cot p A(b, ®) 


(Bb? — c*) sin @ cos @ ds . AA Ne 
— — © : elle s’évanouit donc, non-seulement aux extrémités de 
A(c,?)+ A (b,@) 1 ? 


l'intégrale où ® =0 et®—7, mais même au point moyen où = 1,0 À, 
et P—; 7. 
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Faisant ® = +, valeur qui répond à z2= ©, on aura l'intégrale complète 
L mms 1 LÀ 2 1 Pape 2 À 
T'=— n V2A(E'c—E: DER Pie Di b. 


Mais T' = 6W' — RE donc 


E'c—E'r= = +2 Po + (2 an Pb FE: 


et si on observe que 2°+2= 2(1+ y/3) — 2 V2À, on aura plus sim- 
plement 

2 2 F 
“ Gi )Fe (M: F'è PTT 
formule qui s'accorde parfaitement avec celles que nous avons déjà 
trouvées. 

Maintenant si on égale entre elles les deux valeurs indéfinies de W, 
on aura à 


ER, €) FD = N — 8 [E(e, bris e) 
HO DF(, . 2 :) FC, ?):. 


formule où la partie algébrique désignée par N s'exprime ainsi 


E'c — Eb = 


NE — — 1 n\/27 [cot@ A(c, @)—cot pA(b, @)]. 


Cette équation générale jointe à celle que nous avons déjà trouvée (n° 158) 
servira à exprimer toute fonction de seconde espèce E(c, ®) ou E(b, ®) par 
le moyen des fonctions E(k, €) ou F(4, €), rapportées au module 
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AMI AAAAAA 


AAA ARAAANANAAANANAAANANANARANY MAMAN AAA AAA 
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Auire exemple de réduction dans lequel les modules des fonc- 
tions comparées n'appartiennent ni à la méme échelle, ni à 
des échelles complémentaires. 


dz 


$ I”. De l'intégrale Z = a+ 


3 3 EE. = 6 
160. SBrs y/(1+25) =, m= ÿ/2, on aura = = lant Su n, et la 


transformée sera 
aà té: du À 
Tom) V(i—uf)? 


elle est plus simple puisque le radical qui était du troisième degré, n’est 

plus que du second. Dans l'intervalle de 3 = 0 à z — 1, la variable 4 
croît aussi depuis 4 = © jusqu'à u — 1 ; passé 3 — 1 jusqu'à 3 = © 

il faut imaginer que le radical y/(1—uf) change de signe , et la variable 

- décroït depuis 4 = 1 jusqu’à 4 = 0; mais il suflira de considérer la pre- 
mière période , bornée à u = 1. 


. . . I 2=— 3 . 2 
Soil z = sin é, ensuite tang {= -— tang 0 C— : ou C =—=sIn 19°, 
V3 


on aura 


HAN. 

Z= —— — F (c, ®). 

sue ÿ/3 V/Ci—c° sin n?) — ra (; @) 

Pour avoir l'intégrale complète, il faut faire 3 = 1, ce qui donne u = 1, 
t=:7,®—=7, el par conséquent 


I 
L=—;— F'o; 
m V/3 
on retombe ainsi sur une fonction déjà considérée bien des fois et qui a un 
grand nombre de propriétés, savoir, la fonction dont le module est sin 15°. 
161. Pour avoir une autre valeur de l’intégrale indéfinie, soit d’abord 3° 


+ 1=pz, on aura la transformée Z = ik ——, où p décroît 


V(p°—4). V(p° — 3p) 
TL 20 


si 
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depuis p = « jusqu’à P=2; tandis que z augmente depuis z = o jusqu’à 
3=—= 1. Passé z = x jusqu'à z = D le radical ÿ/(p* — À) changera de 
signe et p augmentera depuis p = 2 jusqu’à p = æ, mais nous avons vu 


qu’on peut se borner au .premier ain 
3 


Soit de nouveau V (p° — 3p) — #, qu p° = , on aura la transfor- 


mée plus simple : 


dans laquelle la variable # croît depuis 4 = 1 jusqu’à u — 4 ne m,. Ce 
| Sateh ri Le 
VG+1) 
Puisqu’on a us (fur) = — 1 + bus —u, si l’on fait u°+ m° = ut, 
Fous du . 
v Re DE D 


qu’on trouve directement par la valeur # — 


. ra ° | F3 
on aura d’abord Z = À ensuite l’équation supposée 


donne 
uk m = (Ham) ,u— m—=— VET 2) 
om = (it + ar) + /(Eé — am) 


FAT PDA Pierre. PNA UR V2 : Cp 22. DATI Qr AÉRIR ENT 2e 
Am) V(Ham).V(5+3mt—"À) 4m) V' (2m). V(6+3m°i—t) 
Nous supposons que la variable w croît depuis 4 = 1 jusqu’à u = m° ; dans 
ces deux limites on a la même valeur de t, savoir, € — 1 + m*; entre ces 
deux extrêmes, il y aura done un minimum de &, lequek est £ = 2m, la 
lieu lorsque 4 — m. Ainsi dans toute l'étendue de lintégrale que nous vou- 
lons déterminer , 1l faut considérer £ comme décroissant depuis £ = 1 m° 


jusqu’à t — 2m; ce dernier point répond à u = m, p° = Ai 10 
3= V(2—V3)—= 20. 

On voit donc que des deux intégrales qui composent la valeur de 13 la 
première est positive et croissante jusqu'à £ == 2%, ou 4 — 20; elle décroit 
ensuite et devient nulle à la limite où 3 = 1 et = 5 + m° ; quant à la 
seconde intégrale ,» elle est constamment positive el croissante ; parce que 
passé le terme où { = 2m, le radical g/{t — 2m) change de signe. Il fau- 
drait donc se. borner à cette seconde intégrale seule si on Desit avoir la 
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valeur de l'intégrale complète, mais continuons de chercher celle de l'in- 
tégrale indéfinie. 

it d’ab sg UE à A Pr LE Lu 

Pour cela soit d’abord P — GE) VOLE 

5 + 3mt (rm — 0 LA (a mt) 14 mem 1]; si on fait 

= LTÉE, on aura 4 + om — mn Mbits nt AN 


comme on a 


k _ RE ge ne 2dy id. 
ect pret de EE, RCE DEEE EDS in 
—(m + 1) 7, cette formule se réduit à P — af Soit 

vi EM + et b— ra ou à = sin 75°, on aura enfin 

Pa a 


27 V/(1—0? sin? Ÿ) ox: ÿ2 
Si on étend cette formule depuis Ÿ = —=OQou/—= Im", De V = « 


(3 M — 1 
2m, « étant déterminé par léquation tang a = — cr a Wu” 


: si on étend cette même inté- 


V/27 
grale au-delà de £ = 2m, jusqu'à £ = 1 + m°, on aura de nouveau À = 0, 
et l’intégrale complète P' = o. 
162. Venons maintenant à la seconde intégrale. ................... : 


TN —di 6 es Im 2m y ° 
Q=/ sa rimR ec Aju PL ONE Eh re 
A à eh Ré VE 8 
formée Q = f° VE 222 cos 21° +220) ? 
A=(m+:)y3, = 1m + nm = _… $ 
Au cos 28 = 5 (5-4 4 m), cos 2 =. Lt mr (4m m = 5). 
On observera que la valeur 2» = y 2, donne tel à des réductions dont 
voici les principales : 
3 
8 = (mr) (mr) (mi) (nr), (=, 
m5 = (m—i)(mt), 3(4m—5) = (m° me 
} E MS EN Gm—5ÿ 
sin 20 = > à (m—1)f = 2(m+1)® == Nat 2 
m—5 


cos 20 = ? (4m+5) ÿ/(4m—5)., tang 20 = m4 5 A 
26 


, on aura la trans- 


dans laquelle 
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Cela posé, si on fait le module 4 = sin : et son complément : = cos Û à 


] — pr 1 ? 
ensuite ÿ = rlang > © EU. 2)= XE > On aura l'intégrale 
4 
No V3 
er _ LE k,œ), où -=-——. 

QE Ven 20) — (&, )3.0 AT (mi) 
L'intégrale commence lorsque £= 1 +m*, alors y — o et w — 0; sioû 
fait © = 7, on aura y = ©, 6 — 2m; c’est le milieu de l'intégrale com- 
plète ; l’angle © continuant à croître depuis © = 7 jusqu’à w.= 27, on 
aura dans cette dernière limite y = 0, t= 1 + m°, et l’intégrale com- 


plète sera Q' — He F'Z. 


163. De là on conclut Z' — = (P: + Q') — 8 1&; mais on 


c; donc 


a déjà trouvé Z' = — 
mV/3 
(on + 1 
PR pe. 

Ainsi la fonction complète F'# se détermine par la fonction connue F'e dont. 
le module est sim 15°, et le rapport Ne ces deux fonctions, qui est 
CE 

3y3 
aisé de s’assurer que le module #, qui est un nombre et petit, (car on 
trouve log £À = 7.035730 6ro17 15168, ou 4 — 0.001141 etc.) n’entre 
point dans l'échelle des modules formés soit d’après le module primitif 
sin 15°, soit d’après le module complémentaire sin 75°. Car selon qu’on fait 
e= sin 15° ou c = sin 75°, on a pour les termes de l’échelle décroissante 
c°, c®, etc., les valeurs logarithmiques suivantes où ne se trouve pas 


celle de  ; 


, peut aussi se représenter par — Da = ou par ÿ CE ). Or il est 


c'=k sin10 o+=)sh7 5 
c 8.23885 82051. © 9.760996 TA 
c® 5.87b72 16597. c® 9.02538 78768. 


c°® 7.45116 69032. 
pk PRES 55492. 


Si on égale entre elles les deux valeurs trouvées pour l'intégrale indé- 
fine Z, on aura ER générale 


D E(6) = F(,4) + (m— 1) Fe), 


qui servira à déterminer la fonction F(4,œ) par deux autres fonctions F(c,@), 
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F(b,11), rapportées aux modules c et à; on sait d’ailleurs qup F (b,14) peut 
ion se réduire à la forme 4/3. Fc, 7} de sorte. qu’on aura F(k,œ ) 


an 2-4 Los F(c,) A V'3E(c, s)] NT = GENTE Cr(9)—: — F(c, 9) | 
Enfin il'est aisé de réduire ANG — 3F(c;5) à une seule fonction F(c,£), 


ce qui donnera F(ko) = MR FACIEA ES CEE Lu C2 45 

Pour l’usage de ces équations il faut savoir comment deux des variables 
®,NŸ,&®, peuvent se déterminer par la troisième; c’est ce qui résultera 
des équations suivantes : | 


gr E ei V3 (u— 1) Rs 
V Gi+r) lang s Vi 5 Cm} (m+u) 
(m+ 1) (u—1) (m?— u) 


eu ARS ARE: Lee Se idee mme MU ET Lai 
OST AE VEN (n — u} 4 


V3 col? EN ® — SU re 34 dE dE. @ mu): (m ui), 


TT m'(u— 1) à mm (uÿ — 1) 


Li 


Ainsi on voit que les trois quantités cot*.+ @, tang* +, tang* 3 w, s'ex- 
priment d’une manière rationnelle et assez simple par le moyen d’une même 
variable w qui se déduit immédiatement de z. Au commencement de lin- 
tégrale on au = 1 et par suite ®@ = 0,  =:0,.0 =,0; à la fin oh a 
u—=m,P=T,Vd—=0; «= 27; au milieu de cet intervalle où. 


' 7IT 9 
3= ÿ(2=Y3)—="20, et u = m, ona lang? à = tang' à Les 
IRPPEE | 

feat 1, — "VS mo: 
tang > L = lang ; & — 22 * por E ao — #. Dans ce cas particulier or1 


doit donc OR AS 1) Fi cp €) — LF (ba), etparce que 
(m—1)k = = Fe, on devra & avoir AT = = Ft ae — - fe a), ce 


qui est facile à AT 
négttte f Le vu He 
$ EL De sr Intégrale NV =, E: A5) 
“) Re | = AT. » + D: ftrs: ‘ » 
164. Soit y/(1—xf)— Fee m désignant toujours ÿ/2, on aura la transformée 


= [PS coit pt = — TOP AO IAT Sie sus 
Van nelle TTL? et ensuite 4 = 2 OEM FU 


on aura 
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pero a 

V= 2m 73 (1 — 0? sin° PE Year UE 
Cette intégrale est prise depuis æ— 0, ou “#4 æ-0; $ion l’étend jusqu'a 


x— 1, on aura dans cette dernière limite 4 = 1, tang +4 = 3, 3, valeur 
qui répond. à à une fonction F(2,4) = + Ha b; donc on aura ARE com- 


plète 


V: Leman M cu 3 #4 ft pr — Mid Fc. 
2m\/3 Das 
Pour avoir une autre valeur de l'intégrale indéfinie, soit : —x—=p,on 
8 5 | Li 
aura W(1—2)= x V(p°#+43p), et la transformée sera 
V —.) 2 SE 3 * 
es +4).VG° + 3p) 
3u3 
soit ensuite 4 (p* + 3p) = £, OWip* — = , on aura la nouvelle trans- 


formée : 


Vi Dhs — du 
VG— 2). y)? 
dans laquelle les limites æ =—0, x = 1, correspondent aux limites u== 1, 
NE F—(g "+ enfin um = ut, On aura 
= = VGt2m). VE ES . 4m J VG-2m). V(Ë-3mt-S) 
Ces intégrales sont prises à compter de £ — 1 + m*, et elles s'étendent 


jusqu’à == ©, valeur qui répond à x —1. 
165. Considérons d’abord l'intégrale Pa. TEE ; où 


l’on observera 4 5— mt — OT — Eye mt ) + TE tm" +1]. 


ds 20 3 4 


on aura la transformée 
dp . 1 
pus fs EC p). 
4 I 2 2 4 ? : 
VE VA c* sin* ®) V27 
3 


Pour avoir la fonction complète P”, il faudra faire y=1, tang +9 = TE 
et comme cette valeur de ? est celle da donne F(c, Et) 3 Fe, on.aura 
PE pe | 


3ÿ27 


CHAPITRE XXX, | : 207 


Considérons en second lieu l'intégrale Q = f. a. A ne pc pe A 
soit (= init a , on aura la transformée 
ee 2d y 
Q= V'Q— 228 cos 24. y°+ ny!) 4 
dans Pis | 
Mr ja 
= (mi) 3, hs 008 28 = LT EE (4m + 5) 


. . . . | amd B » Q 
Ainsi le module := sin (= , — cos À, sera déterminé par la valeur 


| dr VE. 2 (4m + 5); 


il est par conséquent le complément du module 4 déterminé ci-dessus. Soit 


enfin y = 3*(m*— 1) tang}®, et on aura Pintégrale cherchée 


TTb=— 1 X 
QE ' ne a mu —=3 * E FF (i, © ). 


Cette intégrale s'étend depuis © —0 jusqu’à la valèéur de æ qui répond 


1 
— - 


4 


àax=t1, cette valeur est donnée par l’équation tang © = = 
2 P q = 2 V' (n° 1) 
nt 


Le 
=", et nous ferons voir ci-après que cette valeur suppose F(:, x 


w27 
= $F':, ainsi on a l'intégrale Spy 


m— 3 
Q'— 1° LITRES 2 sa jrs 
= Gr rb, 


Réunissant les deux intégrales P' et Q, on aura l’intégrale complète 


AG e-kt Fer i} 


F'c; égalant ces. deux 


Par la première méthode on a trouvé V' — 
V 27 
valeurs, on en tre ‘11 +1) F'e; mais nous avons déjà trouvé 
FA Ce F'c; donc les fonctions F'X, F':, sont entre elles comme 1 à 
343, de sorte qu’on a F'i= 3ÿ/ 314. | 
Ce rapport entre les deux fonctions complémentaires F'4, F'5, est d’autant 
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plus digne de remarque, qu’il occupe en quelque sorte la troisième place à 
la suite de deux autres rapports déjà connus. En effet on a trouvé que dans 
le cas de c = sin 15°, le rapport de F'c à F'2 est celui de 1 à ÿ/3; dans le 


cas de c— eve, ce rapport est de 1 à 3; enfin dans le dernier cas où 
Von supposerait © —=+—2(4m45) V(4m—5) , Ce rapport est de 1 à 34/5. 

Au reste les fonctions F formées, soit d’après le module #, soit d’après 
son complément i, ont une telle anne: avec les fonctions ft mées d’après 
le module sin 15°, qu’en général toute fonction F(#, ©) ou F(i, o} peut se 
déterminer par une fonction F(c,@) dont le module est sin 15°, c’est ce que 
nous ayons déjà prouvé pour F(4, ©), il reste à le faire voir pour F(i, «). 

Si on égale entre elles les deux valeurs trouvées pour l'intégrale indéfinie 


V, on en tirera 


Fi, 0) = FE, D—F(c, » 


équation qui a une analogie remarquable avec l’équation déjà trouvée 


FA, e)= CT ETC, e) — F(, d) |; 


mais les variables @ et 4 ne se déduisent pas de la même manière de « 
dans les deux équations. Quoi qu'il en soit, la fonction F(b, 4) pouvant 
toujours être représentée par, ÿ/3 F(c, €), et deux termes tels que 2F(c,-€) 
— F(c, p) pouvant être réduits à un seul F(c, c)> on voit qu'on pourra 


toujours supposer F(, w) — Sent à “e F(c, 7); comme on a obtenu F(K, ©) 


Il nous reste à démontrer une proposition supposée dans les calculs pré- 
cédens, savoir, que pour le module z, l'équation F(r, ©) = F7 est satis- 


faite par la valeur tang + © — ee -. Pour cela soit F(i, «)=+ Fi, et 
V27 aps 
F (46) = +$ F1; il faut qu’en supposant tang +6 = -—— , la valeur 
V2 
correspondante de c* soit égale à #, or on a dans cette hypothèse cos 6—1 
— sin &,et faisant sin a=x, on aura l’équation o= 1 — 2x + c° (2x°— xt). 
x 21° 


as en Ne 
HR gr LUXE 16? 


donc = = Re — = + ee (3e + Fe — +). Substituant 


Mais puisque cos 61 1— x, On a tang’ 16 = 
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a S e 
les valeurs # = Ce, + (m°— 1)y/3, on aura 


Ci (rm om) + VS DE (4m +5), 


ce qui est la valeur trouvée pour #. 


$ NT. De l'intégrale Z — Il (ds — : 2). 


V2 
166. Soit ANS =œu,ou #—y(w#— 1), on aura We PTE 
Î ds — :. TE s) Soit ensuite u = 1 + y/3 tang* :@,et c = ou 
c= sin 15°, on-aura 
L=—z— — EVENE Tee 


ou en achevant les intégrations 


L=— ÿ/3 [A(e, 6) tang 194 MEET F(e, 9) —Etc, 6] 


Cette intégrale s’évanouit, lorsque 3=—0 ou®=0o; si on ne l’étend que 
jusqu’à 3 = 1, 1l faudra faire ® = y et tang + y — VE ) mais cette 


valeur de y ne rend pas F(c, y) commensurable avec la acon complète 
EÉle:'é "est pourquoi il faudra continuer Aingrale) jusqu'à 3 = ©, et comme 


dans ce cas, la partie algébrique 3 — V 3. A(C, ®) tang 5 se réduit à zéro, 
nous aurons, en faisant ®—+, l'intégrale complète | 


Eu os Vins NN dotlertn 
D= 2 V3(Ec— Tr = re 


Cherchons maintenant la même intégrale par une autre voie. 
Soit comme ci-dessus, 2° ir 1=p2, On aura 2=+p—+4/(p—4),et 


Z= 2 —: _pdp in LS (p°— ci CENR 

v = 3p)  J V(P—f).V(r—3p) 
Dans l'intervalle de 3=—0 à 3=1, p diminue depuis p = jusqu’ àp== 2; dans 
l'intervalle de 2= 1 jusqu'à 2=% , p augmente depuis p=2 jusqu à p=R, 


et dans cette partie de l’intégrale 1 radical y/(p°— 4} est pris avec le signe. 
\ MS À 27 
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De là on voit que la première intégrale + itéans désigne une quantité 
VG'—p) 

toujours croissante jusqu'à 81 où p—2; qu'ensuite celte quantité dé- 
croît et devient nulle, lorsque z= « ; d’où il suit que cetté partie n’entre 
point dans l'intégrale complète ; quant à la seconde intégrale, elle désigne 
une quantité négative toujours croissante depuis le commencement de lin- 
tégrale jusqu'à la fin. 

Il importe d’éviter les infinis que les valeurs de p peuvent introduire aux 


deux limites de l'intégrale. Pour cela , soit WV Et it +) TP: 4} 


(: — +) * , on aura la différentielle 


7 


d d 2 — 0) d, d — c 
AN PORT, MANU R EUR A ER RE es SPRNUERS PE D 7. 


VE —3p) PV —3%)  V{p—4).V(p—3p) P(i-2) 
P° 


donc 


L=s—iW —: ft — + f- => 


PVG— 3p) Pr — #4) (: — à) 


Sous cette forme les deux intégrales qui restent à déterminer ont toujours 
une valeur finie. 


Rd D 3 e 
167. Pour avoir l’intégrale P — Li — , Soit Y/(p° — 3p) = pu, 
| ” PVG—3p) 
ou p = us on aura P — —# 5 55. soit u— 1 —Y*, et ensuile 


: 17 Ja- Satis 3 Pdt(1—V/3 tang’ ! 
7=V3.tangit, b=? et on aura P= V rie 


» ou en 
effectuant l’intégration, 
1 3— 
P=1ya27| EG,0) —(f Cz-)F(, &)— AG, &)-tang 5€ | 
L’amplitude &, qui est nulle à Haras de l’intégrale lorsque z = 0, 


p=œetu=1,a pour maximum la valeur € =6, qui répond à p=», 
# 


v— — et pour laquelle on a tang + b — VE x Ensuite, p augmentant 


depuis PE 2 jusqu’à p = «w, l'amplitude € diminue et devient nulle de 
nouveau à la dernière limite ne l'intégrale où z = «© , de sorte que l’inté- 
grale complète P'= 0. 
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Venons maintenant à la seconde intégrale Q = tr 
PG°— 4) (15 
si l’on fait y/(p° — 3p) =, ou p= = —, 0n aura la transformée 
du/(z° Er n du (w— 1) 
es vers 
Soit 4° + m°= ut, on aura Eu — 4 —u = ui (5 + 3m't— 0), 
u = st 3V(E — 4m), 
sVG+ 2m) — VE — 2m), 
mu = :W(t+ 2m) HIiy(t— 2m), 


& 
[ 


Wu = Et — m)V(t + 2m) — E(t + m)y(t — 2m), 
ds Ya SE 
Fya VE — Fr)? 
et en faisant toutes les substitutions, 
(EH mt—}m)dt . : (3 — mt— Sim) dt 
Q=— FJ RTS Eat er à t+ 2m VO HE Smt— À) 4] VE — 2m) (5 +3mi—6) 
( ). ( ( 


Il faut observer que le signe du second terme change chaque fois que t 
passe par la valeur = 2m, ou par la valeur £= 1 7m, c’est-à-dire lors- 
que l’un des deux radicaux y/(£— 2m), W{(5 + 5m°t— &) devient nul ; 
car On a 5 + 3mt— (1m —t) [1 — om mi (1 me) t + €]. 
En effet, voici la correspondance qui a lieu entre les trois variables 2, w,t 
aux deux limites de l’intégrale et dans trois points mtermédiaires, 


2—=0, V(2— V3), 1, VE +w3), , 
U—= 1, m , m', m, ; 
L—1<+m", 2m, 1 + mn”, 2m, 1m. 


Il en résulte que la seconde intégrale est une quantité qui croît conti- 
nuellement en même temps que z. Il n’en est pas de même de la première 
dont la valeur, d’abord négative, atteint son maximum lorsque u — 1m , ou 
t= 2m; elle diminue-ensuite et devient nulle lorsque 3 = 1, ou u—m* et 
t—1+ m"*. Cette période se renouvelle dans l’autre partie de la même in- 
tégrale depuis z = 1 jusqu’à 3 — ; ainsi cette intégrale n’entre point dans 
la valeur complète de Q,. 

168. Considérons d’abord l'intégrale dont nous venons de parler, .... 


Qu f mime L osoue LM =2nip 
VG+ 2m). VB + 3m PES EN OR LORD LTISNR essus, {— ERA , 


27. 
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Eu bp 223, MENT 
V3 4 


A CARS MALE 2 ne à LL AN DE à; Lea 2 caca dr(MA 
(+ 2m) . ACEZ 3m°t—t) Te 27 x (74€: Er b? sin° Ÿ) \ 


Pour les réductions ultérieures , il faut mettre £ sous cette forme...... 


y =rlangl4, r= 1 


Ans Vs. dénef {LE 7 
f + LR et on aura 
f=t(m—iy@R), ct 7H, 
2, COS À V3 
sin? À 
= (RH I) RS 


Cela posé, en appliquant les formules du n° 144, on aura 

4 
SALES (2m). V/(5 + 3m°t—6 27 y < /3—1 
Q= 3, PCM CE OV EE, (LT) FE) | 
Cette quantité est toujours négative; son maximum a lieu a Lan, 
alors L = à ; elle est nulle aux pu limites de l'intégrale et dans le point 
RAI Di (5 AN 


2e mi—i + m)dt 


1 
Venons maintenant à l’autre intégrale Q"=— re ÉS TE Fr Bmt=E) 


* 1) … ê 1 + mm +2my ut Var 
Si l’on fait comme ci-dessus = ETS TOUN ,J=rtang;o, = ru Lou? 
pr tire Hire = (im +5), on aura 

— dt V3 do 


VG— 2m). VO S3mt 8) — (mi) * VG— EF sin a)? 


ensuite, pour appliquer à l'intégrale Q” la formule du n° 144, il faudra 


faire n—= — HR ENT et mettre la valeur de # sous la forme...... : 
(nm + 1) HAyn 
RE] g” 
DER Jose due PRE dans laquelle on aura 
(m—1} 1 eye | TIR 64 V’27 


222 Le mie 
J'=imt = M, coter, 
D 
nl MTS Are 
et lapplication de la formule indiquée donnera 


Q'—= PC Re mt CE, a) — (A, o) | 
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Dans cette formule , ainsi réduite à une forme très simple , il faut re- 
garder l’angle © comme croissant continuellement avec 3, et alors l’inté- 
grale Q" sera aussi continuellement croissante , conformément aux condi- 
tions dont nous avons fait mention ; la correspondance entre 3 et æ, dans 
les points principaux , sera donc comme il suit : 


na the v(2—v5), l', V(2+V3), SA 

© = 0, F , 27 ; 37 ; 47. 
Ainsi, pour avoir lintégrale complète qui répond à 3= , il faudra 
faire {= 1 + m° et w—47,ce qui donnera 


GRR te CE (CE) ra ] 


On a déjà trouvé Q’, = 0; donc Q, = Q",. Mais la valeur générale de Pin- 
tégrale Z est Z= 3— EWW—P+-Q ; et comme, depuis 2= 1 jusqu’à z—w, 


3 


le radical (P° — 4)° doit changer de signe, on a Wæ=p (1— 
+ (p° — 4) (i — ES) ; donc, à la dernière limite où p = ,on a 


W= 2p = 22 (*), et par conséquent , z— WW =0; d’ailleurs, à cette 
même limite, P,= 0, donc Z'=Q1=—=Q"1, ou 


ee [Ex Cry 7 FX |. 
I 


169. Par la première méthode, on a trouvé Z' = AA Fe ; égalant ces 
2 
deux valeurs, et observant que “A un résultat précédent, F'i—(m-r YE'e, 
on aura 
SPLEUN PS 2 — 1\ y, Ko, 
Ex C Fi 3173 )F RH. 
Au moyen de cette équation et de celle des complémens = — EF: + 


E:5F°k4 — F'AF'i, on trouvera l'expression de la fonction E'7, savoir , 


(*) C'est ce qu'on trouve encore plus facilement en exprimant W en fonction dez, 


2(z— 1)(22 +1) 
ME: 10 SUN EMA 
(241) VGH) 


z=®, la partie algébrique z — 5 W se réduit à zéro. 


car alors on a sans ambiguité W = , ét il est visible que lorsque 


214 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 
Ei= (+ V8 Or 

d’où l’on voit que les fonctions de seconde espèce, E'X, E':, se déterminent 
exactement et d’une manière très simple par les fonctions de première es- 
pèce F'#, F'7, ou seulement par Pune des deux, puisqu'on a F=34/3.F'£, 
de sorte que toutes ces fonctions et toutes celles qui appartiennent aux 
deux échelles formées d’après les modules complémentaires 4 et z se dé- 
terminent par une seule de ces fonctions , ou, si l’on veut , par la seule 
fonction F'c, dont le module est sin 15°. Voilà donc deux suites infinies 
de transcendantes E', F', formées d’après les modules À et z, et deux 
autres suites formées d’après les modules sin 15° et sin 75°, qui toutes se 
déterminent exactement par un seul terme de ces quatre séries infinies. 

170. Les deux expressions que nous avons obtenues de l'intégrale indé- 
finie Z, étant égalées entre elles donneront cette équation générale 


E(ce)— (EE (petit V8 ECO (EE) FO] 


V3—1 à 
—3 VSEG 4) (6) F0] 
LEVRE Go 
+ PEER 0) CET F (0), 
dans laquelle T est une quantité algébrique qüi s’évanouit au commencement 
et à la fin de l'intégrale. Or, il a été prouvé ci-dessus que toute fonction de 


la forme E(b, 6) (FC, €), peut être changée en une autre de la 
forme V3{ EC, o) — FC c, c) | +V, V étant une quantité algé- 


brique. D'ailleurs la somme ou la différence de deux quantités de la forme 

31 
E(e, 5) — (= V3 
même forme, plus une quantité algébrique. Donc l’équation précédente 
pourra toujours être mise sous la forme 


CD ne 0) (EE tk, 0) RQ +R (0,5) (LÉ (e,E), 


Q étant une quantité algébrique qui s’évanouit aux deux limites de l’intégrale. 

Ce résultat joint à celui que nous avons trouvé pour la fonction F (£, æ), 
prouve que les fonctions E et F, dont le module est Æ, se réduisent toujours 
à des fonctions de même nature, dont le module est c. Nous nous contentons 
ici de démontrer la possibilité de cette réduction, sans développer les for- 


)E(c, o) pourra toujours se réduire à une quantité de 


L 2 
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mules par lesquelles on peut l’éffectuer, parce que cette résolution, qui est 
un beau théorème d’analyse, ne serait d’aucüne utilité dans la pratique. 


Lu x°dx 
IV. De l'intégrale U = [-—"—. 
F VO si) 
371. Soit VG—axt)— 1—#*, on aura U — C7) Si on fait va- 
$ VB —3y +7) 


rier x depuis x—0 jusqu'à x=1,.7 variera de même depuisy=0o jusqu’à 

=ax On pourrait faire varier ultérieurement x depuis æ = 1 jusqu’à 
x = D, mais daus cette partie l'intégrale serait négative, et il est inutile 
de s’en occuper. 


‘. 4 3 / 
Soit de nouveau y = 3 tang+4, b— ee , on aura U—= ie 
2 


dy (i— V3tang 4) 
VG—Bsmd) 


U= V3E] (6,4) — (M) FG, J)—a(8, 4) ang | 


Pour avoir l'intégrale complète, soit x=1, ôn aura p=1, d=A, et 


, ou en achevant l'intégration , 


tang + À — ++ or cette valeur de À donne F(&,A)=<£F'8. Ayant donc 
V 


3F(b, x) = F(6, x), on trouvera par les formules connues (art. G6v) 
3E(b, A)—E(b,#)= b"sinÀ; dans le même cas A(b,A)=1(y3—1); 
donc l'intégrale ui 


ve 2 [ri —(Ma) ré] 


172. Cherchons maintevant la même intégrale par une autre méthode; soit 
3 
=—æ=p, on aura ÿ/(1—xt)= 2 /(p+3p), x=—3p+i/(p +4), 


ce qui donne la transformée 


Uu—! RRQ D (p° Tage) 0e NS 
vP — 3p) VGP°+ 4). V(r +3p) 


dans laquelle les intégrales s'étendent de p= « à p =. 
Pour éviter les quantités infinies qui ont lieu à la première limite, soit 


P=- — dp\, 
ph p) 
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CHR) 
forever 7) 
VCp°+ 4). (n° 3p) s 
on aura U=P—Q. Ainsi tout se réduit à trouver les intégrales P et Q. 


Soit V + 3p) = pu, ou p°— ie -; ON aura 


V3 vdo 
Con RC 0 CPE ES 


La partie hors du signe +p(u°— 1) s’évanouit au commencement de l’in- 
. . « . » vdu 

tégrale, lorsque vu = 1. Ainsi il reste à trouver l'intégrale R= | ———— 

VQ—:) 

qui doit s'étendre depuis u=1 jusqu’à u= ©, et on aura P=—;p(u°— 1) 


DE de 
4} 2— 1/3 (1H V/3tang’:9)do 
Soitu=1#+4y/3tang +9, c° PATES on aura R=—— ne 


. - 3 
ou — 2/3[ A (c, @)tang+® + VE F(c, p)—Elc, 9) | 


Soit la partie algébrique Ê (u®—1)— e A(c,@)tang:®=T, et on aura 


P=T+H: Var[ EC; ®) — ME =) E(c; e) |. 


Dans la hmite on a u=w, T — 0, ®9 = 7; donc l'intégrale complète 


= V27| Etc — E «a re | = A 


Pour avoir maintenant l'intégrale ©, il faut d’abord substituer la valeur 
de p en u, ce _ donnera 


vdv AE) + 1) hs 
= — 14 
af ETES 


: US 
Soit w — . V4 _ =), on aura cette réduction 


Q= ir) + GE), 


où la partie algébrique +(w — p) s’évanouit à la première limite, lorsque 
u—=1. Pour avoir l’intégrale qui reste à trouver, soit m°=2 et m°u°+1 ut, 
on aura par des réductions semblables à celles nes pe précédens, 


Es ; + mé; m?) dé 2— mt— 3m) dé 
QT) En il VG+ am). VE — me) fr Van) VE Em 5) 
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LATE 2H mt + m°)d 
173. Cherchons d’abord l’intégrale M — af HT 5 on a 
déjà trouvé qu’en faisant ons Lau sa Er, TL tang+ CANURS= es : 
AU 3 _ dt I RE 


=——,0na 


ra VU 2m). VE —3mt—5) Var Vo — sine) 
servons en outre que £ peut être mis sous la forme {= fs 


qui donnera 


= (me + 1) sintz A — 2m cos +; tone sa 
tai Çn + 1} sin° à Hr== 


ë 2 COS À ? cos À 


Appliquant donc les formules du n° 144, où il faut faire X = 


| ax Po 
(+ om)(S — 3mt—5), n = —- un = L+mt— 3m, et 


V 27 


, on aura 
l'intégrale cherchée 
X # 3 
M — + Vas F(e, €)—E(c, €) | 


Cette intégrale s’'évanouit, comme cela doit être, lorsque 4= 1+-m* et = 0 ; 
pour avoir l'intégrale complète, il faut faire 4 = ©, et { = À; alors le 


vx 


terme algébrique 7 réduit à 4 m + f, et nous le laissons sous cette 


forme , parce que le terme infini £ sera détruit par un terme semblable pro- 
venant de l’autre intégrale. F 

V3 
m + 1 
leur répond à la fonction F (c,A) = 5 F'c, et on a en même temps E (c,2) 
= % E'c + à c° sin° À; donc la valeur complète de M est 


M = i+m+f—; MINT EF'c+ 2e sin® À |: 


Quant à la valeur p = À, pour laquelle on a tang + A — , cette va- 


or on trouve f + m= 
W= 6 — [ee VE) Fe | 


174. Venons maintenant à la seconde intégrale. .:...:.,.,........ 
N'a C—mt— im) dt 
Van) VE mr 

LUE 28 


ES); °n à trouyé ci-dessus qu’en faisant. .... 
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M + 1 — 2m 


PE, j = rang io, sito. | 
4 
V3 mr V3 
; A , mHI (4m+4+5), n! — (m1) ? on a 
dé n'du 


VG— 2m). VE — 3m 5) — VQ—ÿsine) : 
de là il est aisé de parvenir à l'intégrale N , au moyen de la formule de 
Particle 144. 


Dans ce cas il faudra faire t = f” + À 


COS & — COS pe 
PE Om) (mr) cop, ang & = EE 
27 


g'=+(m—;1) sin; 


on aura ensuite X'= (4 — 2m) (4 — 3m°t —5), Eu =t—m—};m"; 
donc 
fe-mt-im) CE de 1 (+1) es pese A pti a) 2 E(: ») | 
D’un autre côté on a m° _. _ AVS pe, &) : donc l'intégrale 
Ne + EX TRE — AUS) F Ge) (ie) 
mais en substituant la valeur de z’ ,ona gas — = — 
donc 


vx FO V3+1—o2m LD, 

Den pos ER Ci (ë, @) — Eee) F (a) | 
Pour avoir l’intégrale MERS il faut faire © — w, et nous avons déjà vu 
que pour cette valeur on a F{i,u) = % F', ce qui donne eh même temps 
E (i,u) = 3 E'i + 5 & sin° w; or plus on est près de la limite = ©, plus 


X’ s . LE 1860 
on a exactement V£ = 1t— m + f'; d'ailleurs on trouve entore ici f = 


TE 


 sin° g; dotic on âùra à la lite 


a a 


ANR x Gn+ 1) 
3/3 


LM Gt 


De là on tire la valèur éomplète de l'intégrale Q, savoir : 
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Le (ES pa V3+1— 2m Fri I PEL Se Pe 
6/3 D RTS 21/3 Fr) c | 


Maintenant comme on a U' = P' — (}, il viendra 


213 AE av3) Se réRs URSS Pen D) 


Égalant celte valeur à celle FER a trouvée par la première méthode, la- 
quelle est 


U'— Lee CE —— (S — St F' b]= = — le — (Er € |;on aura 
RC CL Vus) te | 


Mettant dans le second membre la valeur L'e — Vo) F'ce— 


Minirde 
V3. Fe” 
on aura enfin 
Eu — (UE RCE _3y3 TR 0 
AE c (mi) 4F'E? 
équation qui s’accorde entièrement avec celle que nous avons trouvée ei- 
dessus par une voie très différente. 
175. Si on égale maintenant les deux valeurs qui ont été obtenues pour 
l'intégrale indéfnie U , on aura l’équation générale 


EG DT + Eee) ] 


3e (Ar) ] 

UE 1) TE (é, w)— (ET LR a) ], 
dans laquelle T est une quantité Rs qu'on peut déduire de nos 
formules. Par cette équation et par celle de Part. 165 on pourra toujours 
exprimer les fonctions E(z,œ), F(7,œ), dont le module est :, par des fonc- 
tions semblables dont le module est c. Mais il nous suflit d’avoir prouvé 
que ces transformations sont toujours possibles, car 1l n’y aurait aucun 
avantage à les effectuer dans la pratique; il n’y a que les valeurs des fonc- 
tions complètes qui par la simplicité des résultats méritent les développe- 
mens que nous leur avons donnés. Nous avons donc quatre échelles formées 
d’après les modules c, b, ket i, dans lesquelles les fonctions F et E, en 
nombre infini dans chaque échelle, peuvent être réduites par des formules 


28.. 
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algébriques aux seules fonctions F{c,@), E(c,p). Quant aux fonctions com- 
plètes F' et E', rapportées à un terme quelconque de ces quatre échelles 
infiniment étendues, elles peuvent se déterminer toutes par les deux seules 
fonctions complètes F'e, E'c, ou par l’une des deux seulement. 


Remarque générale. 


176. On peut supposer que les fonctions complètes de la seconde espèce 
E'c, E'6, s’expriment par les fonctions de première espèce F'c, F'2, de la 


manière suivante : 
E'c = (2 + p)F'ce + TE 
Eb = (1 — p)F'6 + He 


En effet, ces deux équations s’accordent avec l'équation des fonctions com- 
plémentaires, et pour qu’elles aient lieu , il ne s’agit que de déterminer 
convenablement la quantité p. Or, d’après les résultats trouvés dans ces 
trois derniers chapitres, on connaît la valeur de p dans quelques cas parti- 
culiers que nous rassemblons ici. k 

1°. Lorsque c = & = sin 45°, on a p = 0; 

2°. Lorsque c—y/2—1,ona p=ive— ue +tang22°+ 


sm15°, ona P=; T3 + tang 30° ; 


3°. Lorsque c 


4 
4°. Lorsque c — Mrs, on a p= rs 1/8 «ID I0°S 
5°. Lorsque c—= :— ve. ms (4m +5) et m—=y2, ona p=— Le 


6°. Enfin , lorsque c est infiniment petit, on a F'e— SU + 20e), 


Er (1 4e); Fo + ct) log”; À; donc P=+— AE 
2 log = — 
Ainsi on voit que depuis c—0 jusqu’à c=—= sin 45°, la quantité p varie 
par degrés depuis p= + jusqu’à p = 0. 


fu E'c E'o ° . . . . . 
On a en général = — ;5; ainsi p serait connue si on connaissait 


E'c ù / \ L 
la valeur de pu > Car ce rapport, qui est une certaine fonction de c, étant 


désigné par Ac, on aurait 2p= dc — 48. 
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J E'c E 
177. S0it = 57 OÙ simplement X=— F comme on a dans le cas des 
; * dE 1 
fonctions S Mgre TT => = (E— F) et 2 = 7 (E — 0'F), on aura 
= 7 = (2 opus — = Es. ainsi la fonction x est déterminée par l’équa- 
tion diérentielle 
CE + a — 2x + b = 0 
C 
Si l’on fait x b—7y, cette équation deviendra 
1. Y 2 
be + y — be = 0; 


mais malgré sa simplicité apparente, elle n’est point intégrable par les 
moyens ordinaires, c’est-à-dire, par les fonctions algébriques, circulaires 
et logarithmiques. 


b iso: E'c 
Nous connaissons cependant une valeur particulière x = = , qui satisfait 
à l'équation différentielle en x, et on peut même en trouver assez facile- 


ment l'intégrale complète. En effet, puisque F= E — c FE la valeur 


4 


devra satisfaire à notre équation différentielle. Mais cette 


substitution ne peut manquer de reproduire l'équation différentielle du se- 
cond ordre qui détermine E (art. 46); et puisqu'on satisfait généralement 
à cette équation en mettant aE'c + &'(F'b — E:) à la place de E, on 
aura aussi généralement, en faisant «= «6, 


E'c + C(F:5— E'b) 


; dE'c dF'b cdE'b\ ? 
E'c—c + E(FE—c Ta )—e(er- 


TL = 


valeur qui se réduit à 


__ Etc +C(F'o— Eo) 
RER PS ET SIT SO 


Telle est donc l'intégrale de l’équation différentielle 


be + x — 20°x + D = 0 ; 


. 


et on déterminera la constante arbitraire 6 , de manière qu’une valeur 
donnée de x corresponde à une valeur donnée de ce, Cette valeur de €, 
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choisie pour déterminer la constante, ne doit point être l’une des limites 


c=0, c=—1; car en faisant co, on a F'b— log AS Ainsi quel que” 
2? 2 ? ; c 2 


soit 6, la valeur de x sera= 1 ; il en est de même lorsqu’on fait = 1. Mais 
pour toute autre valeur de ce l’indétermination cesse. Supposons , par 
exemple, qu’on veuille avoir æ = o lorsque c = sin 45° = b, on aura 


E 


É=— pm; les fonctions F', E' étant prises pour le module sin 45°. 


On voit, par ce nouvel exemple, que les fonctions elliptiques peuvent 
servir dans certains cas à intégrer des équations différentielles qui ne sont 
point accessibles aux méthodes ordinaires. 


AAA AAA AAA UV AAA AAA AAA AAA AA AY AAA ANA AAA AA AAA AAA ANA AI ANA NA 


CHAPITRE XXXI. 


Sur une nouvelle échelle de modules qui conduit directement 


aux théorèmes des trois chapitres précédens et à une infinité 
d'autres semblables. 


178. Pts généraliser la formule de l’art. 153, supposons qu'entre les 
amplitudes « et @ on ait l'équation 
‘ sin @ (m + À sin° 
Sin © — - s3 su LAN (1) 
1 + £ sin*® 
m, h, k étant des coefliciens auxquels nous imposerons successivement di- 
verses conditions. Et d’abord; si on veut que les angles w et @, qui naissent 
en même temps, parviennent aussi en même temps à la valeur 90° ou 
+4, il faudra satisfaire à la condition m4 k — 1 + k; dès-lors on pré- 
voit que la valeur de cos w devra avoir pour facteur cos ® ; on aura en effet 
cos @V/[1 + (26 — m° +1) sin°@ + ?sinto] 
Ti sine ; + 
Pour plus. de simplicité, nous supposerons que le radical se réduit à 
une quantité rationnelle, laquelle ne pourra être que # + A sin°®, ou 
1— A sin*®. La première valeur ne mènerait à aucun résultat ; ainsi il 
faudra supposer 24 — m1 2h. À l’aide de ces deux eonditions, qui 


COS d == 
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donnent ÀHh=+?(m—1)e —h=m—1, on aura les valeurs des 
coefliciens Æ et À, et celle de cos exprimées comme il suit: 
k = :(m—1)(m +3) | cost tan Re CE 7 sin” 9) (2) 
hk = :(m — 1} 1+bsin® ? 
et il ne reste.plus que m d’arbitraire. Mais afin que la variable © aug- 
mente par degrés de 0° à 90°, de même que la variable @ dont elle dé- 
pend , il est nécessaire que k soit plus petit que 1, et qu’ainsi on ait m 3. 
On verra bientôt qu’une autré considération exige que m soit > 1 ; ainsi 
nous supposerons toujours 72 compris entre 1 et 3, de sorte que les coef- 
ficiens m, À, h seront tous trois positifs. 
170. Cela posé, les équations (1} et (2) donnent par la différentiation 


dp (mn — k& sin°@). 
do — 1 + k sin‘ ? (3) 
et parce que (1 +4) =:%(m#+ 1), on trouverait directement par l’inté- 
gration de cette formule 


tang À (0 + @)= ET tang 9, (4) 


équation qui revient à l'équation (1), et qui est d’un usage plus commode 
pour le calcul trigonométrique quand on voudra déduire © de @, ou @ 
de ©. 

Soient c et & deux modules tellement liés entre eux, qu’on ait l'équation 


k 
I — 7 Sin? Me 
1+ ns sin* ? 
on trouvera qu’il est possible, en général, de satisfaire à cette équation (*). 


Il faut pour cela que les valeurs de &* et c*, et par suite celles des com- 
plémens 6%= 1 — ao, bæ= 1 €, soient ainsi exprimées, 


A Eee 1) (RARE pe ja (m — 1} (mn + 3) 


1— a sin @=(1— c*sin®). (or 


a° 
16mn° 16m À 
ee CHDG=m) 7 (m1) G—m) () 
BD 150 aa Ge 


et on voit que les conditions m > x et m < 3 sont nécessaires pour que Îles 
modules « et c soient réels et plus petits que l’unité 


(") Le succès de cette recherche est fondé sur ce que le rapport de A (x,œ) à À (c,g) 
peut s'exprimer rationnellement sans assujétir lindéterminée #7 à aucune condition. 
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On aura donc, d’après ces conditions, 


El 
A ee sin 
A(e, 0)= A (6; 0); (6) 
valeur qui étant combinée avec l'équation (3), donne ce résultat très re- 


d 
marquable CR an MU, 


mr = NE et en intégrant, 


| F(a, w)=mE(c, @). -(7) 
Nous parvenons ainsi à deux fonctions de la première espèce, qui sont entre 
elles dans un rapport constant, et dont les modules-& et c dépendent en 
général de la quantité #1 qu’on peut prendre à volonté entre les limites x et 3. 


Puisqu'on a en même temps @= + # et w —= +7, les fonctions complètes 
seront entre elles dans le même rapport, et on aura 


Fe ml'e. .: NP (8) : 


180. Pour avoir maintenant l’expression de E(æ, w), 1l faut intégrer 
la formule 


1— À sin° @\? 
ETS ® 


or, par les réductions connues, on obtient l'intégrale 


doA(a , ©) = mdpA(c, @). (CE 


E(a, )=2E(c, g— MD Dr(, g)+U, (0) 


à À PU EM As] 
où l’on a la fonction algébrique U=— ui} ta rs date dd 
m  1+Ækbsin°g 


Il en résulte pour la valeur de la fonction complète 


L'a— por (nn) Gp) pis (10) 
mr 2711 

Telles sont les formules nouvelles qui peuvent servir à exprimer les fonc- 
tions F et E dont le module est &, par le moyen des fonctions semblables 
dont le module est c, et réciproquement ; car il est visible qu’on déduirait 
des mêmes formules les valeurs de F (c, @) et E(c, ®) exprimées par les fonc- 
tions F(&, 0) et E (æ, «). 

181. Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les conséquences 
que présentent les équations (5) et (7). 

On remarquera d’abord que des deux modules & et c, & est toujours le 
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, . C 
plus grand, car les équations (5) donnent == soron am+3 > m—Im, 


ns 
puisque la différence m + 3 — (m°—m)—=(1+m) (3 —m), quantité 
toujours positive. 

Les équations (5) font voir comment les modules æ et c se déterminent 
par le moyen du nombre régulateur m supposé connu; réciproquement , 
étant donné l’un des deux modules « et c, on déterminera m par la réso- 
lution de l’une des deux équations du 4° degré 


mi + (8— 10°) m° + 18m° — 27 —=0, 
mt — 6m + (8— 16c°) m— 35— O. (a1) 


Or ces équations, analogues à celle de la trisection (art. 24) se résolvent 
par des formules aussi simples que nous donnerons ci-après. 


Li 3 
Observons auparavant que si on met — à la place de m dans les valeurs 


des modules & et c, on obtiendra celles de leurs complémens # et 6, dans 
un ordre inverse ; c’est-à-dire que si : valeur m = y donne les modules 


c= sinÛ,a=—sinÀ, la valeur m=— Ë Ÿ donnera les modules 6 —sin (17 —2) 
æ= sin (+7 — 6). 

Pour faciliter le calcul des modules d’après une valeur donnée du régu- 
lateur m, soit »m — ÿ/3 tang M — tang 60° tang M; soit en même temps 

___ sin (M — 30°) cos (M — 30°) 

TT csM 77, sn M 
sin À, les modules qui répondent à une valeur donnée de l’angle M, on aura 
sin 0=— pq et sin* A= pq. D’après ces formules nous avons calculé la table 
suivante où l’on trouve les valeurs de 8 et À qui répondent à toutes les 
valeurs de M, de degré en degré, depuis M = 30° ; jusqu’à M = 60°; il 
nous a suffi de calculer cette table jusqu’à M = 45°, parce que, suivant 
l'observation précédente, les angles 8 et À qui répondent à une valeur M 
— 45° + w sont les complémens, dans un ordre inverse, des angles qui 
répondent à la valeur M = 45° — 0. 


; si on désigne par c = sin 6 et & — 


226 


M. 
CRE 
Degres. 
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ETES EM 


Deg. 
0.00000 
. 28 1092 


.65689 


0.00000 
22.70276 
31. 20088 
38.33242 
43.719604 
48.297977 


3 | 52.28853 


55.83042 
59.01366 
61.090115 
64.54037 


66.965530 


69.20429 
71.273849 
73.2056 


75:00000 


Degrés.| Deg. 


0 . 00000 
:29724 
.70912 
146758 
.28036 
.7022.3 


ETITLE 


. 16998 
0 .9803 

.0988 

-45963 


[23.034350 


20.709971 
18.721091 
16.709435 


15.00000 


Dege 
0.00000 
9.76808 || 

RO DAoul 

-79047 | 

88.13188 || 

87.37851 || 


“86.8366> | 


84.59860 | 
83.50360 |} 
82.32304 |! 


81.065420 | 


79.69323 || 
78.236085 || 
76.67327 |! 
75.00000 |} 


182. L’équation F(&, w)=mE (c,®) où l’on peut prendre à volonté Pun 
des modules æ et c, donne en général le moyen de passer, dans la transfor- 
mation des fonctions F, d’un module donné à un module plus grand, ou 
de ce même module à un module plus petit. La même opération pouvant 
être répétée pour le module ainsi déduit du module primitif, on voit qu’à 
partir d’un terme donné, la série des modules auxquels les fonctions F sont 
rapportées, peut être prolongée à l'infini tant dans l’ordre des modules 
croissans que dans l’ordre des modules décroissans ; de là naît par consé- 
quent une nouvelle échelle de modules , essentiellement différente de l’é- 
chelle que nous connaissons déjà, mais qui aura des propriétés analogues 
pour multiplier à l'infini a comparaison des fonctions F, ainsi que celle 
des fonctions E, 

Jetons un coup d’œil sur le tableau précédent pour voir dans quelques 
exemples comment se forme la série des modules construite d’après un pre- 
mier module donné. 

Soit le module donné sin 15°, si on veut passer de ce module à un mo- 
dule plus grand , il faudra faire 8 — 15°, et on trouvera dans la table 
À = 79° ; ainsi on peut passer immédiatement du module c —sin 15° à son 
complément & = sin 75° ; la valeur correspondante de l’angle M est 45°, 
ainsi celle du régulateur m sera m = y/3 tang 45° = y/3; et on aura entre 
les fonctions F (6, w), F (c,®), l'équation 
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F (b,œ) = y3.F(c,®), 
dans laquelle les amplitudes © et @ doivent satisfaire. à l'équation... .., 
pi 3 
tang3 (0+9) = Lars 


2 
plus directe au résultat principal du chapitre XX VIT ; mais nous pouvons 


obtenir en outre une infinité d’autres résultats semblables. 


tang ®. Nous parvenons donc ainsi de la manière la 


Passons en effet du module sin 75° à un module plus grand; on voit par 
la table qu’en faisant 0 — 55°, la valeur correspondante de À est comprise 
entre 80°,768 et 90°; la vraie valeur est 89°,93462 etc.; ce qui donne 
déjà un module sin 89°,93462 très peu différent de l’unité, celui-ci serait 
suivi d’un module qui différerait encore beaucoup moins de la limite, et 
ainsi de suite. 


De même , si pour prolonger la suite des modules dans un autre sens, 
on veut passer du module sin 15° à un module plus petit, on cherchera 
dans la table une valeur de 8 qui réponde à la valeur donnée À = 15° ; 
et on voit immédiatement que la valeur cherchée de 8 doit être comprise 
entre 0° et0°,23 1923 la vraie valeur est 0°,06538, complément des 89°,93462 
qui ont été trouvés pour le terme correspondant de l’échelle ascendante. 
On peut remarquer au reste que les modules complémentaires amsi trouvés 
sin 0°,06538 , sin 89°,93462, sont les mêmes que nous avons désignés par 
k et i dans le chap. XXX, çe qui explique pourquoi les fonctions rappor+ 
tées à ces modules peuvent se ramener aux fonctions dont sin 15° et sin 75° 
sont les modules. Mais on voit en mème temps que les résultats trouvés 
pour ces termes particuliers de Péchelle construite sur le module primi- 
tif sin 15°, peuvent s'étendre à une infinité d’autres termes de la même 
échelle. 

183. Prenons pour second exemple le module sin 45° ; en faisant 0450, 
on trouve que la valeur correspondante de X est comprise entre 87°,37851 et 
88°,13:188; la vraie valeur est 87°,94140. Aïnsi le module sin 45° sera suivi 
du module sin 87°,94140. Si on fait ensuite À = 45°, on trouvera que 8 est 
compris entre 1°,86812 et 2°,62140; la vraie valeur est 2°,05860 complé- 
ment de 87°,94 140. Aïnsi le module sin 45° est précédé du module sin 2°,05860, 
et celui-ci le serait d’un module beaucoup plus petit, et aimsi à l'infini. Nous 
remarquerons que les modules qui suivent et précèdent immédiatement 
sin 45°, sont ceux que nous avons désignés par c et b dans le chap. XXIX. 
On explique ainsi pourquoi les fonctions rapportées à ces modules peu- 
vent s'exprimer par celles dont sin 45° est le module. 


2Q+. 
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Au reste, ces deux exemples sont les seuls où l’on rencontre à la fois 
les PRES et leurs complémens, les uns dans la série ascendante , les 
autres dans la série descendante. Dans le cas du module: primitif sin 45°, ce 
terme tient le milieu dans la série totale, parce qu'il s'identifie avec son 
complément. Dans le cas du module sin 15°, ce terme et son. complément 
sin 75°, qui le suit immédiatement, occupent le milieu de la série. 

184. Puisqu’a partir d’un module donné c, on peut former une suite in- 
finie de modules croissans jusqu’à la limite r, et une suite infinie de modules 
décroïssans jusqu’à la limite o, il conviendra d’adopter pour cette nou- 
velle échelle une notation conforme à celle de léchelle. ordinaire. Nous 
désignerons en conséquence les modules de la nouvelle échelle dans l’ordre 
croissant par €, €, c,, C,,, etc., et dans l’ordre décroissant par c, c., ce, etc. 
Nous affecterons les même indices aux complémens à de ces modules, 
ainsi qu'aux quantités » et aux amplitudes qui leur correspondent. De 
cette manière, on aura pour les fonctions F ces deux suites d'équations, 


mE(c, P}=F(c, ®,), mE(c,p)=E(c,, 95) ME (C5 PE cu» Pin)» EC: (12) 
Fc, p)=mE(c., Po); Ele,, Ps)=MooE (Coo, Poc); E(coses Pie) = Mo E (Code) Dodo)s 3 


et la loi des amplitudes donnée en général par l’équation tang (9, + ®) 
m +1 
2 


)tango, se reproduira dans les équations semblables 


tang +(9,+P,) = + (m,4-1) tang @,, tang 1 (9 H p)=+(m+1) tang p., etc. 


A l'égard des fonctions E, l'équation (9) exprimée dans cette nouvelle 
notation sera 


E(e, 9)= SE(c, p— MED mp SU EU; (13) 


U étant mis pour la quantité algébrique DER? Énoenerns 
Cette équation ; accentuée convenablement , s’appliquera à deux autres 
termes consécutifs quelconques de la même échelle. 

Dans le cas des fonctions complètes, où l’on doit faire à la Lite P—=IT, 


P,=+4, les formules seront 
Fc" mes 
Be = pe M+DG= mp 


27t 


(14) 


Nous conclurons de ces formules que dans la nouvelle échelle de modules, 
comme dans l’échelle ordinaire , les fonctions F et E, rapportées à un terme 
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quelconque de l'échelle, peuvent s'exprimer par les fonctions semblables 
rapportées au module primitif c. 

185. Il importe maintenant de faire voir par quelles formules on peut 
déduire-les modules c, ét e; du module donné c: Pour cela, nous remarque- 
rons querpar les équations (5) on a 


tale oi à ant ne nf gt nie rene trim 
_…. no ka ts 3 tab ci Ami 
ui Can) Grimes à 3 — m° 


Donc entre deux modules consécutifs cet © et leurs complémens bet b,,on 
a cette équation très simple 
| (cc) + v/(bb,) =. (15) 

Si l’on considère dans cette équation c, et b, comme les inconnues, et qu’on 
fasse p/(cc,) = c* + bex, ce‘qui donne ‘ÿ/(66,) — b — bcx, on aura 
© —=c(c+br), b,= b(b— cx), et l'équation pour déterminer x séra 
C(c + bx)f + DB — cx)t — 1, où 

xt + Gx? LS ga, #0) 


Cette équation tombe encore dans un cas de facile solution; en effet, sup - 
posons que le premier membre soit le produit des deux ÉItéAle 

Xp 2x 4/6 — 1) + 26 + 1 — 21, 

2° — 2XW/(e — 1) + 26 + 1 + 2]; 


il faudra simplement satisfaire aux deux conditions 


LX—3=0. 


la uketke, Iy/{e— 1) = a 


d’où l’on déduit e = He re »I=V(i + ee). On doit prendre 1 


toujours positif; mais g/(e—1), dont la valeur est cms , devra être du 
même signe que c*— b?, 

Cela posé, le second des deux facteurs de notre équation ne donnant 
que des racines imaginaires, on tirera du premier deux racines réelles que 


nous désignerons par x, et x, ; ces racines sont | 
= ÆY(e— 1) + pVlav( He + à) — 6 — a (16) 
Lo = y(Ee — 1) — avr Het se) — 6 — 21|? 
en observant de prendre pour (e— 1) le signe supérieur si onac>b6, 
et linférieur si on a c << 8. 


230 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


La racme x,, sabstituée pour la valeur de x, servira à déterminer €, et b,; 
la racine x, servira de même à déterminer c, et 4. En eflet, si on veut 
déduire les modules €, et b, des modules données & et D,on aura à ré- 
soudre l'équation y/(cc.)+ y (6b.)=1, laquelle en faisant 4/(cc,)=c#+bcx, 

v/(bb.) = b* — bcx, conduit à Ja même DT en æ, que nous venons 
de résoudre. 1 4 

Donc, étant donnés led MATE cel vi on trouvera SPA Suivans c, et b,, 
ainsi que les précédens c,, 2,, par les Brhntes 

© c(c+ bx), = c(c + bx.), 
b, b(b — x), b, = b(b — cx.)?, | (17) 


où il faudra substituer les valeurs de x, et.x..données par les équations (16). 


Les mêmes formules serviront à déduire ci de C0, -de @,, etc.; elles 
serviront également à à déduire €. de & ; Coco de Coÿs EC Aïnsi on DEL 
à volonté la série des modules tant dans l’ordre. croissant que. dans l’ordre 
décroissant; mais nous donnerons bientôt un moyen plus facile d'atteindre 
le même Dr | 

Il est bon d’observer que lorsqu'on est parvenu à un module € très 
petit, le module suivant c, qui se déduit de équation y/(cc.)+y/(bb.)=1, 


est donné d’une manière très approchée par la formule 
CZ 56 (1H 7% cf etc.). (18) 

Ainsi, dans la nouvelle échelle, on (passe d’un très petit module c au 
module beaucoup plus petit Ep de sorte que le décroissement est beau- 
coup plus rapide que dans l'échelle ordinaire où l’on a c —=% c?. 

L’approximation vers l’autre limite n’est pas moins rapide; car si le 
module c est déjà très près de l’unité, son complément b sera très petit. 
Mais le complément suivant b, étant déterminé par lPéquation 4/(6b,) + 
v’(cc,)= 1, semblable à celle que nous venons de résoudre , on en tirera 
de même 


= 53 01 Hi + 23 bete.) 
186. Il reste à calculer la valeur de m qui répond au module donné c; 
cette valeur devra être tirée de l’équation 


mé — Gm° 1 LA Ce 70e") Mie 3 — 0. | 


Soit, pour cet effet, A — "7 (4*e*) , on aura la formule 
m—=#£ y (1 — d)+V + d +2 VO+d + d' )}, (19) 
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dans laquellé on prendra le signe supérieur pour ÿ/(1—-d')sùi ce > bi et 


l’inférieur si e < à. 
La même formule servira à ralcals un autre terme a m, tant 


de la suite ascendante ®%, m,, m), etc., que de la suite descendante m1, 
ms; Mssetcs, il suflira pour cela de mettre c,; au lieu de ce. 

Mais il y a un moyen plus simple de calculer la suite des valeurs de 
m; et d’abord pour déduire m, de m, il faut observer que d’après les équa- 
tions F (c,, @,) = res ® FE, 9,) = mE (cr, ®,) , on a ces deux 
valeurs de c, 


(m—1}(n +3} ph. CRONCELO) 
CSST ENG NO à ULANPE 5 b1 m0 7tR@he 2700 


Faisant donc m,= +, on aura à résoudre l’équation 
(x — 1P(É+ 1)=(m— 1) + 1). 
x | Tnt 

ie ME 1: “0 : 3 11. , 

On satisfait à cette équation en faisant x=— —; ainsi, en supprimant le 
Fv 
Abix 3 pics : : 

facteur inutile æ ++, on n'aura plus à résoudre que l'équation du troi- 
sième degré | 

3 9 


Or cette équation , traitée par les formules ordinaires conduit à une valeur 
très simple de x ou de m,, pre est 


% Ar + — 1) (20) 


On déduira semblablement ”, de m,, m,, de m,, etc., ce qui permettra de 
continuer indéfiniment la suite croissante m1, 7%, M; elC:, dont la limite 


est 3. 
Pour déduire 1, de m2 , l'équation à résoudre sera, en faisant M =Xx, 


—)=—= — 1) rs 
Gœ—)(r+i)= 6 1) (+5. 
Or cette équation résulte de celle que nous venons de résoudre , lorsqu'on 


\ . K 3 ° q . 
change à la fois + en — Ë et me en =; on déduira donc de la solution 


précédente 
ns Er + Gr)T en) 
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Cette formule servira à calculer », par le moyen de", semblablement m1, 
par le moyen de m,, et ainsi à l'infini. On prolongera donc à RES la 
suite 72, M, M 2 etc. , dont la limite est r. | 

Suépiion qu’on soit parvenu à une. valeur.de w2 , trés peu différent de 
l'unité, et soit ChLEE valeur Mm=1#-0,s1 on : Fat par 7% le terme sui- 
vant, On aura, = 1 +5 4%; ainsi L on voit combien est rapide Papproxi- 
mation vers la limite r. | 

De même, à l’autre extrémité de l’é schelle, si on est parvenu à une valeur 
très ne de la limite 3, soit cette tsloûb m=—=3(1— 0) , la valeur sui- 
vante , encore beaucoup plus approchée de la limite, sera m, = 3(1—7%0°). 
Donc vers les deux limites de léchelle, on a sensiblement 


3 &. NI 
M—i=;R(m 1. m rite Ce 1). 


187. Voyons maintenant quel est l’usage des formules précédentes pour 
calculer les valeurs approchées des fonctions FetE. 
Il résulte des équations (12) qu’on a successivement 


Fe, 9)=meF(c, p.) = mm.sF(cs; Lx, etc. 


Or, quand on a prolongé Ja suite c, c., ce, etc., jusqu’à un terme c, assez 
petit pour être négligé, on a avec une exactitude suflisante F(c,, @u)—=@u: 
Donc alors la valeur de la fonction F(c, @) est 


Fe DE MM Heu Ou (22) 
Quant à l’amplitude ®., on la déduira de @ par la résolution des équa- 
tions successives : 
tang(9+0,)=3(1-+m.)tang®., tang2(9.p.)=2#(1#me)tangP ; etc. ; 
ce qui n’exige , comme‘on voit, d’autres données , outre l’amplitude ® , que 
les termes de Ja suite m, , ms, Moco > etc. Dans le cas de la fonction com- 
plète, il n’y a point d’amplitudes à calculer, puisqu'elles sont toutes égales 
à +7; on aura donc simplement Ee. 

EC = MoMooe e + Myor Te. (2) 

Dans ces deux cas, la suite m,, m, etc., doit être prolongée jusqu’à un 
terme m,, dont la différence avec: l’unité puisse être-négligée. 


Une autre valeur de la fonction F(c, ®) peut être obtenue par le: calcul 
des termes croissans #2, m,, m,, etc. On a en effet 


F(c, = SF (0 @)= ——F(c @), ete. 
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Supposons que la suite des #2 soit continuée jusqi'à un terme m, dont 
la différence avec la limite 3 soit négligeable , alors le module c, sera telle- 
ment près de l’unité, que le quarré de son complément (2,)*, qui a pour 
valeur #(3 — m,), sera aussi une quantité négligeable. Maïs dans le cas où 


d ' 
er TA log tang (45° eu me 1®) ; pourvu 


que ® ne soit pas trop près de 90° ; donc on aura, à cette exception pres, 


FG, Den. 108 tang (45° 194), (24) 


MM IN ee. 


b* est négligeable ; on a F{c, ®)— 


et la valeur de ®, devra être tirée.de la résolution de l’équation tang (9, @) 
= + (m1) tang® et des autres équations semblables. 
Dans le cas des fonctions complètes, on aura @,=+7 et Fc, @u) 


Are 
= log ÿ, — * 108 Fa Donc 
Fe RENE LE pe ; (25) 


Ces approximations sont encore plus rapides que celles qu’on obtient par 
léchelle ordinaire, et elles ont l’avantage de n’employer comme élémens 
que la suite des valeurs de m. 

188. Par la comparaison des. deux valeurs de F'e, on obtient l’équa- 
tion suivante, | | 


où M désigne le produit 1...M660710010MM,m,,. « + «My, terminé d’une part 
au terme ",, qui entre dans le premier membre, et de l’autre part à un 
terme qui ne diffère pas sensiblement de l’unité. 

Et comme on peut remplacer 7, par m, en supposant que 72 désigne le 
terme de la série qui ne diffère de 3 que d’une quantité négligeable » On aura 
plus simplement LD 


12, à 
- log 7, — F(MMoMooMocot + +1); (26) 


équation qui peut servir à calculer le logarithme d’an nombre quelconque 
au moyen du nombre connu 7. 

Pour cet effet, prenons »m de manière qu’on ait 3—m=— 1247, a élant 
un nombre entier à volonté , et £ un exposant assez grand pour que 47 ap- 
partienne à l’ordre de décimales qu’on veut négliger. Si d’après la valeur 
M 3—124a7", on calcule par la formule (21) les termes de la série dé- 


TRE 30 : 
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croissante M2,, Mis, ELC., Jusqu'à ce qu'on parvienne à un terme qui ne 
diffère plus sensiblement de l’unité, on auta avec une exactitude suffisante 


log a —> (MMM + ++ 1). (27) 


189. Les formules pour l’approxination des foncüons E se déduiraient de 
l'équation (12), appliquée successivement aux différens termes de l’échelle; 
mais la quantité algébrique U, ju change d’une équation à l’autre , com- 
pliquera les résultats quand il s'agira aus fonctions incomplètes , et à cet 
égard, les formules calculées sur l’échèlle ordinaire méritent la préférence. 
Le née incotivénient n’a pas lieu pour la fonction complète E'c, dont la 
valeur peut être trouvée par les formules (14) appliquées successivement aux 
môdulés €; €cos etc: 

Jusqu'ici nous n’avons considéré que l’échelle des modules 0... Lie, 
Cy Cry Cyr..1, formée d’après le module primitif &; mais pour. Conserver 
l’añalogie avec l’échelle déjà connue, il importe de considérer aussi la suite 
des modules complémeñtaires 1...8,, 8, b, b,, b,....0 formée sembla- 
blément d'apres le module primitif 8. Les propriétés dès fonctions F et 
E , rapportées successivement aux imodules compris dans cette seconde 
suite, seront les mêmes que les propriétés ‘observées dans l’autre suite , 
ais 1 yade plus, entré les deux suites de fonctions, er propriétés 
particulières qui méritent € être remarquées. 

Et d’abord les équations générales, pour léchelle des des b, de- 
vant être de même forme que cellés qui ont lieu pour l'échelle des mo- 
dules €, on pourra süpposer 

FO, DE nFE,, 4) tant (4 +4) Etang, (28) 
ét on aura généralement 2 = Lo conformément à d’observation déjà faite 
(art. 181). Cette même relation entre les toefliciens régulateurs , m'et », 


aura lieu également pour deux autres termes consécutifs. On troüvera en 


< 


3 3 
effet, par les formulés de l’art 186, #è= = M CC, lo — EU 
| 4 


HahTSE EN etc. De sorte qu'ayant déjà calculé pour l'échelle des modules 
Moo 


e la suite dés termes Mo, Moy M, Nu M, ;'ete., ‘on ën déduit ithrédiate- 
rent les teñnes 7, 75, À, 1,,h,... qui äppattiénnent à l'échelle des 
modules d. 

Si dn multiplié entre ‘elles les déux équations F0, 3 = nP(,, 4), 


Fc, 6) = mc, @), dn en dédnira 
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Fc, gr) __ 2 FC, @) F3 
POLE, A (0 (29) 


on aura semblablement 


F(c,; Qu) 3 EF (Gr 2) gs. F(e, +) ” 

F(0,, Ÿ,) F(6,, Ÿ) "6, 4)? 
ainsi de suite. D’où l’on voit que le facteur 3 et ses puissances remplacent 
dans la nouvelle échelle le facteur 2 et ses puissances qui ont lieu dans 
l’autre échelle (art. 83). 

L'équation que nous ayons donnée entre les fonetions F qui se rapportent 
aux deux termes à, ,, servira également à comparer les fonctions qui se 
rapportent à deux autres termes consécutifs de la même échelle. Les fonc- 
tions E se compareront de la même manière au moyen de l’équation générale 


15 "à nn}: 
EG" J)=SE(, 4) MHIÉ Op, J)AHV., (30) 
où la quantité algébrique V = cs FE)? STONE EE CRE 
dans le cas des fonctions complètes, on aura simplement 


EE" — HIDE 9 Fe. 


Ainsi dans la nouvelle échelle la comparaison des fonctions complètes, tant 
pour l'échelle des modules c que pour celle de leurs FOUEFAONRE b, peut se 
faire par le moyen de la seule suite... 760, Mo; M, M,, M. 
d’après un premier terme donné m. 

190. Nous remarquerons enfin que de l’équation (29) et des équations 
semblables prolongées indéfiniment , on déduit pour le cas des fonctions 
complètes 


* DATA 


Ecg) à 3 F'e 


F(b)  * ‘F0 
Donc si à, est de l’ordre des quantités négligeables, auquel cas F'(2.)= 
dits 13 (EN — 
logz, = ; log ; ai F(8,)= 27, on aura 
F'e 12 
F7 — D UE 3e (31) 


Cette équation appliquée. au cas fe c—b, donnera l'expression de 7 par 


un logarithme savoir Reis — log —, où m, doit être un terme éloigné 
) dés a ps 


ce 
à volonté dans la suite m,m,, m,, etc., calculée d’après le module primi- 
30 + - 
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üfm, qui convient à c — sin 45°; on verra dans l’exemple IT ci-après, que 
ce module m—4/(3 + 24/3) — 2 cos1504/3. 

De même, l'équation précédente appliquée au cas de ec = sin 15°, où l’on 


am=Wy3, F® —y 3F'c, donnera pour # cette seconde expression... 


12 


y/3 
æ =" — log Ba Ces formules sont analogues à celles que nous avons 
34 Tu 


trouvées dans le chap. XX. 

Nous allons maintenant faire voir dans quelques exemples comment , à 
laide de la nouvelle échelle, on peut parvenir directement et d’une ma- 
nière trés simple, aux résultats contenus dans les trois chapitres précédens. 


Exemple LI. 


191. Soit m=V3, on trouve immédiatement par les équations (5) c — 
sin15°et & ou c, —=sin 75°, ce quiest déjà connu par la table de l’art. 181. Ré- 


. , 4 ï . : 2—(/3 
ciproquement, étant donné le module c — sin 15°,ou c°— ,) On trou- 


vera par les formules (r7) et (r9),  =sin75 et m—y/3. C’est une véri- 
fication qu’on pourra faire sur ‘ces: formules , en observant que la substitution 


3 
LL . . 
des valeurs «= u*, d' = 2 où l’on-aw=y2, donne lieu à différentes 


réductions telles que y(i+u+ut)=1it+u, (u+i)y(u—i)=y3, 
après lesquelles le radical cubique y disparaît entièrement du calcul. 

Puisque le module c, est égal dans cet exemple au complément du mo- 
dule e, on aura , en mettant # à la place de c,, l'équation 


F(®, ®) —=/3F (e, ®); 
dans laquelle les amplitudes & et g, sont liées entre elles par l'équation 
tang +(9, Hp) —=+(y/3+1)tang 9 = 0y/2.tang @ 
On peut donc, par cette équation, exprimer toute fonction F dont le mo- 


dule est à, par une fonction semblable dont le, module est c, et réci- 
proquemen£, 


H en est de même des fonctions E pour lesquelles on a l'équation 
À A(c, 9 
E(6, p)=y3E(e, 9) —F(e, 9) + See. 


On a ainsi une.démonstration très succincte des résultats obtenus } pars ‘d’au- 
tres voies clans le chap. X XVII. 
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Exemple II. 


192. Soit e=sin 45 =ÿ;3; si on fait pour abréger r =y/ (24/3 — 3) 
== )2 SI 1503, 3, on déduira des formules (17) 
ci et rs Co —= C1 — r}, 
br CR TE Bon hr Er 
d'où l’on voit que les modules c, et c, , qui suivent et précèdent le module 
primitif ce, sont complémens l’un de l’autre ; il en est de même des modules 


e, Et Coo) et en général des modules également éloignés du terme moyen c. 
Dans le même cas on aura, par la formule (19), m=y(3+ 24/3) 


= 2 COS 15°1/3 ; et de cette valeur de 77 on déduit celle de 7», par la for- 
mule (21), savoir, m0 —= c1 =—=V(2V3—3) 


Cela posé, les fonctions F rapportées aux modules c,, €, e, ou b,, seront 
hées entre elles par les deux équations 


ON CAD EC CAT) PM CAC) EEE CAS Pe) 


auxquelles correspondent les équations des amplitudes 


tangz (?,+@)—=3(m—+i)tangp, tangr(P+ Po) =+(m0+ 1) tang @.. 


Si dans Résprerion des modules €, et #,, on met au lieu de r la valeur 


, = (Le ). #3, on aura 

V2 Lys Be V2 + ÿ3 | 

LEP VS PIN TE 1737" 
Nous retrouvons donc dans ces valeurs les modules désignés par e et b dans 
le chapitre XXIX , et les propriétés des fonctions relatives à ces modules 
peuvent être exposées maintenant de la manière la plus simple et la plus di- 
recte, au moyen des équations précédentes qui ne sont susceptibles d'aucune 
réduction ultérieure. 

Ayant obtenu deux équations entre les fonctions dont les modules sont 
Co; C3 D, On pourra réduire l’une à l’autre deux de ces fonctions à vo- 
lonté. Aïnsi, par exemple, toute fonction F (c,, ®.) dont le module est €, 
se réduira à la fonction F(c,@) dont le module est:c, au moyen de léqua- 


Co — 


tion Fc, , @. )=— . F (c,®);'et en déterminant l’amplitude @ par l'équation 


tang + (P +0.) = à (M, + 1) lang P.. 
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De même on pourra réduire l’une à l’autre les deux fonctions F (à,, @,) et 
F ie @), au moyen des équations F (8,9) = mF (c,@), tangi(®, +) 

2 (mæ+- 1) tang 9. 

ÉCRA, s’il était question de réduire l’une à l’autre les deux Puctions 
F(b.,@,), F(c,@.), dont les modules sont complémens Pun de l'autre, on 
aurait pour cet effet l'équation très simple 

F (Bo; ®r) = 3F (ce, Ce); 

et la relation entre les amplitudes @,, ®, se déduirait des deux équations 

tang: (p+9) 3 (MH 1) tang 9 

tang 2 (9,-+ Q)== à (m + 1) tang @. 
La possibilité de ces réductions a été démontrée dans le chapitre XXIX, 
mais la complication des formules n’avait pas permis de les effectuer, et il 
ne fallait rien moins qu’une théorie fondée sur les propriétés de la nouvelle 
échelle pour faire disparaître les difficultés inhérentes à ce genre de trans- 
formations. 


Au reste la réduction des fonctions E se fera de même au moyen des 
formules 


E(8,,9)=2E(c,9)— CPC MF (0, 9) +U, 
3 Mo — Mo 
É(c,?)=E fc, D.) — D Qmort L) 0 D 2) F (ca Po) + La 


2 
dans laquelle U désigne la quantité algébrique. . SU TT He à 
m—1.m+3 A (c,@) sing cos? : 

MATE EE . 1 (n=— 1) (m+3) sing sin @ et U, une fonction semblable de 
Moy Coy Po: 


Exemple IIT. 


103. Revenons à la valeur primitive c — sin 15° qui donne €, = sin 75° 
—=b; si d’aprèsle module c nous cherchons le module précédent c, et son com- 
plément &,, b, sera en même temps égal au module c, qui suit ec, On trou- 

[ : — 3 

vera c, et à, par les formules (17) en faisant ç = sin 15°, ou c = L di 
. 3 

ce qui donne € = p° (u étant V2), V(r+eke)= ip... ; 

et V/[2y/(i ete) — ce 2] =uV(u,— 1); on aura donc x... 


b 
=— (u—1) y (m® — 3); et parce que 5=2— 3, - = 2+ V3, 
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on aura 


ce, = Cb[2— 4/3—(u— 1) (pu —1)}, 
db, = bc {24 V3+Qu— x) y(u—Tr) 7. 


Substituant la valeur ÿ/3={(u+1) ÿ/(u°—1), on aura plus simplement 


cb Lip VGu—:)F, 
b=eli+u v(u—i)?, 
Cod = }(u— 1}. 

Ces valeurs dé €, et à, s'accordent avec les valeurs des modules désignés 
par # et : dans le chapitre XXX. Ainsi nous pouvons présenter de la ma- 
nière la plus simple et la plus directe les résultats auxquels nous ne sommes 
parvenu que par üne voie très laborieuse dans ce chapitre, et au moyen 
des propriétés de la nouvelle échelle nous pourrons rendre effectives les 
comparaisons où réductions dont nous avions seulement démontré la pos- 
sibilité. 

Nous connaïssons quatre termes consécutifs de la nouvelle échelle , sa- 
voir &,, ©, b, b,; ces quatre termes donneront lieu aux trois équations sui- 
vantes entre les fonctions F, et à trois équations correspondantes entre les 
amplitudes : 


F(bo Pn) = MA(b, p), tang 20, + pr) — = (1m, + 1)tang @,, 
F(È, ®) — mF(c, @), tangz(p, + ®) = <(m + RTE ®, 
rte ®) = MECS": Po) lang 3 (® + Po) — (Mo + + 1) tang Po. 
On observera d’ailleurs que de la valeur m—43 on déduit n,= (+ 4} 


V3 
303. 


PES Tout est donc connu dans ces équations qui offrent 


les moyens de comparer deux à deux les quatre fonctions. 
Si on veut comparer les fonctions F(c, @.), F(&, ®,) à la fonction 
Fe, @), on aura pour cet effet les équations 


Fc, 9) — mt (co; Po) ; Ffbs, Po) =mmF(c, ®). 
Si on veut comparer-entre elles les fonctions F(c,, ®.), F(2,, ®,), dont les 
modules sont complémens l’un de lautre, on multipliera entre elles les 
trois équations précédentes , ce qui donnera 
F(è, Pa) = IV SF (Co; Po). 
Quant à la manière de déduire @, de @,, ou ®, de @,, on ne peut trouver 
rien de plus simple que les troïs équations des amplitudes où @ est un in- 


CLR IR Si 
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termédiaire qu'on ne pie éliminer sans RPM beaucoup les ré- 
sultats, 


On comparera exblaHlepiept les Binclians E qui se rapportent à nos 
quatre modules, au moyen des trois équations 


3 NP ACTE 
E(@ ; (2) Sr 7 LC, (22) FC CHIEN F (7, P,) + U,, 
EG, @)= SEC, ç) = MED Pr, 9) + U, 
Be ?) sn ECC, Pe) — 3 (nan) 6 =) E(ce, Po) + Us 


27119 


où l’on connaît les valeurs des quantités algébriques U,, U, U.. 

À. l'égard des fonctions complètes , il est inutile de reproduire ici les 
valeurs que nous en avons données dans le chap. XXX. 

Nous observerons en général que les mêmes formules qui établissent la 
comparaison des Rat F et E, dont les modules sont €, et 4, tant 
entre elles qu'avec les fonctions dont le module est c, s’appliqueraient 
également aux fonctions dont les modules sont c,, et 2, et à une infinité 
d’autres comprises dans la même échelle. 


Exemple, IF. 


} 


104. Prenons encore pour exemple le module c = 2 — 1 dont ,nous 
avons fait connaître les RATÉ, (art. 87); on aura pour le calcul des formules 


(rh PE RCReE =, Vé—1)=:0, Vi+es+e)=}:+4y2; donc 
m0 (0%), sr a LG 


et par ces valeurs 0 on obtient 


PRET 6 +3 — 16€ RAM 

b, = b[r — ic +3); = 166c sinf37°+, 
Co —= C(2 —yÿ3) — 160$ sinf 15°, 

Bb = br —ic(i —y3)| — 1GBe sin 7° 2 : 


on aura en même temps d —20, VOTEe, VA6: + J'+d' —=2—0C, 


4] L4 2 COS 
m=ÿ/6—c=—1# séc 18 — POSTE mi Basin 15°sin 22°5C057°+, 


cos 15° ? 
LE Vo 7. 


Au moyen de ces valeurs ; on aura les équations 
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Fc, ®) = mF(e,®), tang+r(®, + @) = <(m + 1) Lang 
F(c,; P) as. mE(cr, ? tang +, + P;) — à (m, + 1) tang 


‘ ‘ 3 3 À 
De même, sionfaitz=, #2, on aura pour les modules 4 


mentaires ces équations 


FO, Je nr), npiGh = SH i)tang Ÿr, 
F(Ë,, 4) rs LAIUR À) ? tang a (Ÿr a Ÿ,) TU 3 (2, TA 1) ang Bd 
les suites des unes ‘et des autres pouvant être indéfiniment prolongées. 
_ J’observe maïntenant que par la propriété particulière du module € on 
peut réduire entre elles les fonctions F(b, 4), F(c, @); on a pour cet 
effet les équations | 


F(c,®)=y2.F(b,9) sin (29° —@)=—= c sing i 
E(c,o)= y'2[E(8,9)+cF(b,9'")]—cesin®  tang(p—9)=— ctang 

On pourra donc réduire entre elles les fonctions F (b,, 4), F(c,, @,) dont 
les modules sont complémens l’un de l’autre ; on réduirait de même les 
deux fonctions F (c,,@,), F(b,, di) qui sont dans le même cas et une 
infinité d’autres semblables. 

Voici les formules à employer pour la réduction des premieres et les 
équations correspondantes des amplitudes 


F(cp)=mF(c,@), tangi(p,+p)—:(m+i) tango, 

F(c,p)=y2.F(b,9),  tang (—9" nn ee ®', 

FO d=nE (Vi), tangs (V4) (nr i)tang4, 
Étant donné, par exemple, la fonction F(b,, Yi) on déterminera 4 par 
Ad, au moyen de l'équation tang + (L+4,) = +(2+ 1) tang 4; faisant 
ensuite ® —= +, on Hs @ par l'équation Hat (P— 1) = c iang À ; 
enfin @ étant connu on déterminera @, par Peer tang+(p, +)... 
= + (m—+ 1) tang 9; ensuite on déduira du produit des trois équations pré- 
cédentes | 


-F(c,9)=3v2F (8, 4,); 
ce qui donnera l'expression de F (b,,4,) par le moyen de F (c,, @,). Pouc 
avoir en particulier une équation entre les fonctions complètes, on fera 
J,=+7, ce qui donnera d =i7=—9,p=#7,9,—7; donc on aura 


F'e, _ 5 Fo m0 


et on connaît la valeur de c, qui donne lieu à cette équation. 


UE | , 31 
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199. Pour la comparaison des fonetions E on aura .semblablement les 
trois équations 


a 2 
E(c,9,)=2E(e, 0) — C4 F(e,9)+U, 
E dx ®) = .ÿ/2.E(8,9") + cy/2.F(b,9)—"e sin ?, 

3  " \(aHi) (3—7 Ar 
E(b, 4)æSE(, 4) ED RE, EV, 


au moyen desquelles on peut exprimer les fonctions E(8;, .), E(c,, @,) par 
le moyen des fonctions semblables E (c,@), F (c,®), ou par le moyen des 
fonctions E (4,4), F (8,4). On peut aussi exprimer la fonction E (b,, 4.) 
par les fonctions E et F dont lé module est c, et réciproquement, ce qui 
est un nouvel exemple de la réduction entre des fonctions dont les modules 
sont complémens l’un de l’autre. 

Dans le cas des fonctions complètes les formules se simplifient et don- 
nent : 

Lcr= sa E'c — sa te Ent Fe, Fe, mc 


/ m 2m 


1 1 +1) G— 7x) ere 2e Eu 
E5, — 5 Do + RD EÉLD y F0, = 22. 
Substituant les valeurs z — È FE — _ F'>, la seconde équation devient 
Label \ G+m) (mn F), à 4 
pe Dm A 2 eo 


et parce que les valeurs de Etc, E'6, F'c, F'h, peuvent être exprimées par 
une seule de ces transcendantes, par ER par Fe, on exprimera de 
même les fonctions E'e, F'e,, E'6,, F'5. 

Pour faciliter la er 400 Net des deux équations précédentes, 
on ‘peut exprimer les coefliciens en lignes tHsQnomeuNqes ,.de cette, ma- 
niére : 


£ 2 cos” 7° à co$” 7° 3 
11 0 loss Ne. En à pZ, 
we LT ,2:cos 7% Ê Que 3 °.:005* 7° 


196. Nous avons développé: dans ee qui précède les naine principales 
qui distinguent la nouvelle échelle de l’ancienne, cependantnous devons faire 
encore remarquer que si les deux échelles sont formées d’après un-même 
module primitif c, il ne pourra y,avoir aucun, autre terme commun, entre 
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les deux suites c, c’, c’...,c,c,, c,, etc., prolongées dans un sens ou: dans 
l’autre. 


Car supposons qu’on eût, par exemple c, = c/”, on aurait également le 
< = ? F \ 
complément 4, —= 0". Mais par les propriétés des SR LR complètes on a 


; | Et F'o ; se _ 3 M 
dune part 55 = 2° 5 , eb d'autre part Et = 5 > = ; équations qui ne 
PAU s’accorder entre MS puisqu'on n’a ve ve = 2 ni en général 


= 3", 

S légalité entre deux termes des deux suites ne peut avoir lieu, il n’en 
est pas de même de l'égalité entre le-complément d’un module pris dans 
une suite et un terme pris dans l’une ou dans l’autre suite. Ainsi on pourra 
avoir sans sortir de l'échelle nouvelle = c,, ce qui a lieu lorsque e=sin 15°, 
puisque alors c, = sm 55° — b ; on pourra avoir semblablement De, 
mais alors on aurait d ==:c; — sin 45°; on pourrait aussi avoir b = c,,, 
mais il s’ensuivrait à — c,, et par conséquent c, = sin 15°. Tous ces cas se 
réduisent aux deux seuls dans lesquels: le module primitif est sin: 15° ou 
sin 45°. 

Mais on peut trouver.une infinité d’autres cas en passant d’une échelle à 
l'autre, et il en résultera une infinité de solutions nouvelles du problème 
où l’on se propose;de trouver:des fonctions dont les modules sont complé- 
mens l’un de l'autre, et qui soient réductibles entre elles, comme le sont 
les fonctions, qui ont pour-modulessin 10° et sin 95°. 

A9ÿ Pour en donner un: exemple, cherchons la valeur du module c tel 
qu'on aitb=2/,.où pour plus de clartémous faisons 40. L’équation supposée 


donne b = ve , et ôn'en tiré D* (1 — a) = fac, où 6 — ac ; sub- 


stituant les valeurs données,en Hinclione de n,par les équations (5), on aura 
a résoudre l'équation 


IQ! 


(Ba donne == Om hub 2m — 3). 


Soit 3 — m°— 2mx, on aura (1x) = (1 —x) où x° + 6x=3; donc 
=—ÿ+2V3,etm—=—x+V(a+3=(+v2)(6— V6) 


; ; ITA m + 3 
Connaissant le réculateur #, on en déduira & = ©, = 42 


sin 15° et 


c = (m1) sin 15°; ces valeurs peuvent être. exprimées entierement en 


lignes trigonométriques ; et par ce moyen on aura. immédiatement leurs lo- 
garithmes comme 1l suit : 


m— 16 sin 6o° sin 15° sin? 37° L,,......0.12354 1100 82295 
31.. 
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M — 1= 16 sin 15° sin se 3 Sin 37° >, 
m + 3 


mr 


Il 


16 sin 15° cos 7° + cos 37° 


CU 
€ = 16 sin° 15° sin vi sin 37° +, 8:93025 72403 51305 
c,—= 16 sin° 15° cos 7° + cos 37° >, 9-92584 7664 81985 


Le module c étant ainsi déterminé on aura les équations 


F (c,; ?,) = mF (c; ), | | tang + (@,+P)—=+ (m+1) tang @, 
F(b, ©) = ;{i+c)F(c,o), tang(wo—0w)=c tango". 


De là résulte en faisant © — @,, l'équation 


F(6,0 EE 
dans laquelle la relation entre les amplitudes æ! et @ doit étre :tirée des 


deux équations suivantes, où il ya un intermédiaire ® qui pourrait être 
éliminé : 


tang + (op) —=+(m+1) tang®, tang (© — w') = € tang &° ; 
si On fait &"—?#, on auraw—7,@—"#x, et par conséquent 
F'o= m(i+e,) F'e. 
On aurait des équations semblables pour déterminer E (, © ) Par le moyen 
de E (c,@) et réciproquement. 

On connaîtra donc les fonctions complètes E b, F6, par pl moyen des 
fonctions E'e, F'e; ensuite par l'équation des ET OE oùé complémentaires, on 
pourra déterminer La par F'e, de sorte que les trois fonctions L'c, E6, F'à 
seront exprimées par le moyen de la seule transcendante Fc. Ces résultats 
pourront ensuite être étendus à. toutes les fonctions dont les modules ap- 
partiennent à lune ou à l’autre des échelles formées d'après le module ce. 


198. Supposons pour second exemple b= &/, & étant mis pour 6,, on 
aura c = 6"; et par les formules de l’article 98 qui donnent 


TE re 


on trouvera 


! 
a Ian Br see = T—- 4 VS 5 
ensuite la condition 42 6— 5 , donnera une équation entre a°, 6?, c°, b?, 
dans laquelle substituant les valeurs de ces quantités en fonctions de me, tie 
des équations (5), \on aura l'équation nécessaire pour déterminer 7. 
La Solution sérait pénible par cette voie; il est plus simple de partir d’une 


CHAPIERE XXXI. 245 


valeur supposée de c, d’en déduire c’ ou &; ensuite de æ& on déduit suc- 


2/4 " 


cessivement &' —= ei a —= Ne -, et il reste à voir si cette valeur æ” est 


égale à b complément de c. Après un petit nombre de tentatives, on trouve 
que la valeur de 4’, qui doit être égale à &”, approche si fort de cos 15° 
qu'il y a lieu de croire que Pégalité parfaite a lieu. Supposant donc cette 
égalité, on aurait &/— sin 95°, « — tang* 39°+, b'= cos 15°, c' = sin 15°, 
c = tang* 7° 5. Or ces deux valeurs de € et &, satisfont à DEN: ; 
v/(ac) + y/(6b) — 1. Ainsi les modules trouvés € = tang* 5° +,....... 
&—tang® 37° 2, sont ceux avec.lesquels on a exactement b = «", ouc—6". 
Il reste à trouver la valeur correspondante du régulateur m; or comme 


, C I — mm : ‘ 
on a en général - — , et qu’en faisant 12° = 0, on aurait...... 
a mm + 3 
1 — cos Ô 1 — sin Ô V3 — V3+1 . 
LT, 4 = =, sn0 = _ DIS S 
1 + cos 0? 1 Hsiné? Î= 24/2 x698 AU? sin 6 cos 4 
—= À; on trouvera aisément ‘ 


4) 
— (342 3) Re 8 sin Go° cos* 18e tang* 22° +, 
log m— 0,0449 68042 17563, 
m—=9—6ÿ2+6ÿ/3 —41y6— 7:,10906 45000 41366. 

Il est inutile au reste de‘poursuivre plus loin ce calcul qui aurait pour ré- 
sultat d'exprimer la fonction F (,@) par la fonction F (c, A). La possibilité 
de la réduction n’est pas douteuse puisque le module c fait partie de l’é- 
chelle dont le module 6! = sin 15°; car alors le module à fait également 
partie de l'échelle dont:le module est d’ = cos 15° ; or en général les fonc- 
tions F et E dont lemodule est c peuvent s'exprimer par de semblables fonc- 
tions dont le module est sin 15°; pareïillement les fonctions F et E dont le 
module est &# peuvent s'exprimer par les fonctions semblables dont le mo- 
dule est sin 95°; cela résulte uniquement des propriétés de l’ancienne échelle ; 
donc, puisque par le chapitre XXVIIT, les fonctions dont le module est 
sin 15° peuvent s'exprimer par celles dont le module est sin 75°, il s’en- 
suit que les fonctions dont le module est c# peuvent s'exprimer par les fonc- 
tions dont le module est Ÿ et réciproquement. On aura en particulier 
F' = 23 F'e, ce qui est une suite de l’équation générale = 28e , 
puisque dans le cas de c’ = sin 15°, on a F4 = 3 F'c/ 

199 Appliquons maintenant les formules de la nouvelle échelle aux fonc- 


. roses) j \ . à da 
tions de la MORIN espèce. Soit pour cet effet H = f. EPP PR la. 
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transformée en ® sera 
ré mdp. (1 Fr £ sin: °@) 
A(cR) SERIE 
en faisant D = (1 +4 sin* @)° +» sin° @ (m + h sin° @)°. 
Le polynome D aura toujours un facteur réel 1 +2 sin° @ , de sorte ,que 
nous pourrons. supposer 


D=(1 + 2 sin? @) (1H p sin ® + g° sé cb 
et il faudra satisfaire aux équations 


| RAS rite 


np + gs = 4% + 2ymh. 
Considérons pour plus de simplicité #-et 7 comme les deux élémens don: 
nés, nous en déduirons les valeurs des autres élémens. comme il suit : 
n (n — k})° nn — #t 
(mn Ah) 28 “vm, q ( > 


nn — 
ensuite la fraction sous le signe étant ainsi décomposée , 
m G+Esin ç) __ nn A 4 ___ B+Csin° 
D 7 1nsin°® 1 Hp sin @ + g° sint@ ? 
nous aurons en intégrant la formule 


IT (v,4,0)—= ATT (2,09) + P, 


BH C sin°@ 
0) a Rp sin ® + g'eint @" Il Fa voir mainte- 


nant quelle est, suivant les différens cas, la valeur de l’intégrale P. 


P désignant l'intégrale FE Ne 


200. Puisque dans les fonctions:de la troisième espèce un paramètre positif 
cot*8 peut être remplacé par un paramètre négatif de la formé—"1 + 8*sin°6, 
nous pourrons nous borner à considérer les valeurs négatives de #, savoir, 
les valeurs plus petites que c° représentées par — €? sin* 0, a 1. valeurs 
plus grandes représentées par— 4 +0? sin* À. :401 euotion 

Considérons d’abord le premier cas,1et soit 7 = ë sine 8, on aura en 
même temps » = =" &! sin* À. de sorte que: les: déux-paramètres z et »'se- 
ront de la même espèce à laquelle nous avons donné de nom de logarithmi- 
que. En eflet, par la substitution des deux valeurs de et dew,, on trouve 
sin 6 (m1 sin? 6) 


sn À= _— 
+ Lsin?0 à 
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de sorte que l'équation entre les angles À et 8, :est:semblable à Péquation 
entre les amplitudes w et ®, et peut être mise sous la forme plus simple 
tang 2(AH60)—=21(mtH 1) tang À. 

En vertu de cette propriété l’angle À augmente avec l'angle 8 par degrés 
insensibles, et ils parviennent simultanément à la même valeur + 7. Donc 
toute valeur du paramètre 2=— c* sin° Ü répondra à une valeur sembla- 
ble du paramètre » = — &* sin° À et réciproquement. 

Pour déterminer dans ce cas la valeur de l’intégrale P, il faut connaître 
les facteurs du dénominateur 1 +-p-sin? ® + 9° sin{®; or en désignant ces 
facteurs par 1 + »/,sin° @ et 1 +- »" sin°@, on aura par les formules précé- 
dentes et en substituant au besoin les valeurs connues E FLE: d.en 
fonctions de m, ces deux équations ? 


nm° (n — k) 


nn = P=2k—n + Gin = 
nt = pp) Re V/ Len (a 2 n) (c° + me) 


La conséquence ete qui résulte de ces équations est que les para- 
mètres »' et 7” seront imaginaires toutes les fois que le paramètre z sera de 
la forme — c* sin° 8; alors le paramètre y sera de la même forme — #4? sin° À, 
comme nous l'avons déjà prouvé. Ilm?y a d'exception que lorsquez =—e", 
etr=—«*, alors les deux paramètres 7", 7” sont égaux et réels, mais les 
formules :caleulées pour ce ças particulier ne conduisent qu'aux résultats 
déjà connus par les formules (7) et (9). 

Dans le cas général Péquation TT (v, æ&, ©) — AIT (a, c, ®) HP, ne donne 
l'équivalent de la fonction IT (v,«4,«) que par une expression beaucoup plus 
composée dans laquelle il faudrait substituer la-valeur de P donnée par la 
formule de l’article 121. Alors la fonction Il (», #, ©) serait exprimée par 
deux fonctions semblables I (— c* sin 6, c, @), FF (— c*sin° we, c, @), ou 
pour l’une des deux seulement, si elles étaient réductibles entre elles. 


201, On peut aussi par un procédé inverse détermimer l'intégrale P.com- 
posée de deux fonctions dont les paramètres sont imaginaires, par l'expression 
P=I (,æ, w) — All (a, €, ®), composée de deux fonclions dont les.para- 
mètres sont réels, ce qui fournira une nouvelle solution du problème re 
par la formule du-n° 127. | 

Pour parvenir à cette nouvelle solution il faudrait déterminer les deux 
élémens et nr parle moyen du dénominateur donné 1.4 p sin? ® +4 
g° sinf® que nous représenterons par 1+- 2r Cos y sin° ®+-r"sin{®. On aura 
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donc à résoudre les équations 


nm r° 
2 LES à | 2$ 
Soit pour cet effet m—= 1 2x, on aura LL K=2x+ a, go 


(2x Ha — r) Lit — Tr) , FA : S 
a Te ETES et l'équation, en x sera, Le 


l'or cos yes 2h —n + 


Qt à (1er) a (AM os 3) dre (=) re ; 
Soit x* —rI=AT, on aura °° RE A RME DA EU donc 


Ke r— 1 + ÿ/(r + 2r008y his ie | 10 
x =3r+V(Gr +r). 


Connaissant la valeur de x qui doit être: positive et plus: petite que l’unité, 


x? 
2 
on connaîtra Mn —= D Ho et-énsuite = — "CG Ha) 


2r — y 
A l’égard.des coefliciens, B et € qui entrent dans l'intégrale P,.on.les con- 


m(k— n} tm, 


naîtra ainsi que A par les équations A Min 


C+nB=2mk— 2Arcosy:... 
. 202. Examinonsmaintenant le cas oùlonan— rats LR sin 8, alors on peut 
prouver que » doit être a aussi de cette forme, ‘eLqu'on aura y=— 1 6'sin" À. 


de PT 
En effet substituant ces deux valeurs dans l'équation. Joss mu et ré- 


duisant les quantités #, k, dt €? , en Fonctions” de mn, on° ‘trouvera les deux 


formules” J K 19 : 1U EU 30 9j à À FO d SAS | {ES 


Yf : Tea a | 


Ja 1S min | nor Sn + 1} sin? afp mul sy HMIONI . 61 € 


sin se 7 : fa 

17 = 1— :(3— 7m) (m—+1)sin°0 ? ve 138 
J +: SIDE US 118 cos 6 [re 4 (Gr sta) intéffonot sl 520q els) 
AT US >ÉTboû 18 et à or 170) DCE AVES j 6 À loi 16 1 


ou plus simplement encore la formule tang 2 (A —6) = + Ras 1} lang 6, 
au moyen de laquelle il sera facile: de déterminer l'angle À pal le moyen de 


8 set NE 


Soient y et les plus petits “as aigles qui satisfont” aux) alemalit 
21 . 2 I ms BU » 
y pin de Rs + Qu 008 d'œm1 sin y, on déduira desfor- 


mules précédentes : 


T4 Qué. depuis pe Fe 0) jusqu'a LE = A % ‘J’angle À augmente “dep a 2 ie 
jusqu'à À 27) ï LEE; DA 


) += — 9STO! 
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2°, Que depuis 8 = 7 jusqu’à 8 =", l’angle À augmente depuis\=17 
jusqu’à À = 7; 

3°. Enfin, que depuis 9 = d' jusqu’à 0= ? +, l'angle À augmente encore 
depuis A = 7 jusqu’à A= À 7. 

Il ÿ a donc trois valeurs du paramètre z = — 1 + b* sin* 8 qui donnent 
la même valeur du paramètre » =— 1 + 6° sin° À, et on voit que les va- 
leurs de 8 seront toujours comprises, la première entre zéro et y, la se- 
conde entre + et d', la troisième entre d' et 5 x 

Dans tous ces cas la valeur de À se déduit facilement de celle de 8, non- 
seulement par l'équation tang 2 (A — 8) = + (m — 1) tangÔ, mais encore 
par l’une ou l’autre des équations 


tang (45° —+à) = ET tang (45° +3 ô) 


D 
Eco +; 


tang + À = tang £ Ü cot 


ce qu'on peut vérifier en mettant successivement au lieu de "2: les valeurs 
__1 + cos À 
sin y T1 — cos à 

Il est visible maintenant que si on désigne par 8, 6, 8", les trois valeurs 
de 8 qui répondent à une même valeur de À, et qu’avec ces valeurs on forme 
les trois paramètres » = — 1 + b'sin*8 , = 1 + B*sin* 6, ..... 
n°=— 1 + * sin° 0”, le dénominateur D de la formule à intégrer (art. 199) 
sera le produit des trois facteurs (1 +2 sin*@) (1 +7 sin° @) (1-7! sin*@); 
car en prenant pour > l’une des trois valeurs 2, #”, n°, il en résultera tou- 
jours la même valeur de À, et par copsfaqnent “la même valeur du para- 
mètre y. 

Cela posé la fonction I (y, «, w) rapportée au module «, pourra s’expri- 
mer par trois fonctions semblables rapportées au module e, au moyen de la 
formule générale 


IT (v, &, ©) = AT (n, c, @) + A'TI (7, c, @) + AT (»", c, ?), 
dans laquelle les coefliciens sont ainsi déterminés : 


sb saiTk ne) 1 mn) nu __m(k=n"} 
nl Ce TE ES OL A = 7 (nm —n)(n— — n°)? =  (n'—n)(n ny 
205. La formule précédente ne peut guère avoir d’autre usage que celui de 
transformer une fonction donnée I(», &, œ), dont le paramètre y est de 
la forme —1<+6*sin*À, en trois autres dont le paramètre est de forme 
LEONE 32 
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semblable, et qui ont pour module commun @ le, terme de la nouvelle 
échelle immédiatement inférieur au module donné «. 

Pour cet effet, 1l faudra préalablement déduire du module & :les valeurs 
de c et de m, ce qui se fera par les formules (17} et (19), et ensuite déduire 
de l’angle donné à, les trois angles 8, 6’, 6", par la résolution de l’équation 
tang i(A—0)=}(m—1)tang,. en. observant,que ces angles doivent 
être renfermés entre des limites déterminées par les angles 7 et d. 

La transformation dont il s’agit pourra être employée comme FOYEN 
d’approximation, si le module c déduit de & est assez petit pour. qu’on 
puisse néghger les termes de Pordre c?, ou au BIQUE ceux de l'ordre E 


SAS 13 


(x, c, @) Sy En, en fisant NT ®; et 


si on ne peut négliger ER les Hi à “de l’ordre cf, on. aura...... 


de(1+3csine) 
ne [RSS 1— n sin? ® = + on E (o— Es). “Mais on voit que ces 


moyens d'approximation sont bornés, et que.si on procédait à une seconde 
transformation, la fonction proposée serait transformée en neuf autres, ce 
qui entrainerait une trop grande éomplication. | | 

204. Si on examine les différentes formules par lesquelles Pangle À peut 
être déduit de 8, on ne mariquerd pas de rémarquer qu'il existe une grande 
analogie entre ces formules et celles qui , dans la nouvelle échelle, donnent 
la HR HbA entre les amplitudes w ét'®} analooie qui semblerait indiquer 
une troisième échelle différente des deux autres. 

En eflet, si on considère À comme fonction de Ja variable 6 on aura par 
la dfférentadp L 


ps dim Ga) (8) sine). 
Lo 1— 1 (m—1)(3+m)sins ? 


formule qui étant intégrée donnerait immédiatement db ie déjà trouvée 
tangi(A— 0) = }(m—1)tang 0. | 
n(n—#} 


Ensuite l'équation » = Cr) dans laquelle on substituera les valeurs 
n—=—1#0%sint 8, De el De D donne | 
a Ur L (m2) (3 m)sin?4 
A(6, a)=A(6, 8). DCE SOIT F° 
da maû t Ë 
ATC, x) NT To j»<ten intégran 
F(6,A)=mF(é, 8). 


Donc =—— 
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Comparons maintenant cette équation avec celle qui résulte de la seconde 
échelle, nous aurons,-en y joignant les équations des amplitudes, 
F(6, A)—= mF(6,8), tangi nai pe 

ICE o)=2F(6, P), tañgz (ae) + 


Soit 0 —«, on aura l’équation F(6, A) —3F(6, Fe dans laquelle 
les dpt bats ® et À ont entre elles la relation QE donneraient- par l’éli- 
mination de © les deux équations 


tangi(A—o)=3(m—i1)tange, tangi(o+p)=— 


7 tang ®. 


neue 


tang ©. 


De là on voit que lé or: F(6, A)=mF(b, 8), n’est qu'une combinaison 
de l'équation F(b; 0) —$ F(6; op) donnée'par la nouvelle échelle; avec 


l'équation de la triplication des fonctions F dont le module est 6. Il n’y 
a donc dans ce résultat rien qui établisse une troisième échelle de modules ; 
mais on peut en déduire une conséquence très remarquable pour la triséc- 
tion de la fonction F. 

205. Nous avons vu (art. 23) que cette triséction, considéréé én général, 
dépend d’une équation du neuvièmedégré;:lés formules précédentes don 
nent donc la facilité -de réduire cette équation: qu neuvième id à deux 
du troisième. 

… En effet, pour satisfaire à l’équation F(6, A)=3F(6,@) où fee con- 
naît le module 6 et l’amplitude à, il faut d’abord RUE le régulateur 
m par le module donné €. ou par son complément &, ce qui se fera par la 
formule de lart. 186, ensuite on déterminera æ par l’équation....... 
tang (A — 0) =! (m— 1) tang ©, c’est-à-dire, en faisant tang ox, 
par l'équation 

me 2 = (1—mx)tang LA. 


Connaissant © on déterminera @ par l’équation-tang 4( o+ç)= TE 


— tang () 
qui se réduit pareillement au troisième degré. 

Aïnsi, la résolution de l’équation du neuvième degré est réduite à celle 
de deux équations du troisième, ce qu'il aurait été peut-être difficile de 
découvrir par une autre voie. | 

La trisection de la fonction complèté’se résoudrait-assez aisément par ces 
mêmes formules en faisant AZ=T, ce qui donne cotiw— y, mais elle 
se résout encore plus aisément par les formules TRES du n° rs 


L RL LE 
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AAA AAA AS AM 


fo ( } 


>. Eng » è FU ME buses 
pa à pe RUE 
Le ù 5) 


== € € 


De quelques formules re qui i peuvent se ramener aux 


‘fonctions elliptiques.” 


EE + 2 n GS 


206. L 4 nature des fonctions elliptiques étant) .connuëé etapprofondie, 
il importe de ramener à ces transcendantes le plus grand, nombre de for- 
mules intégrales qu'il sera possible. Comme la multitude en est infinie et 
aussi variée que les substitutions qu’on peut méttre en usage, NOUS DOUS 
contenterons d'indiquer. de (sue cas ER où: cette: ur Guess 
tion a lieu. upiiqills enosonot xus sfdifoubsr eu 
Pdx 
2 , TA 

L. On peutréduire aux cn onbl ob sutéodés ae Fe 2 Fee & LS 

dans laquelle, P est. une fonction: rationnelle de & (x, 4° - 
Car si on fait «=, on pourra supposer P: MEN: M et N étant, 
des fonctions rationnelles de 2, et T Huégrale Pre osée. leviendra 
FN? 8) KO ol: 

Vent Me fermes Mes Le \9 f 

VOTE F7 D VÉrRS ps JPA TOME AE 


dont les deux parties. sont comprises dans les. fonctions ie ; < 4 a 


II. Toute formule e f° — — dans laquelle} P. est une fonction. 


rationnelle de, ‘peut’se Fatienèr aux fonctiôris éhiptiques. 
Car on peut toujours faire P=M+Nx, Mie N étant’ de fénétiüns 


rationnelles paires de x. (Œnsidérons Ja, parte Lys 


S 
= Ko hs #9 ) \f 
» © pe NI} VW 


ESS. 4 £ à" 
MIDI SUR ? 


ES A = x. à + S) \ ÿ 


D CI 192 à a te F 
Si on pl Ve Ext HAE 5," cé ‘qui ï ‘donne qu (09 8192 à (9 990001) 
& à 309 91 9in0 lo é S'IJIETS D S'TISÈ fee 


ne VC de th) | 
NE PS NO ge VF y — du HAS 


il est de que par. Je sübsuitution- de Hk-valeut:de:%*,;(Nxdx ne:contiendra::c 
d'autre radical-que y/(6%+ 40» + 4324); donc toutella difficulté seréduit 


tale aura rc À p° o f 
D'1UO4G JUSL JUS A poil De 
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à intégrer une SLR de la forme 

eee Da 
dans laquelle Q est une fonction rationnelle de,zf.. 


=——, si on fait Va Cr +yai)=xry, 


Quant à la partie -—— 
VC« + x + yxt) 


on aura AB 
0 DEEE Ca 2 2 20 
DENCNETUE TE TS NT RTE TO) ds 

de 2x°y°dy 


GE AVC der Hey). ù 
D'où lon voit que la’ transformée en ap sontiendra" une Fpartie fütionnelle : 


et une de la me sig 9 (EST | 

no sbujii lus Ni Rd) si q sise L'up colsrasi 
| a VE RE no j ya aol np 9: 
R étant une berge rl “y > doncla Pers proposée est tou: 
jours réductible aux fonctions elliptiques. 


IH: On- résoudrait absolument: de lai! mêmei:manièreslas formule :. . : 
fPdx ÿ (æ + Ex° + yat), P. étant ‘une fonctiont: rationnelle dé 073 
Ces deux cas ‘coprentent la ee JPdæ (a+ Ex + pri) = ni 


aussi la rule fQdr (@ ++ Je Q prets fonction ration- 
nelle de y; car.en- faisant LerS r.gétté dernière deviént-un ra Particu- 
lier des deux autres. Le 
IV. On peut réduire : aux ‘fonctions elliptiques la. formule. . Hs jai Fa 
1 8 Pdx (a+ Ex E yat L'an erp étant u une: fonction. rationnelle de x. 
Cette réduction. peut, se faire. de plusieurs. manières; et. d’abord! sion 
fait l’une.ou l’autre. dessuppositions 1. 5% 4 5% ol 


Due ya 4 ae ag: pal 
VG+CxHyr dm)=x a+, 


la transformée en z sera comprise dans les. fonctions elliptiques. On peut 
aussi faire disparaître à volonté le coefficient a æ ou Je coefficient d' sous le 


radical ; il faut faire pour: cet = m+ Ÿ; ; Ôù = m4 , et prendre 


pour nune racine réelle de équation x Gym? + S'm — se Süpposons 
qu’on ait fait disparaitre deicettemanière d', alors on fera a 6xyx=28, 
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ce qui donne 


CH VE — hey + hyz). 
u 


LE — 


et en substituant cette valeur dans la formule proposée, toute. la difficulté se 


#1 à ‘ Qdz {iCe CE [4 
réduira à intégrerune différentielle de la formt VC der € fe > Q étant 


une fonction rationnelle de z,. 
V. On peut réduire aux. fonctions alt x orme. 5.0.6. 


Pdx gi | 
VER ED A a GE) P étant une fonction rationnelle 


de x. 
Car si on fait x +r1=xs, cette formule deviendra d’abord 


[. Pr dx J 

VLe(— 32) 46 (2 Eaedal! 

ensuite comme on ax =;23—#%#ÿ(z— 4/4), cette valeur étant substituée 
dans P, le‘résaltat séra' île la Find MÆNy(#—4), M et N'étant 
des fonctions rationnelles de z. De plus on à 


pps énges eee pat 
z—i1=+e V(z—2), 
EP VGxRe)æ Aie 


2dz 
VUS + Ven) 

Donc toutes les substitutions étant faites, la formule proposée sera composée 
Zdz 
vRG +2): 
nelle de 3; et Q désignant le, polynomea(z° —35)+6(: —2)+92+d, 

Z'dz 
l’autre étant de la forme led 
tionnelle de z. Donc la Hansen en zs6ra. RP RER: les fonctions 
elliptiques. 


LP ARLES ok 


de deux parties, l’une de la forme Z étant une fonction ration- 


Z' étant aussi une fonction ra- 


3Hp} D'Piÿ 
VI. On pourra donc intégrer de même Len FfRnes rrs LE En +0) 


P étant une fonction rationnelle de 7: 
Car si on fait P=M+Ny, M Met N- étant des fonctions paires de y; 
et qu'on appelle R le radical, la part tie re rentrera dans le cas PET 


Nyd 
en faisant & = 0 et a = L'autre partie Es se UE pareillement : à 


une fonction elliptique en faisant Dix: 


- 1 HOHAPIFRE XXXIF.. 255 
Pax 
CHE)? 
P étant une fonction rationnelle de x, pourvu que a et y soient de même 

signe. Er 


VIT. On peut ramener aux fonctions elhptiques la formule 


Car en faisant y — amet mx —7y, celte nie se trouvera comprise 
dans le gas précédent. 


VIII, Soit proposé la formule Z Du Le v EE. Q étant une fonction 


ralionnelle paire de sin ?, et m.étant plus grand que Punité. 
Pour ramener cette formule aux: fonctions elliptiques, soit d’abord 


Mm=——, on voit que & doit être la plus grande valeur de ®. Soit donc 
Sin” Lis à VIENT : = 
RUN ; et 
VG.— c sin° #) 
Q deviendra par la substitution, une fonction rationnelle paire de sin 4; 
de sorte que la formule proposée sera ramenée aux fonctions elliptiques. 


sing=sinæsinA\, et c=sinæ, la transformée sera Z — 


Qu? , .,° , 
IX. Si or ayait la formule Z = Sr TE man qu étant positif et d’une 


gr andeur quelconque, il ei pour ramener cette quantité aux fonctions 


==.c° 


elliptiques, de faire g= 27 — Lg et : LE e 
X. Soit proposé la formule Z = ER dans laquelle f, 
g, h-sont dessconstantes, et Q une fonction rationnelle de sin ® et cos ®. 


On fera d’abord = 24 1m et on prendra l’indéterminée, de manière 
que tang m — : , alors la quantité f + g cos ® + X sin @ deviendra de la 


forme f”Æg'sin* 4, et on aura Qdp=(M+Nsin À cos )d}, Met N 
NdY sin Ÿ cos 4 
VO'<gsin Ÿ 
due rationnelle en faisant f' ur sin° N = x* "3, AINSI 1l ne restera à inté- 
La moege 
VO'Æg si) 
grale ne dépend que des, fonctions elliptiques. 


étant des fonctions paires de sim 4. La partie peut être ren- 


grer que la différentielle et-ilest-évident que cette inté- 


XI. Si lon a plus génér alement 


| | Que 
n td copy sing à cos PH sing cos? ésin" ?)? 


Q étant une {fonction rationnelle de sin et cos®; on :fera tang=p=z, 


ce qui donne sin ®— 


dati 1+3 


3 COS D — IS ; do = =- ee et:la. transformée 
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en 3 ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne passe pas le qua- 
trième degré ; elle sera donc généralement réductible aux fonctions elliptiques. 
r IT Qde ; # 
XII. Soit =), VG + sn) .VQ + sn)? Q étant d’abord une fonc 
lion rationnelle paire de sin ®, si on, fait tang ® = m tang À, m étant une 
HITS SARA pat + me __ msin CUS AE 
indéterminée , on aura sin° ? = PTS A sims Ÿ L coù Loos ? C0S PEN T Lo 
- mdy 
mm sin° d + cos* 


R=—{@(msin | cos’ À)-+ 6m" re V]{y(Gm sin" cos" 4)+ d'msin"{]. 


de = PT et la transformée sera Z — =. dans laquelle 


Soit «am + Ém = «a, ou m = ne on aura R=— A +B sin° 4, A etB 


étant des coefficiens connus; et l'intégrale sera réduite à la forme..... 
__ mQdY 

V (A+B sin* in° Ÿ) 
elle sera ramenée aux fonctions elliptiques. 

Cette solution suppose la quantité & (46) positive; si elle ne l'était 
pas, non plus que y (7+- d) qui pourrait la remplacer , on ferait tout sim- 

è à ; Qdx 
plement sin ® =x, ce qui donnerait Z = AC AACE OMC PT OÉ 
et cette formule où Q peut:être supposé une fonction rationnelle de x, est 
ramenée au cas 1, dont nous avons indiqué la solution; on peut même sup- 
poser que Q est une fonction rationnelle quelconque dé sin ® et cos @; alors 
Q se réduira toujours à la forme Q'+Q" ÿ/(1—x*), dans laquelle Q et Q" 
seront des fonctions rationnelles de æ, et on aura 
Dei .  Q'&x Q'ax 
TJ VG =). VGHG).VO +) + Ji VG+HE). VO +3)? 
intégrales qui rentrent toutes deux dans les méthodes connues. 

207. Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples de réduction; ils 
suflisent pour indiquer les substitutions à faire dans les cas analogues à ceux 
que nous avons développés. Nous terminerons en réunissant dans un même 
tableau quelques-unes des formules les plus simples qui se rencontrent fré- 
quemment dans l’application des fonctions elliptiques. 


dans laquelle Q sera une fonction rationnelle de sin* 4, ainsi 


Z 


d 5 
Re F(c, @) 
Bi 


d@ c*sin® cos ® 
D pe pare 


formules principales, 
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fe | (UE) sf is JE PH-eUOR IS9LUS OUT 


A ' 
ET 5 a TON 1 b51 inomoleronie oaob sise 
JL) " 


; gore = 9bQ. à" 


‘ fn D | 638 ©) ça — DER MERE) 


fetes REP LT L 
. fans. TE (A tang?—. E). = @ foie sur : 
LES de cos? es Ke 2 (EE) eee. S19 si 39 , Re he 
| paies AO (RnB) cr ÊR Re | En 


A Î 
UE 1H) p Ce ÉLTCUE, b 
is fe es Èe Em Tnt. Se PEN D 22 


d@-tan f 

Je RE à P! = 9 A: “ge e ps F ab SJALOD eti9101fi9 
5 30 SHigux foi Js7 Ord9r OS & eQ 9 Sifoc Ta eus ——- 
far = 2À t tang ? JE pau ge © fe P pates (CENT 


1 
cos* 5 ® 


D jui Ile HOdHOË XUE 


1 JE ag — 4 A tnge+E 
f Ad9 tang*® — A SA ART Er JOq si ps & TX <) on 
Le = ee A sin ?,cos eh BE dr +0 

SSUNONET Gortogot g cu + JET IQ 
kde « sin PE 0 ba À 54 Ho E Fe 


qu 28 Eu 


faaë cos* te des à anigeol ot LÉ ù hé EHOE LE ER 


4 Dci rTe ” 
26 Sjri (LIGA rs | JCUVUUURE 


) V2 OSEP8! (F ; 
toutes ces lee sont: prises: à: scomplen. Ru F0: à 
208. Les formules es suivantes font CRE différentielles des Éi F 


etE,en faisant v varier Te mbdule é C et celles de ES ba A _ Pr LÉPNT ET A 


en faisant varier r soit le module c, Soit Te paramètre ? 7. 


LD 


«u9ù $ esuyvolerrs A5 2 ht pe el 1o1D1b0 
Ma PNBO AR ERRRS (RER ny ne sa ue 


IU9OX QU se JRÉCIORS fi 119 MOYEN IST asori $) 


@ sing cos@ 


Ÿ à 119 13409 JN9T “es AB — D DATE >. 


2 Un | 2 c? 
@+e) De £ Er) Per, 


a c° = #4 rkirà Asin® cos ® 
€ 4 Bd nr RE (Er JE rate 


re Gi 1+ 7) (+ Leo ours _ y: 
6 it | ; 
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Relativement aux fonctions complètes F', E', on donne comme exemples 
qui peuvent être utiles, les intégrales suivantes prises à compter de c= 0. 


SE cde —E'— BF", 

= dE CR: 
fRd=rer, 
[<< =(1+c) FE, 


1—C 


E'de M 
ÎE —=E' —(r1—c)F. 


209. Enfin pour passer du module c au module c°, et réciproquement, 
on a les formules suivantes relatives aux fonctions F et E ; 


F (c, pe) = 2 ÈTF(c,ç°), = —— 1, tang (p°—®) = btang ®; 
E(,6)= 75 C9) (SF (cp) HT, 
F(c,9)=(1+0) F(c, 0), 

E(c,9)= TE (0,9) +3 F (a) —(1— AYÉEN RS LA 


Les deux premières formules peuvent servir à vérifier un résultat dont nous 
avons fait mention (art. 30); elles donnent 


E (0, 0) — BF (c,0)= es LE(c, 9°) — 0% (c°, p°)] RE. 


or on a E(c°,@°) — LF(c,q°)— = LAON ent antité toujours po- 
? AM er A" J 3 
sitive ; de même sin @° est positif depuis ® = o jusqu’à ® = +7. Donc dans 
tout-cet intervalle la quantité E(c, @) — 0F(e, @)'est positive; desorte qu’on 
aura en général E(c,®) > &F (c,@),.et en particulier E'c >> 8F'c, ce qui 
est le résultat que nous voulions vérifier. De plus puisque f ET est 
2 
> fdg° cos* @°, ou > + @° ++ sin 29°, on aura en général .............. 


E(c, @)> 8E(c, @) + . — + = (3° +2 sin2g°),.et en particulier 


Ec > DPe+ 2 


CHAPITRE XXXI. 259 


AAA AAA RAA RAS AAA ANA AAA AAA AAA AAA AR ANA AAA AA AAA AAA AAA AAA AN AAAANAA 


CHAPITRE XXXIIL 


Développement des différens cas compris dans l'intégrale 
PTE 
=) yo | 
polynome de la forme à + 6x* + yat + dar 


P étant une fonction rationnelle de x et Q un 


210. Nous avons déjà fait voir (art. 206) que cette intégrale peut toujours 
être exprimée par des fonctions elliptiques, maïs il ne sera pas inutile de 
développer les différens cas compris dans cette formule, comme nous l’avons 
fait (art. 6) pour le cas où le polynome ne passe pas le quatrième degré, c’est- 
à-dire, pour le cas où d —0. Nous obtiendrons ainsi un certain nombre de 
types qui faciliteront beaucoup les applications de la formule proposée. 


Le polynome Q se décomposera toujours en trois facteurs réels de la forme 
fx° + g, où en un facteur réel fx*-+-g et deux facteurs imaginaires for- 
mant le facteur trinome x{ + 2mx* cos 0 + m?. 

Chaque facteur réel, dans lequel on peut omettre tout multiplicateur 
commun positif, est susceptible des trois formes x°+a?, x— a, 4° — xs; 
d’où il paraît suivre qu’en n’admettant que des facteurs réels dans Q, ce po- 
lynome serait susceptible de 27 formes ; mais on trouvera aisément que ces 
27 formes se réduisent à 7 essentiellement différentes. 


D'un autre côté, s’il y a des facteurs imaginaires, le facteur réel qui les 
contient, pourra se combiner avec les trois formes qui conviennent au fac- 
teur réel, ce qui fera trois formes distinctes. Ainsi nous aurons en tout 
dix cas à examiner, et dans chacun de ces cas il faudra résoudre séparé- 
_ ffMax 71 N xdx 
|, A :wQ7 vQ” 
compose la formule proposée , lorsqu'on fait, comme cela est toujours possi- 
ble, P—M+Nx, M et N étant des fonctions rationnelles de x*. 

33.. 


ment les deux formules Z/ 


dans lesquelles se dé- 


260 | FONCTIONS ELLIPTIQUES , £ 
Où 


Cas Ir Q= (ae) (at amet cosô mt). Limites {FT 


211. Pour avoir l’intégrale Z’ = f° Le , soit x = & tang À et ensuite 


. : : de a? y° . : 
sinV=#y, ce qui donne immédiatement x = 7; soiten même temps: 
? 4 I TN. 2? 


L D— æ* sinb 
A = y/(at— 2ma* cos8 + m°*), cos he > SN = ——; 


°1 , Md 
on aura pour première transformée Z’ fou Rs 
V(A?yt + 2A7m cos 22 . y* + m°) 


dans laquelle M est une fonction rationnelle de:7°. Soit ensuite 


&? COS0 — mn 


71 . 
TV es C=sMA—=,;— À - D 
v ES 1 ‘ | 
dy == ms É us ho de pere par 


NÉ HA v(A°yt ER 2Amy* cos 2à + m°) _ 2Y/Am V(1—c'sin?) 


la substitution de y* — 7 tang® + ®, ou directement par celle de........ 


æm(r — cos @) 7 , À 
LR A Ce € am: 

x = CE ARE AP la quantité M se changera en M'+ M” cos ?, 
Met M’ étant des fonctions rationnelles de sin*  ; donc on aura cette trans- 


formée finale 


7! — M'd® I ! M'dg cos @ 


cr ET Eve VU —c* sine)" 
La seconde partie s'intègre par arcs de cercle et par logarithmes en faisant 
c sin ® = sin  ; la première partie dépend des fonctions elliptiques dont le 
module est c. | 

Au reste on peut obéerver que l'amélitude e ne croit pas nd cnent 
car la plus grande valeur de ÿ étant 1, ® ne doit pas surpasser la limite dé- 


terminée par l'équation tangi®—V— 2 


Nxdx 
Venons maintenant à la seconde Noms LEE 76 ; nous ferons... 


L=Y" = «”, puis 
a À m COS Ÿ — æ21. m sin Ô 
A = (af — 2ma* cosÔ + m°), COS au = €, Sin — , 


: L Na 
et nous aurons pour premiere transformée y ET PRES PERPREER : 
Ga + 2À cos2x.y*—+ A) 


Soit ensuite LAS V ve tangio,k=snk, ou =+?— pu (RE), 


AN ! £ 
on au D nm rie a . c 
ra Z VE re a et comme N VE, de y*, on 
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pourra supposer N = N'—+ N° cos ©, N' ct N' étant des fonctions ration- 
nelles de sin* ©, ce-qui donnera 


(han ”_. N'dv ik N'da cos o 
T'aWA JVG—Fsnoe) ” 2V/A "JvVG—E sin ») 
La première partie est intégrable par les fonctions ep la seconde 
l'est par arcs de cercle et par logarithmes. 
Remarquons que les modules 6 = sin À.;-k:— sin pe, sont tels que... 
TE — 9 + £ 6, c’est la seule relation qu'ils aient entre eux; car d’ail- 
leurs ils n appartiennent pas à la même échelle. 


—= O0, 


Cas IL Q=(a — x") + omx* cos 8 jt m*). Lonites o 


X —= &. 
a dé if ai ïo d tang Ÿ 
212, Soitx=@sin\,onaura = VAR ang dE 2Âm cos ar lang dm |’ 
A= af + 2ma cos Ü + m°, 
a? cos à + m _æsiné 
COS 5 Moi? , Sin Ne 3 tri 


a? cos 0 + m2 
PT EÉ 
Et comme on a 


Soit ensuite tang 4 =\/+ . tang + A C=sm'A=;—;. 
Mad 
ETS Vi — 6° sin É@) 


æ°m (1 — cos @) 
UN) DU A cs 0)? si on substitue cette valeur de 


x* dans M, le résultat sera de la forme M = M' + M" cos ®, M'et M’ étant 
des fonctions or de sin*® , ce qui donnera finalement 


ÉRIC M'dg f M'dg cos 
TE VG— ct sine) + VQG—c sin" @)' 


La première partie dépend des fonctions elliptiques dont le module est ec, la 
seconde est intégrable par arcs de cercle et par-logarithmes. Ces intégrales 
RAR depuis LE. 0 Tu L == de, OÙ depuis ® = 0 jusqu’à P= 7; 


on aura la transformée Z! — 


2" se de? sant lis 


Z! — 


Aa à nulle et il suflira de tenir compte de la ERA 


Nxdx 
Occupons-nous maintenant de la seconde formule 2° = 70 ; si on fait 


toujours x = 4 sin À, on aura pour première transformée 


aNd sin Ÿ 


A  — 
dis V/Caf sint ÿ + 2704? cos 8 sin? 4 + m°)° 
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, ! Ju PR EEE — 4«Ndy er: 
Soit ensuite cos —=Yy, on aura Z!— 1 VU 2 Aa cos au ay)? 
… Aæ af + oma* cos Ü rm", 
Là | _ fa rm cos 1. »  msiné 
cos api = (ET), . PE 74 SE 

: VA 1 ; de 2. 1 

Soit enfin y —-—cot+, ce qui donnera directement x°=a°— À cot*+e, 
œ . < 
si l’on fait À = sin mou PA LEE N=N'-2 N/cosw, on aura 
pour dernière transformée 
: I © N'd pdd N'do cos « 
TT 2yA VG— EF sin° a), TVA VG—E sin oo) 
La seconde intégrale ne dépend que des arcs de cercle et des logarithmes, 
la première s’exprimera par des fonctions elliptiques dont le module est.Æ. 
Au reste les modules c=sin À, #= sing, ont entre eux cette relation 
A-bu=+(7#+06), comme dans:le cas IL 4 faut observer aussi que 
l'amplitude « croît: depuis la valeur =6 déterminée par léquation 
À Ve k 

tang 26 =", jusqu'à © = 7. sos 

Cas HI. Q=(t'æc) (atet 2mx* cos 0 H=m?), 

(hr 

ce cas se ramérle au précédent, en faisant-æ —* ÿ 

F = 0 a 2 3 1mi TR: 

Cas EV. Q=æ=(xt+a) (x° Ro ENS Limites bar 

215. Nous AU ntm durs que lesfacteurs sont écrits dahs l’ordre de leur gran- 
deur, de sorte qu'on ait &æ << Get 6 7. Soit x = a tang 4 et ensuite 


242 dx 
sin = ou tout d’un cou x = Ed ON AUIA ——> =... 
Ÿ—J° P 1 va 
dy So; _ysù sin E ay? sin° @ 
PA TT RETIENS PPT EE 2 OR OC SUP IL LA  — 313 VE TR SRE RC UT NP 
VIE — (Ca) IV Lr—-(r 2) 7°] TE yG=e) pd — y" sin’ @? 


(a) 7, n#(yr0) I Mag 
Et —e))  Cfy— 2e) QYATES a) VU—S sin’ @) 
Et comme dans ce cas M est une fonction rationnelle de sm*@,'1l n’y a 
pas lieu de partager cette intégrale en deux autres; on dé Lo seule- 
ment que la valeur de ® ne REte S ‘étendre ie depts p=—=0 jusqu’à la valeur 


2 


LITE 


, on aura = 


de ® qui donne sin* ® = 


2 
- où cos ® — 7" 
rNxdx 
VQ ? 


 - ps D 
- es cote o, k= =, la trans- 


Venons maintenant à la fe UE Z == si on “fait 


rt 


x=atang, et ensuite, cos A1} = 


GE 
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formée sera | A 
ls I * Nadw 
die VC — 2) PT — FF sin)? 

dans laquelle N qui est fonction de x*, deviendra fonction de sin*w par la 
substitution x°=(6—«+*) tang co — a. Va nouvelle intégrale s’étendra 
depuis tang © = —— CES) = > 9u Sin © 2 jusqu'à © =+7, valeurs qui 

RIPUREENR aux limites x—0,-x=e. | | 
Cas V. Q=(a — x") SGA d'a Limites { °°? 


dy 
VQ— AGE & sin). (y Ex sind) sin° Ÿ)" 
ET EF a) (208 p,et c'= ETS ce qui suppose 


214. Soit x = «sin Put on aura —— 


Soit ensuite tang L — 
7 > 6, on aura 
| arte 8h hs f I CE 
YVCa +6) VG—c" sin ?)? 
. { - 26? sin? 
A à j lise di ns ® 
ét la valeur de x? à substituer dans M sera x? = EEE cs 9" 
Pour avoir la seconde intégrale Z"= nt on fera æ = «sin À, puis 
ni VC++") . al a? + 6? pti I —Ndé 
cos Ÿ = — siné, mie 2% etonaura Z'— Ve). Vase) 
Mais comme il convient de rendre l’intégrale positive, on fera , suivant les 


formules connues, sin E —_—"""—, ce qui donne directement. 
d C1 — 0? sin° « )? 


(œ? + 62) cos? # 


X'= a? — es 
1—çc?sin@ ? 


et la transformée finale sera 


Z' = 


[1 


I Ndw 
VC +7) frs s 
Cette intégrale s'étend depuis la valeur de w qui donne tang w — = 
jusqu’à © — +7, valeurs qui répondent aux limites x=0, na. 
Cas VL Q=(2— ar) (a +6) (ay), 


, 0 & 
ce cas se ramène au précédent en faisant x > 


Cas VII. Qt — a) (a 67) (ay). 

215. On suppose que 6 est la plus grande des deux quantités :& .et.6, et 
d’après cette supposition l'étendue de l'intégrale comprend deux parties, 
l’une depuis x=0 jusqu'à æ=«, l'autre depuis += 6 jusqu'à 25= ©. 
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Dans la première partie nous ferons x = « sin 4, puis tang N = 


PU Le __ &(E +) ARR Ed 
VC Fe) tang @, c° TEE) ÿ b Eye)? et nous aurons 


y eo Mdx if Fe: 11 
Ar vQ = ess fs 
ay" sin ®. 
y Ha cos* o° 


ad} sin 
Dans le même cas on aura — ÿ sin 


VQ VE +00 d).(/ + cos À)" 
Soit cos V= Lame CH CRE TE > On aura 


la valeur de # à substituer dans M étant x°— Cette inté- 


grale s’étendra depuis g=0 Ie P—=2T. 


FRAME NE Le soie 
LSvernfe rss 


la valeur de x" à substituer dans as étant x°— a — (374 œ*) cos* /. 


Les limites de @ seront COS —— OÙ tang € — 7, el C=iT. 


VC Æ æ) 
Considérons en second lieu le cas où la variable x s’étend aepals x =6 
: A ba Je VOP UE 
jusqu'à x =. Soit. x = an) ensuite sin 4 = Sp N COST, ... 
à #0 (6 9) 7 1 (Mas Es x — Mac 
Pen) EG Eur) 70 = no) 
b sin @ 


Pour rendre positive cette intécrale, soit encore cos © = -— 
T P | 1 tt grale, ore CO VG—csin@) 
on aura finalement ; 


L'= > — ee 

EVCr+a)J VG—csine)? 

C2 (1—c'sin*@) 

cos? @ — DE sin° Ÿ” Cette 
intégrale s'étend eu ®—=0 jusqu’ à la valeur de @ qui donne. a, 


sne= /(ÉÈE =) , OÙ tang®= >. | 
Pour avoir l’autre intégralé on fera x = 6* L ( 6* — a ) tang* w, 


PA fe 


RAGE et on aura 


UT Nide® PA f° 
TJ VO TV +) J VO —Æsine) 
l'intégrale ayant pour limites wo = 0, = ;:7. 
On voit que les modules c et Æ dns les mêmes dans les deux parties Fa 
chaque intégrale, et-les formules entièrement semblables. 


et ‘la valeur de x* à substituer dans M sera X?—= 


7/! 
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Cas VIIL. Q= (x? — a) (C— x) (x +), hyp. 654. 
216. L'hypothèse contraire 4 > 6 ne donnerait pas une forme différente 
parce que alors le produit FRA (6 — x°) devrait être remplacé par 
(at) (ar — at) 
Pour avoir lintéorale Z' — fus 70 , Soit x a 


JHOUeLOR OA, e 


(E® — a!) a (C° +) ; 
c = Er = = G Te)? on aura à la transformée 
Mar TS A #7) J Va = sine)? 
où la variable @ a pour limites ® = TS = ET. 
AU HOUSE ' ae, + sin°® . 
Pour avoir l’autre intégrale, faisons ot n FE er A ne > NOUS 
aurons (VE 


CR LEE RE 7 rec 
— vQ er V (y + 6) 4€ _— sin? «) , 


les limites de © étant o — 0, 6 — 27. 


Z!! 


Cas IX4 Q=—(x— at) (xt 6%) (xt — 9), hyp. a<6, E<y. 


217. Il y aura alors deux parties à considérer , l’une depuis x=« 2 jusqu’ à 
x= 6, l'autre depuis x = y jusqu'à æ — 0. 


a£2. Ù y (E — 4°) ” 
Eee = 3 dE 
SOL +122 &° Re hat ITS = = à) ? on aura 
7 dE Max __ 1 Coin ANUS Lei 
VQ TT VO — a) QG —c sing)? 
les limites de ® étant ®— 0, P—;À7: 
Pour la seconde intégrale, soit x? = «4° cos’ ve + sind, 4 — =, 
on aura . : { * ; 
L e 7° — ps Nxdx __ x I- Î sf Nd} = _ 
VQ Ov —* ) QG /(i — k sin? ÿ)? 
les limites de AL étant encore =, » AUS = 37. | 
. Les limites de x étant LS Y) L— 0) s0 ADO LT = ad et en- 
= de 65° cos? 
suite sin À — VE lang ©, ou immédiatement A >. 


6 — C — 7° sin? 
pri. Ÿ° (6? ts æ°) IE as 


Dar Er C2) 
LAS HG ere — c° sin a)? 
TL 34 
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les limites de © étant © = 0, sin © — ; 
Pour avoir la seconde intégrale, soit x° = y° + (7° — €*) tang’ #6 
< C2 — 4? 
kK°—=-———  , on aura 
Vÿ— «a 
L J'R I GREUR L:4 
VO —#)) VG—F sin 2)? 
les limites de { étant encore / = 0, (=: 7. 
Cas X. Q=(at— a) (x — 6) (7° — x"). 
218. On suppose à <6 et 6 y, ce qui donne lieu de considérer chaque 
intégrale dans deux différens systèmès de limites. 
Soient 1°. les limites x=0,x—=4, ou Q=(ax) (6x) (n° — xt), 


t 
on fera x = & sin À, puis tang 4 — HMS - , ou tout d’un coup...... 


> «y sin œ (y° — 
L re — @ — FT À et on aura 
Le vs g—0, 
EVCy —)) VG—<c" sing) p—=+r. 


2 


ù — 6 
Soit de nouveau x° =&° — (3 — «°) cot°w, k =? mi: ‘et on aura la 


seconde intégrale 
7!— I Î N D] 
TVA —e) J Vi —F sine) 
site æ& ; 
Les limites de w sont cos © = ba LT. 


: Pt æ°62 (1 — c° sin° 
Soient 2°, les limitesx = 6, x—7, on fera ces = SCD, “ail 


a Ci 
ee ST ä rs 2. et on aura la première intégrale 
Z' am a Ÿ=0, 
EVE — &)) VO —c sin ÿ) 37. 


Et— Ka sin é 7, Y — €? 
1— sine ? 7 y — a? 


Soit ensuite x° — on aura la seconde inté- 


orale | 
7 I Nag CE 0, 
Vi =) ) VG—F sin 8) = 57. 


219. Ayant ainsi résolu les différens cas que peut présenter la formule 
Pa. : ; 
f 0 , dans laquelle P est une fonction rationnelle de x et Qun polynome 


de la forme & + 6x? + xt + J\xf, nous pouvons appliquer ces solutions 
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à la formule générale f es dans laquelle R est un radical de la forme 
V(a + 6x + ya* + da + ext), sans être obligé de faire les transfor- 


mations indiquées (art. 4). En effet, si le polynome du quatrième degré 
a + x + yx* + elc., a un facteur réel du premier degré f + gx, soit 
ce facteur f + gx = x", et le polynome exprimé en x*' n’aura pas de terme 
constant. Cette opération étant censée faite d’avance , on pourra supposer 


æ—0,ce qui réduit R à la forme y/(6x + yx° + dx + ex). Mainte- 
, » d. A CN Var 
nant l’intégrale je se devant être considérée pour toutes les valeurs de x, 


on pourra supposer pour les valeurs positives x —=7* et pour les valeurs 
négatives T=—=-—7?; deux cas qui doivent être traités séparément. 
Soit x — y*, alors P deviendra une fonction fe me et en faisant.. 


Q=6+ 77° + dyf  6y$, on aura l'intégrale TE 


dans les dix cas dont nous avons donné la solution. Il en serait de même 
de l’intégrale prise dans le sens négatif, où 1l faudra faire x = — 7°, et qui 
dépend toujours des mêmes formules. 

220. Le seul cas qu’on ne peut traiter par cette voie est celui où le poly- 
nome du quatrième degré sous le radical n’aurait que des facteurs imagi- 
naires. Alors nous pourrons supposer R° = (4° + 2ax cos 0 + x*°).. 
(6? + 26x cos À + x*). 

Dans ce cas il faudra recourir à la méthode ordinaire pour faire dispa- 
raître les D impaires de la variable sous le radical. Soit pour cet 


. T qui sera COMPTriIseE 


cer CE , il faudra satisfaire aux équations 


a + & cos 8 (p + qg) + pq — 0, 
6 + 6 cos À (p + g) + pq — 0, 


d’où l’on tire 
| da C— x° ___ «6 (æ cos a — 6 cos 6) 
PC dE Con D con NY LE & COS à — 6 COS À 
Soit pour abréger 


À 
g° 


[ 


æ* + 6% — oa6 cos (8 + À), 
œ + 62 — 946 cos (Û — À), 
+ Jg 


æ cos 4 — C cos À ? 


I 


et faisant 


on déduira des équations précédentes p — q = 


encore & cos Ü — 6 cos À = à, on aura 


A4 
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Cela posé, la substitution de la valeur de xdonnera 
R°(1+z}— (M + Nz° ) (A + Bz*): 
on a d’ailleurs séparément | | 
(148) (a + 2ax cos 8 Li) = M + [Nz°, 
(143) (6° + 26% COSA xt) = À + Bz'; 
et si l’on fait successivement 3 = 0 } 3 —«, valeurs qui correspondent à 
x =p, X=;q| ,0n aura 
ST ME Re, A = 6? + 26p cos À + p', 
N = a? + 2ag cos 6 + 9,1 B = 6? + 26q COS À + 9°, 
ce qui fait voir que ces quatre coefliciens sont toujours positifs. 
On a encore sous une autre forme 
te pr 
N=(g+ a cos8) (g—p), B—=(q +6 cos À) (g—p); 
de là résulte 


MB=— (p — 9} Et COS LG a PE OM cos à). 


Fa | 6 — 6 cos8 E— x 
Substituant les valeurs pq = EVE pl= LU r MSN 
Ç2 — a” Te 


= ————#—*#, On aura 
‘4 20) 


MB — :  (P—g} (État Une cos 8 cos À Æ f£). 
Mais € a — 94€ cos8 cos À — af + 2), doncMB=:(p—9} (fEg). 
On aura semblablement NA = +(p — gg) (ff 8). 
On peut pr endre à volonté le signe ambigu provenant de la valeur de 


p — g; on prend Je signe supérieur, afin que MB soit le plus grand des 
deux produits MB, AN, on aura 


MB — ;(p —q) J+e, 
AN= 4 (p— 9} (f—8). 


. . , ë | Pdx r ’ ° A 
Maintenant l'intégrale proposée Z = " _… étant réduite à la forme 


n'ose a 2= 4/2. tangp,.....… 
= 67 fc ar on fera 2 = 4/5 . tang®,.. 
C1 —=i— 1 Erin 2,0 = , et on aura enfiri 
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2Pd? 
role — sin @)" 


11 cofvient que la variable @ qui remplace x croisse en même temps 
que xs c'est ce qui aura lieu si g — p est positif; et comme nous avons 


JPETES: ce FRS À cette condition sera remplie en prenänt pour 


6 cos À le plus grand des coëfliciens @ cos À; a cos À, afm que la différence 


É cos À — & cos Ê soit positive. 
th +2 1/ rase G'n89 
et le. ré- 


Il restera à substituer dans P la valeur x = ) 
! 1 + + ue tang ® 


sultat sera toujours de la forme P — P’ + P'tang ®, P’ et P” étant des 
fonctions rationnelles de tang® @, ou de sin? ® ; on aura donc 
2P'd@ NE I 2P"dp tangg 
REA v(i—csin®) ! f+g)J VG—csino) 
La seconde partie deviendra rationnelle en faisant 1 — c° sin* @ = x*: 
quant à la première, elle dépend des fonctions elliptiques dont le module 


est c. 

La solution précédente n’aurait pas lieu si on avait cos 0 — 6 cos À; 
mais alors la substitution x + & cos 0 — y , suflirait pour faire disparaître 
le second terme dans chaque facteur de R?, et la formule serait ramenée 
au cas IV de Part. 6. 

Il ne sera pas inutile d’ajouter ici un exemple numérique où lon trou- 
vera l'application de plusieurs de nos formules. 


A 


Exemple. 


LT # k CT 43 BEA NE reg 
221. Soit proposé de trouver l’intégrale Be vec +9 MCE 


En supposant d’abord y positif on fera y = x*, ce qui donnera 


ef 2x°dx 
JV) C++) G+)]’ 
cette formule se rapporte au cas IV : faisant donc & = 1, 6 = 2,7" — 3, 
_ 3 sin? 
2— 3 sin° 9 ? 


2=f- 3 sin° 3 sin°® de L 
—J2—3snm@" p(1— sin" 


3 


ON AUTA CN DR in COM ILES et la -transfor- 


mée sera 


Le 
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Il se rencontre ici une fonction de troisième espèce dont le paramètre est 
négatif et plus grand que l’unité; cette fonction devra donc être transformée 
par la formule de Part. 52, et on aura : 


24 + tang@ de 
| Z = log Se UE — 3sint@) A" 


L 


Dans cette nouvelle formule le paramètre — + étant représenté par — c* 


sin* 8, on a sin 0 —2— en ; donc 2F8 = F'e. Donc par la formule du 
n° 55 


2 3 À — sin @ cos ® 
NI ( +=: F+;: D D 


Ainsi l'intégrale Z se réduit à une fonction de la première espèce, et on a 
simplement 


— 14, (24 +tang s\ (SE sin ® cos® 3 
2 = log (5 — tang ® +3 log 2A — sin @ cos ® 3 Fc, ®). 


Les limites de @ sont ® = 0, sin ®g = yÿ/#; dans cette dernière lite qui 
répond à x =, on a 2A = tang @ ; ainsi Z' est un infini logarithmique. 
En second lieu supposons y négatif et soit y = — x*, nous aurons 
APE 2x° dx c 
AVI Gr) G—+)] 
dans cette intégrale il faut considérer deux parties, Pune depuis æ = 1 
jusqu'à x = ÿ/2, l’autre depuis x = 4/3 jusqu’à x = w. 
(te + k 1 f , 
Pour la première partie soit x — Ce et sin = y'+.sin @, ou tout 


d’un coup x° = , la transformée sera , en faisant toujours © — 


_ 
(x Sin e) V V/QG — c°sin 2e). 
Nous retombons ainsi sur la fonction de troisième espèce IT (— +) qui se ra- 
mène immédiatement à la première espèce , de sorte qu’on a 


I 
1 2 
151000 


Le 


sb … (2A — sin @ cos ® 
ZL=ÉT(e, P)+ 3 he (Te cos @/” 


Cette intégrale s'étend depuis æ = 1 jusqu'à x = ÿ/2, ou depuis @= 0 
jusqu'à ®—;3T; dans cette dernière limite on aura l’intégrale complète 
Z' = 5 F'e. 

Considérons enfin la seconde partie de Pintégrale qui s'étend mr 
x = 4/3 jusqu'à x = © ; alors la quantité sous le radical étant. 
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(x*=— 1) (x?— 2) (x° — 3), si on applique les formules du cas IX, on 


3 cos° w d : 
aunr VER F jassi L'ile S 1 
aura RÉ, LE Te ? et l'intégrale cherchée 
Cu 6 cos? » de 
7 J 2—3 sin o * W/(1 —c* sin° ») 
de 1 do 
ie 2=3 | — c? sin’ ) + f: — 3 sin o * /(1—c sino) 


Par les réductions déjà indiquées on a 
Z=3F=n(—21)+ il 20 + tenge 
"ME # D°2A = tang © ? 


et enfm 
24 Æ sin & Cos « 


2A + tang « 
21 — sin © COS © ” 


24 — tango 


LS (c, ©)+ log. — + dog. 
Cette formule s'étend depuis © = 0 jusqu'à sin © — ÿ/3, et dans cette 
dernière limite elle devient un infini logarithmique. 

222. L'intégrale proposée se détermine comme on voit, dans ses différentes 
parties, par les seules fonctions de première espèce jointes à des quantités 
logarithmiques. Mais je remarque qu’il aurait été possible de trouver cette 
intégrale d’une manière beaucoup plus simple. 

En effet si on écrit la formule proposée de cette manière 

1— j IE US AAA 
VIGr +3) +3 +7] 
on voit immédiatement que pour faire disparaître les puissances impaires de 
la variable sous le radical, il suflit de faire y = + (x — 3), ce qui donnera 
(x — 3) dx 


TO De of 


ou 
dx 


7, — fo xdx 2.4 [: 3 
VI(*— 1) (x —9)] VLG?— 1) &°—9)] 

La première partie s'intègre par logarithmes , et la seconde par une fonc- 
tion de première espèce, de sorte qu’on parviendra tout d’un coup au ré- 
sultat que nous n’avons pu trouver par l’autre méthode qu’après plusieurs 
réductions. 

Dans ces dernières formules 1] faudra considérer deux parties, l’une de- 
puis X = o jusqu’à x — 1, l’autre depuis x = 3 jusqu’à x = «. 

Pour la première partie le radical sera g/[(1 — x*) (9 —x*)], et on aura 


d’abord 
AUTRE MCE) VC — +") 
À VTG = à) @=) — LE ( f ) 


272 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


. ‘LT 3dx ; 

Pour avoir l’autre intégrale f © , SOI 
| S VG— 2). V(9—:°)? 
; \ dg° ARS De AE A re 

la transformée sera Ang) F (c°, g°). Nous indiquons ici par 

c° le module de cette nouvelle fonction , parce qu’en partant du module 


ce — £ ÿ3, dont le complément & = +, le terme suivant de l’échelle 
1— D 


LT NO NES, 


3; on aura donc l’intécrale cherchée 


Z=F(c, g°) — log D) 

Cette intégrale s'étend depuis @° = o jusqu’à @° —+7, ainsi lintégrale 
complète sera Z' = F'c° + + log 2. Cette même intégrale correspond à lin- 
tégrale en y prise depuis y = — £ jusqu'à y = — 1. 

Venons enfin à la seconde partie de l'intégrale prise depuis x = 3 jus- 
qu'à æ = ©, alors on aura 

VG— 1). VG — 9) $ V8 
; SE me 3dx æ mer À 

Pour avoir la seconde intégrale f VE. Va) soit X=— 7" 
dÿ 
À L pn = . ur URI ES LUSS nn || à (e] 1h00, 
c— 3%, elle deviendra (re pt les F(c°,d)+F0c°;0onaura 


donc l’'intésrale totale 
8 


Z = log (RES) + F(c°,4)—F'e. 


Cette intégrale s'étend depuis x = 3 et À = + x, jusqu'à æ = et 
AL — 0. Elle devient donc encore un infini logarithmique dans la seconde 
limite. 

Les expressions que nous avons trouvées par la première méthode sont 
moins simples ‘que celles-ci; mais il n’y a pas de doute qu’elles ne donnent 
le même résultat pour l'intégrale prise entre deux valeurs données de y. 


/ 
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CHAPITRE XXXIV. 


Sur le développement des fonctions elliptiques en séries. 


223. ÏL peut être nécessaire dans plusieurs cas, surtout dans les pro- 
blèmes de Mécanique, d’exprimer par la seule variable @® les fonctions 
elliptiques dont ces problèmes dépendent. Alors le développement se fera 
de la manière ordinaire, mais les méthodes précédentes serviront toujours 
à simplifier la détermination des coefliciens. 


Considérons d’abord la fonction F = es et supposons 
— = À — 2A, cos 29 + 4A, cos 4 — GA, cos 6@ + etc., 


il s’agit de déterminer les coefliciens A, A,, A,, etc. Pour cela soit 


Hub on aura 
1 +b? 


ANR =NCN SUN OS 


CE 


(a+ ce V1) (1 4 c00—28 V—1) 
sun sde CNE Date ? 


donc si on fait 


3 


A Re PE TT 


.3.5 
2 ÇA 640 V —T : 
{ 


03 066 Y — 1 
MAO e etc., 


f3 3.5 
7 C2 eh Vi — DT co e—6ev—1 Letc., 


Q=:1—}0c TRY 


on aura (1 — c) PQ. Tout se réduit donc à multiplier entre elles 


les deux séries précédentes, pour former successivement le terme con- 
stant et ceux qui contiennent cos 2@, cos 4®, cos 6, etc. On trouvera 


ainsi, pour les coefficiens cherchés, les valeurs suivantes dont la loi est facile 
à saisir : 


A =(i+c!) Gars C7) CH De 


CRETE 1 (0) NS a c° de © 
A = — (: c eng ce HT. rec RUE 
ANT 40 


| 


CSL etc.) j 
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NPA PO os SN 0 dpi S get IP ETAT ) 
La Car Avr or Vin ur AP 20 M | 

___1+o 1.3.5 pe Feu A HET NE L'MIRLES AOL O0: 7 ) 
Entre A NA MC car A CR 2 cn 

ao 356.9 NN ESS CA CU MSNM. 170 
PAGE rx da one 8 re dar A EN TE AURT A + ete. ), 


éLC:. 


De Là on. voit. que. lx suite. A, A, 2A,, 3A2,7 4A4. etes, décroit conti- 
nuellement de manière que le rapport d’un terme au précédent, approche 
de plus en plus de la limite c°, le décroissement étant plus rapide dans 


le commencement de la suite. On, voit aussi qu’en appelant N le coefli- 


1.3.5..2n— 
cient EN ECHPRE URL , la valeur du coecflicient A, sera toujours comprise entre: 


re Ne” e uns Ne 
n b° 
L usage des séries précédentes sera d’autant plus avantageux que le module 
ne c° sera plus petit; et comme la valeur © =+, répond à un 
module primitif c—5y/2—0.9428; on pourra, tant que c ne surpas- 
sera pas cette limite, employer ces mêmes. séries. pour calculer les valeurs 
des coefliciens. Mais si c était plus grand que la limite qui vient d’être 
fixée, alors c° devenant plus grand que +, les suites seraient peu conver- 
gentes; voici dans ce cas le moyen qu’il conviendrait de prendre pour 
calculer les coefliciens. 


224. Si on multiplie successiyement les deux membres de Péquation sup- 
posée par d?, d@ cos 29, d@ cos 49, et qu’on prenne de part et d’autre 
l'intégrale depuis @—0 jusqu'à ®—=217, on aura 


æ (+, A, = fe pu rfi ee 
— RICE TTFE LE , a° ns Er ere 1e 


Ainsi M coeflicient peut se déterminer en particulier par une inté- 
grale définie, et toutes ces intégrales ne dépendent que des fonctions com- 
plètes F?, E, qu’on sait évaluer ‘abus tous les cas, avec la précision néces- 
saire. 

Les deux premiers À et A, sont ceux qu'il importe de déterminer 


le plus exactement ; ils se trouvent par les. formules ? A=F'c, et TA, 
? P 2 d 2 
2 . . 
= = (F'e—Ec)— F'c; et si on substitue pour F' et E' leurs valeurs 


données ( n° 69 et 90), on aura 
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A =\/(3 DA EQUME etc.), 
DA EH OMS che 


Ces deux premiers coefficiens étant trouvés, on pourrait en déduire tous les 


autres. Car en différeuciant l'équation + =—=A—2A ,cos29+cos4A,cosÂ® —etc., 
on en tire 


c? sin? cos ® 


Rs = AA, sin 29—16A, sin 49 + 36A, sm6® — etc. 


2% et le second par la quantité équi- 


:C? 


Multipliant le premier membre par 


2 . , , ° 
valente 1H Cos2@; comparant ensuite le résultat avec l'équation pro- 


posée multipliée par sin 2®, on trouvera les équations suivantes entre trois 
coefficiens consécutifs 


2.3A, = GA, (5 — 1)— A 

3.5A,— 16À, (£ pus 1) ma iS As 

4.7A, = 36À, (& —1)—72.5À,, 
5.94 = GA, (E — 1) — 3.745, 


etc. 


En général A, désignant le n° terme de la suite À,, AÀ,, As, etc., on 
aura À 


n(on—1)A (an) A, (£—i)—(n—2)(20—3)4,; 


c’est la loi suivant laquelle chaque coefficient, à compter de A,, se déduit 
des deux précédens. Le coefficient A, excepté de la loi générale, se déter- 


mine par l’équation 6A2= 4A, (£ —. — À., ou directement par la for- 


mule 
GA, 


[e) 
c° — 0000 


= cie) (— da : ds Ée + ete. ). 


Lorsque c sera très peu différent de He on déterminera E' et F* par 
les formules qui conviennent à ce cas, et on trouvera les coefliciens À et 


À, par les formules © A = F1, ©? À, — = (F'—E')— F'; on calculera 
2 : 2 C » 


ensuite À, par l'équation 6A, = 4A, (£ — 1 )—A : les autres se déduiront 
C 
3518 
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. 2: 0 à 4 
chacun des deux précédens par la loi générale que nous avons exposée, 
laquelle donnera des résultats d'autant plus exacts que € différera moins : 
de l'unité. Mais l’usage de ces formules n’est plus aussi sûr lorsque c se 


rapproche de la limite 0, parce que le facteur = — 1 qui devient de plus 


en plus grand, donne lieu aux erreurs de s’accumuler et de rendre de plus 
en plus fautive la détermination des coefficiens. Nous donnerons par la 
suite les MES, d’obvier à cet inconvénient, il suffit pour le présent de 
remarquer qu'on évite toute difficulté par l’usage des séries données 
ci-dessus. 
225, Ayant calculé jusqu’à la limite convenable les coefliciens A', À, 
À,, etc., on aura l’expression générale de la fonction F, SaVOIr : 
F=— A9 — A, sin 20 + A, sin 49 — A, sin 6 + etc. 
Pour avoir semblablement l'expression de la fonction E, soit 
E= Bo + B, sin2 @ — B, sin 49 <- B; sin 69 — etc., 
on aura en différenciant chaque membre, 
vi —csm'p)=B + 2B, cos 29 — 4B, cos 49 + 6B; cos 6P — etc. 
Différenciant de nouveau, il vient 
c? sin @ cos® 
V/(1— c° sin° @) 
Le premier membre a aussi pour expression, 
+ c* sin 29 (A — 2A, cos 29 + 4A, cos 49 — GA, cos 6P+ etc.), 
ou, en faisant le développement, 


Le { A sin2®— A,sin 49 +2ÀA, EE NU AE 
* |—0A, +34; — A, + SA; 1 


Donc en comparant ces deux expressions, on aura 


= 2°B, sin 20 — 4°B, sin 49 +- 6*B, sin 69 — etc. 


B,—%( À —2A,), 
2'B, = $( A,— 34), 
(24: —4A;), 
fB,= É (BA; —5As), 


etc. 


3°Bs 
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17 


À l'égard du premier terme B, il se déduit immédiatement de la valeur 
connue de E!, puisqu'on a E'=B;7. 

Ainsi on a en quelque sorte par un même calcul la suite des coefliciens A 
et celle des coefliciens B, ce qui permet de développer aussi loin qu’on 
voudra les fonctions E et F, ordonnées suivant les sinus des multiples pairs 
de l’amplitude ®. 


226. Si on veut développer semblablement la fonction de troisième espèce 


2 
= JG > 00 supposera 
= Mo — M, sin 29 + M, sin 49 — M; sin 69 + etc., 
et on aura pour déterminer les coefliciens M, M,, etc., l'équation 


I 

(+ n sin @)A 
Si on fait ® = +7, on aura Il! (z,c) = M.i7, ainsi le coeflicient M est 
déterminé par la fonction complète Il! (7, c) dont on connaît la valeur en 
fonctions de la première et de la seconde espèce. On pourrait de même dé- 
terminer les autres coefliciens par les intégrales suivantes prises depuis 9=0 
PS: 
Ne — d@ cos 2@ =: fe d? cos 4? 3M. — ° [— d@ cos 6? 

Ir (1 +nsin? a 2M (1 +nsin’@)A? s (1 + nsin°@)A”? 
Mais quoique ces intégrales puissent aussi être exprimées au moyen des fonc- 
tions de la première et de la seconde espèce, elles ne peuvent guères être 
utiles dans la pratique, à cause de leur complication toujours croissante , 
et parce qu’elles contiennent comme diviseurs, des puissances de plus en 
plus élevées du paramètre z qui peut être très petit. Il faut donc avoir re- 
cours à d’autres moyens. 


= M — 2M, cos 29 + 4M, cos 49 — 6M, cos 6 + etc. 


etc. 


Be , . 
Vi+n)—: , on a l’équation 


n ? é 15: RE OUT ER RENTE 
Observons d’abord qu’en faisant &æ — PTE NT 


VG+ 2) 

1 + n sin’ @ 

D’un autre côté on est censé connaître les coefliciens À, A,, A,, As, etc., 
qui satisfont à l’équation 


= 1 = 20 cos 29 + 24° cos AD =} 24% cos 6® + etc. 


+= À — 2A, cos 29 + 4A, cos 49 — GA; cos 6 + etc. ; 


il ne s’agit donc que de multiplier les seconds membres de ces équations et 
d’égaler le produit à la suite 


à 
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k (M — 2M, cos 29 + 4M, cos 49 — 6M3 cos 69 + etc.) , 


dans laquelle 4 = y/(1 +»). Ge produit convenablement disposé donnera 
les valeurs suivantes des coefliciens que l’on cherche 
KM = À — oaA, + Au°A, — GaÿAs + 8afA, — etc., 
— 24M, = fe (4M+-A ) 
|— 2A, + JaA, — Ga°A; + BaA, — etc., 
—{* : (AM + A) — ouA, 
+ 4A, — GaÂs+ 8a°AÀ,— 10 As; hetc., 
a (AM A) — 2a°A, + 4aA, 
GA3+ 8a2A, — 10 a°A; +etc., 
SAM, = it (EMA) — na A, + fat A, — Ga A, 
f + SA, — 10 A3 + 12 A, — etc., 


etc. 


La loi de ces expressions est très facile à saisir; d’ailleurs connaissant déjà 
les coefficiens A, et la constante «& étant toujours une fraction assez petite, 
il est clair qu’on pourra prolonger indéfiniment le calcul des coefliciens M, 
sans craindre de multiplier les erreurs; avantage qu’on ne pourrait peut-être 
obtenir par aucune autre méthode. On aura donc avec toute la précision 
nécessaire le développement de la fonction I]. 

227. Remarque. La forme sous laquelle nous avons mis ci-dessus (223) 
la valeur de A*, conduit immédiatement à cette formule 


log x — log (1 + c°) — c° cos 29 H + c°? cos 49 — À c% cos 69 + etc. 
Il en résulte que 7 étant un entier quelconque , l’mtégrale fe de cos2n@ log =, 
prise depuis @ = o jusqu'à 9 = 37, à pour valeur 
[de cos 27 @ log = ca (op ce} 


Le cas de 7 — 0 ferait A mais 1l se résout spam iles par la 


formule 


far 108 + = og (1 c°) ; 


et parce que les puissances paires sin**® , cos” ®, peuvent se développer en 
cosimus des multiples de 29 , on aura aussi les intégrales suivantes prises 
entre les mêmes limites : 
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[dr cost o log = 2 [log (r+e)—? |. 
[ae siné @ log + =? [et+e)+£], 
fa cost@ logs = 7 | 3 log Carr Es |; 
[de sint @ log à = 7 | 31 G+e)+4T +T |. 
6 I T 4 x C° c°? c°3 
[de cos plgr = & | 10 log (1 A am AT EE ; 


(© 02 c3 
fa sin @ log} = £ fr0 log (1 +0) +5 LH GTHT 
etc. 
On trouverait de même la valeur de lintégrale [ d@ sin°"® cos *"® log x 
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LL 


Sur diverses suites d'intégrales définies , dont les valeurs peuvent 
- étre assignées par les fonctions elliptiques. 


L>s formules que nous avons rassemblées dans ce chapitre étant trés 
nombreuses, nous avons cru devoir, pour plus de clarté, les ranger dans 
une table générale divisée: en seize cases qui forment autant de tables parti- 
culières. Par cette disposition on aura avantage de- saisir d’un eoup-d’œil 
l’ensemble des résultats et de retrouver plus facilement les formules dont on 


pourrait avoir besoin. 
CASE I. 


228. D’après les dénominations rapportées en tête de la case, si on fait 
sin* © = sin° & cos® =} sin 6 sin*® , on aura généralement 


d ne - L £ ï 
f- - UN — fdp (sin° & ces* p + sin? 6 sin° }. 


Mettant le second. membre sous là forme sin*"6/c4p (1 — k cos @)", dévelop- 
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pant le binome et intégrant chaque terme par les formules connues, depuis 
P—= 0 jusqu'à p—=}7, on aura pour résultat 


do cos sin" © 7 « ,, 1 | 2N— 17, 1.3 ) 
SR — =! sin E(i—nk + — k . 410 OR . 


. A . F «7 / 
Le second membre pourrait encore être mis sous la forme EN E X" étant 
le coeflicient de x" dans le développement du produit............... 
. 1 . 
(1—xsin"æ)s (1—xsin6) 3, 


La même substitution donnerait 


do cos & dg , 
MN sin#o — J) (sin° & cos’ @ + sin°6 sin° g)"+1? 
mais cette formule peut être mise sous une forme plus simple et débarrassée 
de fractions. Il suffit pour cela de faire directement 


sin° « sin° 6 
sin° & cos” @® + sin°6 sin°@ ? 


sin? © — 
et on obtient 
MN sin°+10 7 sin sin®*+16 


do cos & ARE O RS, Jdg (sin° & cos ® + sin° 6 sin° o)", 


l'intégrale en @ devant encore être prise depuis ®9 = o jusqu’à ® = + #. 
On a donc généralement , quel que soit z, cette formule remarquable, 


do cos w z. do cos w sin?"+! # 
Ne CHRRONNRAS CONS era Er Ep amy créer NL | La SA SET 1 ESS 
MN sin°*#1 4 sin? œ sin?+! 6 MN 
CASE II. 


229. Les formules de cette case sont entièrement semblables à celles de la 
case Ï, ce qu’on peut voir d’ailleurs a priori, en mettant M et N sous la 
forme M = y/(cos® & — cos’ ©), N = y (cos® © — cost 6). 


CASE III. 


230. Cette case contient six formules générales fort remarquables, surtout 
dans les premiers cas, qui offrent des résultats très simples et très élégans. 
Et d’abord la substitution 
SD? @ = ————— LUE z  — 
sin°æ cos*® —- sin°6 sin? @ ? 


, » 1: MN de cos» 
donne immédiatement pour la formule A°" — fs mm» Cette trans- 
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formée 


(sin°6— sin? «)* 
sin"! sin?! Ç 


fd? sin? @ cos? @ (sin° & cos® ® + sin° 6 sin° @)"—", 


où l'intégrale doit être prise de @ = 0 à @—2+7. Mettant le binome sous 
la forme sin°"—#6 (1 — k cos ®)"—*; développant la puissance et effectuant 
l'intégration de chaque termeentre les limites données, on a la valeur de A*" 
insérée dans la case III. 


De cette‘valeur se déduit l’intégrale B*, par le seul changement de sin æ 
en cos 6 et de sin 6 en cos «. 


Par la substitution sin° © — sin° & cos* @ = sin° 6 sin° 29, l'intégrale 
SMNdo cos © sin" ®, désignée par C*, prend la forme 


C# = (sin 6 — sin* &)° fd@ sin° @ cos®@ (sin*æ& cos ? + sin*6 sin* p)"—*, 
de sorte qu’on a en général 
C2—= sin"! & sin—16, A2". 


À l’égard des intésrales désignées par D°*, K*, H°", il est aisé de vé- 
rifier immédiatement, sans transformations , les équations 


D25 — D2r—2 + FA K27 — K::—-2 + B°", Her — He: — Cr ? 
ainsi tout, se réduit à connaître la valeur de D°, qui est la même que celle 
de K° et de H°; or on trouve aisément D° —° —— . cos (6 — æ),. 


Si on proposait de trouver une intégrale telle que 


MNdo Ja MNdo 
sin?" & COS?" & sin°%+l4 cos"! o ? 


il faudrait simplifier son dénominateur par des opérations successives, au 


I I I . : 
la f ————— = - —. $ ’in- 
moyen de la formule EP LEE pe = as. SOI, par exemple, lin 
UE MNdo La 
tégrale P= /———- : on aura par deux pps de cette formule 
sin° © COs° w 


MNdo MNdo MN de MNde 
IE Sin° & COS °w = fr URL HAL) er pere 


in COS? sin® cos « sin” & COS & ? 
ou en d’autres termes, P = K4- K° + D’ 
CF 2 $pRe F 


Nota. Les résultats contenus dans ces trois premières cases sont exprimés en quantités 
purement algébriques, et ils n’appartiennent proprement à ce chapitre que parce que 
leur usage devient nécessaire dans quelques-unes des cases suivantes. 
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CASES IV et V. 


: À Fyss sin? a sin°6 | tang* « 
231. Si l'on fait Sn © =", C7 buse te 
sin°6 cos" ® <- sin” « sin°@ tang* 6 
cars étant un angle auxiliaire tel que cos > — © on aura en 
nn À 5 fa ni q ARE RES SNS É 
L4 (4 
général 
da 1 
——, | — (1 A* cot° & 
MN sin: Shi cosæ sin 6 Re ( qe ». 


L'intégrale en @ devant être prise depuis ® = o jusqu’à 9 = +7, on voit 
que cette intégrale pourra toujours s'exprimer par les fonctions elliptiques 
complètes F'(c), E' (c), au moyen de la formule de réduction que nous 
avons rapportée. 

La formule générale de la case V se déduit de celle de la case IV, en 
mettant + 7 — 6 au lieu de &, et +? æ — «& au lieu de 6, ce qui ne change 
point la Salou du module c, ni par conséquent celles des fonctions com- 
plètes F'(c), E' (oc). 

Les formules de ces deux cases serviront à trouver en général la valeur 

. , do do . + » 
des intégrales fi in 208", i'A px Cote et aussi celle de l'intégrale . re 
do - . . F A 4 14 

IN Sr com, » Puisque ces diverses intégrales peuvent être décomposées 

en une suite finie de termes compris dans les cases IV et V. 


CASE VI. 


232. La même substitution dont on a fait usage dans les deux cases pré- 
cédentes donne la formule 
do sin*æ® __ sin”"« d@ 
MN cosæsinG J (1—c* cos’a sin°@)"A ? 


intégrale qui doit toujours être prise entre les limites ® = 0, 9—=27. 

Cette intégrale peut en général s’éxprimer par les fonctions complètes 
F'(c), E'(c), IT (— c° cos’ &, c), au moyen de la formule de réduction 
rapportée dans la case VI, formule qui est déduite de celle de Particle 9. 
On peut aussi substituer à la fonction de troisième espèce Il', sa valeur en 
fonctions de la première et de la deuxième espèce, donnée par la formule 
du n° 116; cette valeur est (en-supprimant le module c commun à ces 
fonctions ) 


H'(— c* cost a) = F' + cosesiné [EE (27 —a)—EL'F(527— a)]. 


sin” 4 
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Si on observe ensuite que d’après l’équation 1 = à tang (17 — a) tang6, 
on a (n° 6o) 

F(iT7—a)—#'—TF(é6) 

E(ir—a)—#%©—E(6)+ ccosæsmé, 
là valeur de IT' pourra s'exprimer ainsi : 

sin’ 6 _— æ 
'(—c costa) = EF + ES TE:F (6) — F'E(6)] ; 
de’'sorte que les intégrales de la case vL: ne RTE que des fonctions 
F',E:, F(6), E(6). 
233. Le cas de & — o mérite d’être développé. Alors on a immédiate- 

ment 


"do sin © do sin & 
MN  J V(c2s°® — cos’ 6)” 
é cos 6 sin 
Soit cos © — , on aura la transformée [E _. et idlans 
cos @ cos ET 1 — sing 


laquelle il faut faire g = 6, ce qui donnera 


do sin © LA; : L(° + sine\ 
V/(sin°6— sin°w) — sin 6 


Ce résultat se déduit également de la formule générale 


dy sin? « sin 6 m, ; 
f SC FH EF (6) — FE (6); 


mais pour cela, au lieu de faire æ —0o, nous ferons &æ = €, € désignant un 
arc infiniment petit. On aura alors «= 1 — 6 cot* 6, b— 6e cot 6, 


pi = PF, sin pu ei (1 + + 0? tang* 6), 


cos æ 


E (E)= sin 6 + FLE a Ps sin 


1— sin Ç 


sin 6 


De. la on voit que £ — E (6) ] F' s’évanouit lorsqu'on fait = 0 ; on 
cos æ 
1 sin 


a en même temps E'= 1 et F(6) = 1 L(— 555 Ainsi le second mèmbre 
, . Pr? , ° RELE 6 ; P 
de l'équation précédente se réduit à LL(ÈT , ce qui est le résultat 


déjà trouvé. 
234. Lorsque « est égal à la quantité infiniment petite €, la fonction 
I (—c* cos* &) représente l'intégrale 
de 
2 tas :9 
j CT + er sin? e) V/(cos’ ® + s cot°6 sin°@) 
sa ct 
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prise depuis ® == o jusqu’à ® — 27. On voit donc que cette intégrale se 
$ du 
réduit dans ce cas à us L(° Æ ne s), formule qu'il serait assez difiicile de : 


vérifier par l’intégration directe 


Ce résultat suppose que 6 n’est pas lui-même infiniment petit; car si 6 
était infiniment petit de l’ordre &, on aurait «= 1 — . RS 21 
E(6)=F(é)—=6, ct la formule générale donnerait 

da sin° « n/a 
V/(sin? © — sin’ &). 4/(sin? Ê£— sin’ ©) GE* (c). 
C’est ce qu'il est facile de vérifier par l'intégration directe. En effet, puisque 
a et 6 sont infiniment petits, la variable w, toujours comprise entre ces 
deux quantités, est aussi infiniment petite ; ainsi l’intégrale dont il s’agit 
est la même que 


a da 
Vo — a). V/(E — 0°)" 
Soit ©! — a* sin° @ + 6? cos’ @, et = 1 — Je cette intésrale devient 


Jédp V(1 —c* sin*@), ou 6E (c, g), dans laquelle faisant ®=2irx,ona 
pour résultat 6E' (c). 


CASE VIE 


235. Considérons la double intégrale 


7 Né -dpdq sin p | 
cos®p +-cos* æ sin” p cos*q + cos* 6 sin* p sin? g ? 
dans laquelle les limites de p , ainsi que celles de g doivent être o et ++ 
Si l’on 0 d’abord par rapport à q, on aura 


dp sin p 
= [7 2 p + cos’ & sin° p). [/(cos® p + cos’ C sin°p) : 


t 
Soit 6 > a, et cos p=—= cot 6 tang®; si l'on fait ce = 1 — ee, on aura 


1g 
+124 æ de 
2= 2 [, 


laquelle doit être mtégrée entre les limites ®—=0,@—6; on aura donc 


y RE Er F (c, 6). 


2 cosæ sin 6 


la transformée 


Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, et soit 
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pour cet eflet cosp=x, cos®æ cos* q + cos’ 6 sin? q = Cos* © ; nous aurons 
d’abord à intégrer, depuis x = o jusqu'à x = 1, la différentielle 
I? ‘dx dx 


a+ (1 — x) cos'æ COS? & + x° sin* &° 


L'intégrale est en général — — arc tang (x tang ©), et en faisant x = 1, 


sin © COs & 
© 
elle se réduit à ar OMIS donc 
sin @ COS « 
7 is «dq 


sin & COS" 


Mais d’ après l'équation cos" © = COS* & COS” q + cos’ 6 sin’ due on trouve 
successivement 


(cos® æ — cos’ 6) dg sing cosq = do sin © cos w, 
sing . ÿ/(cos* « — cos’ 6) = y/(sin° w — sin° «), 
cosg . V/(cosa — cos 6) = y/(sin*6 — sin°w), 
do sin « cos « 


FES V/(sin*o— sin° &). /(sin°6 — sin? ©) ” 


Donc enfin on a 
re wdw 
TJ V/(sin° o — sin° #). W/(sin*6 — sin* «) ? 
les hmites de l’intégrale étant © = «, © —6. 
Comparant ces deux valeurs de Z, on a la formule. remarquable 


do F (ec, 6), 
V/(sin? w — sin°x). ÿ/(sin°6 — sin* #) — 2cosa ane 


c’est la premnère de la case VIE. 


À | 
236. Considérons maintenant la double intégrale 


T =ff= dpdg sin p cos? p _— 
COS’ p + cos’ a sin°p cos’ g —F cos’ 6 sin° p sin° q q° 
qui aura ellentné pour limites p=0, p=iT; 9=0, qg=ET. 

Si on ox d’abord par rapport à g, on aura 
T—=* ” . dpsinpcos’p 

mi V/( cos’ p + cos*«sin*p ). /( cos p + cos* 6 sin*p) 
Soit toujours s" > æ.et.cos p — coté tang @, on aura la transformée 
quo col? 6 Oro ?. 

7 2 ° cosæsins 


d’où résulte, après avoir fait = 6, 
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pes ee. def —El(c, €) | 


2sin° a sin6 L_ cos « 


Revenons maintenant à la double intégrale, et faisons comme ci-dessus , 
cos px, cos æ cos®g cos" 6 sin? g —= cos*w, nous aurons d’abord à inté- 
grer depuis x—=0 jusqu’à x = 1, la différentielle 

x°dx 
cos? & +- x° sin° &° 
L'intégrale de celle-ci est 


x cot © 


a ee em ang ( TX tang © 
sin? © sin? © re t g( 8 )- 


1 4 cot w 


; on a donc 
sin? 


Faisant x = 1, cette quantité se réduit à 


1 3 cu D, 
SE [sinto 


Substituant la ‘valeur de dg en fonctiôn de w, il vient 


T= (LS 60) dents 
TJ Vino — sin° à). 4/[sin° € — sin») 


Si on compare maintenant les deux valeurs de T, on aura cette seconde 
formule 


(1 — w cot ©) do cot « 7 COS æ _ [rsiné E(c €) | 
V/(sin®w — sin° «).f/ (sin°6 —sin* in) — 2 sin°æ sin 6 L_ cos ? 1 


On a d’ailleurs dans la case IT, 


[= cote __ 7 
MN  2sineasiné ; 


ado cot° « sin 6 


Pa 7 COt æ 
MN" Sr pren. (CE 1) PE (c, 6). 


Ajoutant à cette intégrale-la valeur déjà trouvée de À e, on en déduit 


1h ad F sin ç 1) 
MN sin o 2 sin æ sinG \'sin « 


7 HAS PRIE RARES MR RE æCOt æ E(e, €): 


+ 2 sinæsiné @sine siné 


donc 


c’est la seconde formule de la case VIH. 


237. Si on prend la différentielle de la quantité ee, on aura 


. 
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MN a MNdo cosæ |, (2n+ Cn+1) sin’esin°6 wdw 


, sine? 


sin mn me PS et si in22+#2 * MN 
27 (sine sin CH sin æsiné) ado 
RS 7 4 2 an NM M —— 


sin? ° MN 
(an — 1) (1 + sin*e + sin°6) . #du (2n — 2) wdo 
ps sin? © MN MNsin®-lwo 


Intégrant de part et d’autre, et observant que le premier membre est 
zéro aux deux limites de l'intégrale, désignant de plus par Z*" l’intégrale 


«du 
fe MN sr» On aura 
(an + 1)sin°æsin 62" = 2n(sin*æ + sin°6 + sin*æsin* 6 )Z*" 
— (2n—1)(1+ sin + sin°6)Z—* 
+ (2n—2) 24 — AM, 
A*" étant lintégrale 1h Hiluse me = dont la valeur est donnée dans la case IL. 


Cette formule servira à trouver Zf par le moyen de Z* et Z°, qui sont les 


deux premières formules de la case; on aura ensuite Z5 par le moyen de 
Z#, 2° et Z°; et ainsi des autres. 


CASE VIII. 


238. Si dans la seconde formule de la case VIE, on met 17—0w, 17—6, 
27— «, à la place de ©, «, 6, respèctivement, ce qui ne change rien au 
module c, on aura, en prenant toujours l’intégrale depuis © — «& jusqu’à 


me, 


Cir—0)do mr (cos 6 — cosa) k 

MN cos —  2co56cose SRRCETETERT.  … F(c,sT—a) 
7 sin6 à à 
Ar rose cos (6) 27— à). 


Mais par les formules de la case V, on.a 


- do æsinC 
a 7 MN cos’ cos” & ET À ( DH PE EC, 


De plus, les angles +7—4, 6, satisfaisant à l'équation 1=b tang(1x—«)tangé, 
on a, (art. 6o), 


F(c)—F(a,im—a)=F(0, €), 
E'(c)—E(c,i7—a)=E£E(c, 6)—0c*cosa sin 6. 
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De la on tirera 


œdu  __r(cos6—cosa) 7 sin 6 
fr Co & 2 cos’ æCos6 DEL M EA rs Fc; 6) :5i-pe 2 COS « sa cos 6 E (c, 6), 
c’est la seconde formule de la case VIIL. 
239. On peut trouvés cette formule d’une manière plus directe. Pour 


cet effet, si l’on différentie la quantité re 


; On aura 
& COS 
MN MNdw + : odw 
— - )=-——— — cos" à cos 6. — 
sin & COS & sin & cos & MN cos o 
>: : wde 
sin°æ sin°6 . cos — cos 6 — 1 
+ sin* RS + (cose + Je 


intégrant de part et d’autre et observant que le premier membre est nul 
aux deux limites de l'intégrale, on aura 


à “ ada MN (r 
SRE Per A cos* © = fe cos w + sin*a sin *6 MN sin° 
d 
+- us a + cos 6 — Dj É 
Substituant les valeurs des intégrales oo bes dans la case VIE, et celle de 


MNd f ’ 
f -——— donnée dans la case III, on retombe sur le même résultat que 
Sin © COS © 


nous avons déjà trouvé. 


240. Pour obtenir les autres résultats de la case VIIT. il faut différentier 


, «MN sin « : 
la quantité == , Ce qui donnera 


wda 
MN cos’"+? # 
d 
+ on (cos®æ + cos 6 + cos® « cos* 6) AN ; 


COs°" « 


— (on— 3) (i at cos" æ + cos’ €) _ 


DS2472 é 
&d&w 


fu (22 WE 2) MN cos®74 « ° 


(e a =) D INRA ERIA RER (an + 1) cos’ æ cos’ 6 . 


cos". cos? +1 


Lé + e . 12 y + ® 
Intégrant de part et d’autre dans les limites données, et désignant par U** 


œd 
IN Te , on aura la formule vénérale de réduction rapportée 
dans la case VIIT. Cette formule donne, en faisant 2 = 1 , la valeur de Uf 


l'intégrale / 


odo L s. 
ou LR : ensuite on obtiendra de même Uf, U°, etc. 
J MN cost a ” 
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1+-sin6 


1 —— siné 


Si l’on fait 4—0,onac—1,E(6)—siné, F(6)=:£( 


ces substitutions faites dans les deux premières formules de la case, donnent 
les deux corollaires qui terminent cette case; au surplus, le second de ces 
corollaires se démontre directement, au moyen de lintégration par parties. 


CASE IX. 


241. Considérons maintenant la double intégrale suivante, QE entre les 
mêmes limites que ci-dessus ( 


We ÿ dpdg sin p'cos’ q Fe * 
di É cos®p + sin” p (cos* « cos’ g + cos € sin* g)' 


En intégrant d’abord par rapport.à p , puis par rapport à1q, ‘on trouve 


w sin°6 — sin? w 
RE fade EE); 
sin? Tee œ sin? — sin? & 


cette intégrale étant prise à l'ordinaire depuis © = à jusqu'à © = 6. 
S1 on fait-les !intégrations dans l’ordre inverse, et que pour intégrer par 
rapport à g, on applique la formule 


dg cos’ Me LL CESR Lo (: à): 
A° cos q + B'sin°g A°— B° As 


qu'ensuite on fasse cosp — x, on aura 


we Î VE + x? *sin° =) ] 
= œ Li — XX 1— 5% COS? & — x? sin? 


Cette intégrale doit être prise depuis x = 0 jusqu’à æ= 1 ; mais il faut des 

précautions particulières pour éviter les infinis que lon rencontrerait en in- 

tégrant séparément les deux parties dela quantité sous le signe. Voici Pa- 

nalyse qu’il convient de suivre pour cet objet, analyse qui est d’ailleurs 

indiquée par la théorie des fonctions elliptiques. | 

Supposant toujours (a 7 æ, soîtx — cot 6 tang®, c° y + LR k où 
ang? 6 


sih y D 
€—= -—,0onaufa / 
sin 6 


(= GC x sin’ 6 cos’ de i 
1— xx cout x Sin°a) 7 cosa sine G Sin @\ er 


sin’ 6 


! LE ULIUS Jus D + A 


L'intégrale de cette quantité est 7". D(—-— a). Mais cette fonction 
cose sin6 ‘ n° 6 


ayant soñ paramètre négatif et plus grand que l’unité, il importe de la 


d SA À à 37 
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changer en une autre dont le paramètre soit plus petit que c*; c’est ce qui 
se fera par la formule du n° 52, laquelle donne, en faisant. .... Age 


t 
r=cot6 cosy. —, 


re 
T(— 5e) = —n (sin y) + UE log ET. 


Sepi Dr 


[a 
Multipliant par PAM , et observant qu’on a cos 6 = cos æ cos y, il 
cos & sin 6 


vient 
cos” 6 x" sin*6\ __ cosé cosy + 1h 
EVE 2 a+ x° sin? =) NA MEN à Œ—1(—sn 7)] 
Donc en appelant v' l'intégrale oué 
[rs ‘de + AE 6 x° sin°6 ] 
Li — xx ee cos? & + x° sin? =) 7 
on aura 


V'= Log) — + log (LE) + oot € 06 y [—F + 1 (— sin) 


les fonctions F et IT ayant d’ailleurs le module commun c et Pamplitude 
commune @. 


La partie de cette intégrale allsctée de logarithmes, peut se mettre sous 


la forme 
log == — 2 log (: 5); 


Pour Né 


d’alleurs en substituant la a der et NE de x en ®, on trouve 


I — x? {NE 


17 1—sinysin@ 


Donc on aura indéfiniment, quel que soit , 


V'= log GE . + + log (TS) + cot € cosy [EF + (sin y)]. 


Mais lorsqu'on fait x=1,ona=6,r—=1,A—=cos, et la valeur de 
V' devient 


V'=+ (1 + sin 6 — sin 4) + coté cosy [— F(c,6) HTI(—sin°y, c,6)]; 


cette valeur étant trouvée , il en résulte une seconde on de V, la- 
quelle est 

1. # AE ! 

sin°6 — sin° & 
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Comparant les deux valeurs de V, on a enfin ce‘résultat remarquable 


sin°6—sin’a\ _7 à C4 L «ri 
fode GE Front ee) = 7 L(1 + sin* 6 — sin? &) 
æ cos’ 6 


D DAME VE [— F(c,6) HT (—sin° 7, c, 6)} 


cos aie 


où l’on a c — _ et cos 
es ? Se cos 4° 


242. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir à ce 
résultat par une route fort différente. Pour cet effet, appelons Z l’intégrale 


inconnue, 
sin? © — sin°« 
foto (EE in? 6 — sin =); 


prise depuis w = « jusqu’à w = 6; on aura ( parce que la quantité sous le 
signe est nulle à la première limite de l’intégrale ), 


À odo __ __Tsina 
— = — SIN & COS & | —— Hit 
de =  2siné (c 6). 
Réciproquement , Z pourra se déduire de l'intégrale suivante, prise par rap- 
port à &, 


= — da sin a (c, 6). 


Il s’agit donc de trouver intégrale / — da sin & F (c, 6) que, pour abréger, 
je désignerai par Z/; mais comme F (c, 6) lui même peut se mettre sous la 
. do ; \ , r . 

forme VG—c'sin@) , POUrTVU qu apres l'intégration on fasse @® om.» 6; on 


pourra, dans celte supposition, écrire ainsi la valeur de Z/, 


FRS — doda sin « IE — doda sinæ cos + 
=f VG—csine) V/(cos”® cos*® « + cot*6 sin? @ sin’ æ)' 


Prenant d’abord l'intégrale par rapport à &, on aura 


1ÈZ (cos” ® cos? « — cot°6 sin? @ sin° &) cosæ. À d@ 
cos®@ — cot*6 sin° ? Fois, __ sin? ) 
7 sim 6 


| sin? y NET: ! 
el parce que c = Sr C? cette intégrale devient 
. _ mr 
cos & sin yF + cosæ cos* yII (— HT) 
in 


Mais j'observe qu'à l'intégrale prise par rapport à æ, il faut ajouter une 

constante ®’ qui pourra être fonction de @ et de 6; ainsi en supposant 

S'S'dg — ®, ® étant une fonction de @ et 6 , laquelle deviendra fonction 
37 + 
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de 6 seule lorsqu’on ferag—6, il vient 


Z'= cos a sin?yF + cos & cos yII(— cer ®. 


sin 


Substituant la valeur de H (= ). donnée dans l'art. 241, on aura 


Z=cose. PP (— sin° eue 


COS æ 


et par conséquent 


7 COS æ& # COS? C : T 1+7r # 
ce. idea hé y LEE PACE SE NEO AE ES 
Z 2sin6 ue 2 cos« sin6 (sin, y) 4 se — .) 2 siné 


Mais on a se A(<e ET us L(r+H7r) —3£( — r°); d’un autre côté, 


la valeur de r donne 


2 


Er Je 


1—sinysin?@ sin°6 — sin°@ 


A? " sin’6 cos@ ? 


et par con séquent 


hr — sin° _ sin? @! 7 sin’ 6 — sin°@ 
7 A LD La + : AC APE sin? 6 cos* ® 


sin° 6 — sin 
®\ avec la fonction —— ®, comme 


Réunissant la partie — 7 (saute 
4 sin° 6 cos’ @ 


ne faisant ensemble qu’une seule fonction. de g et de 6, laquelle, après 
avoir fait  — 6 , devient une fonction de 6 seule et peut se désigner par 
A (6) , on aura enfin 


sel EE an y} — TL (a + sin 6 — sin° a) 


2 sin6 2 cosa sin 6 


+ À (6) +7 Es We à 
Pour déterminer 14 fonction arbitraire 4 , il faut partir d’un cas particulier ; 
or lorsqu'on fait 6 = &, l'intégrale Z prise depuis © — « jusqu’à © — 6, 


doit être nulle. Ainsi on voit que la quantité 4 (6) +7 L2 se réduit à 


zéro et qu'on à simplement 


M T 
fred = TT (,6) — RÉ (— sin, €, €) 


2 cos siné 


—7£( + sin° 6 — sin* &). 


Cette formule s’accorde avec celle qu’on a trouvée dans l’art. 241, car elles 
satisfont toutes deux à l’équation 


Me tion NP EE qu ee 6— sin? NE 4 
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odo wda sin° # 


243. Connaissant l'intégrale Dodo qui revient à sin ef MR 


ou en déduira la valeur de cette dernière, comme elle est insérée dans la 


table. 
da sin°” 1, 
Si on désigne ensuite par V*" l'intégrale ER: et qu'ayant diffé- 


rencié la quantité @MN cos © sin*$w, on revienne de la différentielle à 
son intégrale, on trouvera la formule de ÉCOLE S o  ou, 
2nV®%+3 = (an— 1) (1 + sin°a+ sin*6) V'"—Hetc., donnée dans la case IX. 


Faisant dans cette formule 7 = 1, on en tire V4 ou 


odusinto _, a M œdo sin? w RE MOES f: ado 
es nee a sin ef RIN — —ssin'a sim 6 MN sn « 


— — à (sin É sin &)", 


d’où résulte la formule insérée A la case IX. On connaîtra ensuite les 
valeurs de Vf, V®, etc. par la formule de réduction. - 
244. Le cas de & — 0 fournit plusieurs corollaires remarquables. Alors 
ONCE Ne D CR A — "cos D, 
né 
F(c,6)— + L( sin 


1—siné 


us, DES - de I do 
M (—sinty, 6, 0) —E (0) [les as — as 


ANA d@ cos ® Re] 
7 cos’ fl LS 1 — sin°6 sin°@ 


PI I LE 1 +sinç sin 6 ( siné sin 
Cac —sing/  20cos6 1—siné sin@ 


Faisant 9 = 6 , cette formule donne 


:__ sin‘6 to siné 1 + sin°6 
Hs se L 1— siné/  2cos6 (e ; 


Substituant cette valeur dans l’expression de jf à wds , on aura 


oda 


sin & 


| rar - (HE +sinO\ _7r 1 ® = 0, 
{sin 6—sin*o) = L — sin6 2 te 6 Qu —=6€. 


Cette intégrale se réduit à = 1 us fait 6 = 1 +. En effet, on sait 


&dw cos « 


d’ailleurs que l'intégrale f me 
sin & 


, prise depuis w = 0 jusqu'à © = +, 


est égale à £ æl2. 
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: . N " : 

245. Si lon fait 6 = +247 dans la valeur de fode, qui devient...... 
Peu Re , cette valeur devient indéterminée. 1] faut donc supposer 
V/(sin*a — sin° a) 

G—217—e, € étant infiniment petit; mais le moyen le plus simple de 


ado COS & 


déterminer, dans ce cas, la valeur de , est de remonter 


V/(sin? » — sin° a) ? 
à la valeur de V’ de l’art, 241, LE dans le cas de 6= 37, devient 


X 
car ef — XX C T y/(cosz Fr) 
Soit x = cot & tang @, on aura 
“AA cos ad@  __ ,ftang ;« + tang; 2) 1 
y fe sin® 2 + tang« tangi® Liang 3 a. 
Cette intégrale doit être prise depuis @ = o jusqu'a @ — &, ainsi en fai- 
sant ® = «, on aura V'=— /(2 cos* + «), d’où résulte enfin la formule 


œdu COS & it - 


LV ose) — = L(1 + cos a). 


HET. 

De là on peut réciproquement conclure que dans le cas où 6—=%:7—€, 
’ . . . . . £” 

; étant infiniment peut ui donne "= 1 — étang &, sin} = 1 — —— 

€ peuL, (q Dis ET cos’ 5) 

la foncüon H(— sin, c, 6) doit se réduire à 


cos æ 


— log (1 + cos a) g (1 +cosæ); 


et par He l'intégrale 
sd? | 
Tr UT IAE ea) SEE! 
(cos®® + Ur sin? ® }f/( cos’ ® + e*tang’æsin°@) 
prise entre les hmites 9 =0o, P—:7—e€, se réduit à 
cos & log (1 + cos & )— + cos & log (1 + cos®æ). 
- Nous remarquerons que, d’après la formule du n° 234, la même intégrale, 


. . = \ cos 
prise depuis 9 = 0 jusqu'à ®—=}+#, a pour valeur + cos & L 3 Ja ne, ou 
—— Cos 
cos & log (1 cosa) — +cosa log (1 — cos æ). 
Il n’est pas étonnant que celte seconde valeur soit plus grande que l’autre, 
puisque l'intégrale est prise dans une plus grande étendue; mais ces deux 
résultats seraient très difficiles à vérifier par l'intégration directe, et ils 
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méritent par leur singularité et leur dificulté, de fixer l'attention des géo- 
mètres. 

246. On peut néanmoins trouver assez facilement la différence qu'il y a 
entre les deux formules’, à raison de la plus grande extension de lune d’elles. 
En effet, pour avoir cette différence, soit @ — +7 — 0, on aura à intégrer 
depuis 0— o jusqu’à 0—e, la différentielle 

REINE 
(+ ve — VU étang) 
cos? dA cos 
— cos? # sin” A) ? 


à Faisant à la limite 9 = 6, ou L—:5Tr— a, 


Soit 0 — € tang & tang 4, la transformée sera 


1 + cosæ sin Ÿ 


1 — COS & sin Ÿ 


cette intégrale deviendra 
I cos’? 
+ COS & 2 Ace ), 
1 — COS’ 


et son inté- 


grale + cos & L( 


résultat qui s’accorde parfaitement avec la différence que nous avons trouvée 
entre les deux intégrales, l’une prise depuis @= 0 jusqu'a = 27, l’autre 
prise seulement depuis ®—0 jusqu’à ®—+7—6€. Au reste, on peut remar- 
quer que la formule trouvée art. 114, se rapporte à ce genre d’intégrales. 


CASE X. 


247. Considérons la double intégrale 


2= ff. dpdq sin p(A Z D 
cos? p + sin He ER. 


Dee Re a 
dont les limites sont o et ++ pour chaque variable. 
Si on intègre d’abord par rapport à g, et qu’ensuite on fasse cosp=x, 
il restera à déterminer, entre les limites x—0,x=—1, lintégrale 


Er. (A + Bx°) dx 
Er FOR SE sin*6)./(1—x°simæ) 


Soit 6> A DE DE, soit en même Hope + ef on aura 
7 Cosæ Cos6 fdx pi ?? 
L= 7 2sin6 LE (A +B sin’ 6 


d’où résulte, après avoir fait ®—E€, l'intégrale cherchée 


æ COS & COS6 7 COS & Cos 6 
Z2= > AF(e ——— 
: 2 sin6 ( ? 6)+ 2 sin’e siné 


B[F(e, €)—E(c, 6)]. 
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Faisons maintenant les intégrations dans l’ordre inverse, et pour cet 
effet, soit cosp=x et 


cos° q sin q I 
cos? 6 COS? æ Cos* &? 


nous aurons d’abord à intégrer la différentielle 
cos*w (A + Bx°) dx 


1 — x° sin? 


Son intégrale, prise à compter de x =0o, est 


(A sin? o + B) cot’« 2 (ee REC) — Br cot 0 : 


2 sin« I— xsIn & 


si ensuite on fait æ—= 71 et qu'on appelle V le résultat, on aura 


V=—B cot°® + (A sin°w + B) — tie ou ne) 


2 sin © I — sin « 


Cela posé, la valeur de Z étant f'Vdg, il faudra dans cette formule substi- 
tuer la valeur de dy en fonction de w: or de l’équation supposée on tire 


successivement 


44 VAN SUN de DaR LE EUR 
(sin6 — sin° &) sing = ss 


4 k cos’6 
(sin°6 — sin*a)coq= @& — COS? © ), 


Ê À ; da sin æ 
(sin*6 — sin &) dg sin q cosq = cos* & cos° 6. 


COS? « ? 


cos & cos6 . do tangw 


aq Eo V/Csin?a — sin°æ).f/(sin°6 — sin° w) 


Donc enfin, si on fait pour abréger, M= y (sin* © —sin*æ), ..... 


1 1 + sine 
N= (sin 6 —sinw), A =; L LOS — Fe Hiiatra 
Qdo COS & 
sine MN ? 


ces intégrales étant prises pd © = à jusqu’à © = 6. 


248. Comparant entre elles les deux valeurs de Z, on en tire ces deux 


formules 
Q do cos © 4 
“l MN = ne F(e; 6), | 
Q dw.cot « 
se: MN RU 6)]. 


À À du cot k 
Ajoutant à la seconde formule la valeur de AIN donnée dans la case I, 


on en déduit 
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Q do cos T 7 
MNsino — 28inesine LE 2sin’æsiné LE (c; 6) FE (c, 6)]. 
Nous avons ainsi les deux premières formules de la case X. 


Qdo COS © 
MN sin 


Pour spi en général la valeur de l'intégrale , que nous cési- 
Î 


(o) : : 4e 
gnons par per il faut différencier la quantité - Lee puis revenir de la dit- 
férentielle à l'intégrale, ce qui donnera la Re de réduction 

(2n + 1) sin° & sin° ÉP2"+2 = 2n (sin & + sin° 6) P2 — etc., 


rapportée dans la case X ; et au moyen de cette formule, on trouvera suc- 
cessivement les valeurs de P4, PS, etc. 


Quant aux corollaires qui terminent la case, ils se déduisent sans diffi- 
culté des formules générales, les uns en faisant 6— 27, les autres en 
faisant & — 0. Il suflira seulement de faire voir ce que devient, dans le 
cas de æ= 0, l'équation 


CE —: Be CF (c, 6)—E(c, 6)]. 


Alors le second membre prend une forme indéterminée, et pour en avoir la 
valeur, il faut supposer & infiniment petit, ce qui rendra de même c infi- 
niment petit. Or on a en général 


Fc, e)—E(c, ç)= [RE dy. 


et puisque A= y(1 —c*sin*@), si on rejette les infiniment petits de 


ei À : C2 : 
l’ordre cf ouæ#, lesecond membre se réduit à c?/d? sin (®— sing cos @) 


donc en faisant = 6, on aura 


(Q—sino) du cose ; ; 
ere N sin°w = pee (6 — sin6 cos6 ). 
CASE XI. 
Ad. an pe 
249. Pour avoir la valeur de l'intégrale phréaaheh nel ee ©, que nous dési- 


gnerons en général par Q*, il suffit de changer le signe de 7 dans la formule 
de réduction de la case précédente, parce qu’alors P* se change en Q°" 
et l’on aura 


(an + 1)Q*1+ = on (sin°æ hsint6)Q®— (27 — 3 )sin? & sin* 6Q°"—2 4 HF, 
LUE 38 
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r rs MN do sin°—! 
H°" désignant l'intégrale f ne, dont la valeur à été donnée dans 


la case IE. De là on tirera la valeur de l'intégrale Q°, en faisant 2—0, 
puis celle de Qf en faisant z—=7+, et ainsi de suite. 

Les corollaires offrent plusieurs formules remarquables, mais ils se déduisent 
sans difficulté des formules générales. 


CASE XII. 
250. Pour parvenir aux formules contenues dans cette case, considérons 
la double Pr 
VE ea dpdq sin p cos’ q 
Ve Lai 4 sin” g\? 
cos” sin? RE TA 
er P (EL + cos”? & 


dans laquelle les deux variables ont toujours pour limites o et 5 æ 
cos g sin” g 
COS æ 


Si on intègre d’abord par rapport à p, et qu'on fasse 


COS? «© 


_ cos æ cos? & Qdw sin?® — sin? æ 
NE 2 1 
sin 6 — sin # cos® sin é— sin 
l'intégrale devant être prise depuis © = « jusqu’à RE ci 


Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse : l’intégrale 
étant prise par rapport à g, si on fait Eu x, on aura 


pet 7 COS’ & COS? 6 dx __ cosé 6 CES — x° sin =) | 
7 2(sin*6— sin’) sf cos æ 1— x sin°6/ _j 
Soit pour eur 
cos cf 1 — x? sin? 
X — et Y => 
T1 xx me fr 1 — xx 1 — x sin 6 


4 : 7 COS”? «& COS? 6 sin @ sin & 
afin qu'on ait V= 75 (X—Y ). Sion fait x= = = — 
DE 2 (sin°6 ma L) Ù né? as sin 6? 


on aura 


on aura d’abord 


AT ECOSS Ad@ 
T7 cosæsiné : sin? @? 
sin? 6 
out 
| cos 6 cos? æ 
sin? & me ER 
cos « re JE (in fi : ss 


ce qui donne l'intégrale D définie 


sin* a, F + cos* au (—; re) | 


cos 
TT cos a siné 
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Mais en faisant r = cot 6 cos dE) on a, comme au n° 241, 
tang 6 1 +r\. 
n(— me)=F NI (—sin® A) 
donc | 
cos 6 cos6 cos 
Traranc sit sine I (— sin? a)+3 LS), 
et de là 
sa DE, 1—+ x 1 1+7 cos Ç cos € cos cat LITE 
À Y=+ 4) AA cos & sin Fer sin € [(— sin At 
Mais la partie + (=) rs LL se réduit, comme ci-dessus, d’abord 


\ I + x 1 I — de CI . . ï 
à L(—— )— +5 L(——> ); ensuite, par la CR tien des valeurs de 
it 72 LT 


x et de r en fonction de ®, elle devient 


LS) ++ LE 


A° cos” ? 


jusque-là il ne s’agit que de lintégrale indéfinie, 
Maintenant à la limite de lintégrale on a x=1,@—6,r=—1, A=tcose, 
1 — sin? # sin? @ 
A° cos” ® 
valeur de V, 


= 1 + tang* à + tang® 6; donc enfin on aura pour seconde 


cos6 cos « cos 6 
À Te ee sme H(rsinie, à, 6]— cos & sinC Ce 67 ! 
Go) Hi L(1 + tang” & + tang’6) 


Comparant ces deux valeurs de V, on aura la formule 


Qdw M æ COS? & os = 
cos N° 2siné I (— sin Ie Éd rer Dir (c, 6) 


SR Le + tang” a + lang? 6). 


: >! : Qdo cos w L'3 
A joutant l'équation | = : — F (c, 6), on trouve 
Qdo F APE 
Mode 0 eme nn 4,782 6) 


nr EST L(I+ ang a = tang*6) ; 


c’est la seconde formule de la case XIT, 
. » , ’ 3 2e 
251. Pour avoir les autres formules, désienons en général par T#*? lin- 


38.. 
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, Qdw QMN sin w 
tégrale f: NERO GR si on différencie la quantité — ms» Ct que de la 


différentielle on revienne à l'intégrale, on trouvera la formule : 


2n cos" & Cost ÉT + — (27 — 1) (cos® & + cos® 6 + cos? & cos* 6) T*"— 
— (an —2) (1H cos a + cos 6) T5 
+ (on — 3) TS +R", 


te MN do si , 
B°" étant l'intégrale f- =", donnée dans la case III. 
cos &@ 


Si on fait 2 — 1 dans cette formule , on aura 


2 cos* & cos 6 TS — (cos° & + cos’ 6 + cos*æ cos*6) Re cos & 


[ Qdo cos” w 7 (cosæ — cos6)? 
MN 4 cosæ cos6 


MN 
case XI; ainsi en substituant sa valeur, on aura 


- » Qdw cos © , CR 
L'intégrale je — est donnée par les deux premières formules de la 


Qdo _ _x (sin? « cos 6 + sin°6 cos’ «) ns cos’æ + cos’6 + cos’ cose f° Qdw 
MN cos» — 8 cos’ « cos°6 2 cos®æ cos’6 MNcose 


7 sinG 
Re cos” # F(c6)— 4 cos? PRE (e, 6); 


c’est la troisième formule de la case XII. 
On déterminera ensuite aisément par la formule de réduction, les inté- 
orales T5, T?, etc. 
CASE XIII. 


252. D’après les dénominations rapportées en tête de la case, si l’on fait 


e 1 — sin° 6 cos? PU rbT 
COS? @ == —————", on aura en général 


cos” & Lu 
2n+1 = 
SEE Li = dy (x — sin’ 6 cos’ A}, fée 
d’où l’on voit que cette intégrale ne dépend que de l'angle 8: 
De même, si l’on fait cos’ © — Er , on aura généralement 
1—sin*6 sin*@ 
or PA ve me Jde ( — sin* 6 sin° ?)" ve ss 


de sorte que cette intégrale ne dépend que de Pangle À. 

On peut d’ailleurs observer que 6 est l’hypoténuse d’un triangle sphéri- 
que rectangle dont æ et} sont les deux côtés, et que dans ce triangle À est 
Pangle opposé au côté +, et 27 — 6, l’angle opposé au côté æ. | 
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De la dernière formule on déduit les deux suivantes, qui s’expriment 
par des fonctions te SUP le module est «= sin 6 : 


da sin w PE. EN. 

PQ cos’" » , sr /À de , { DS 0! 

do sin & cos’"« L do 0 = À 
f PQ — — COS 7 Ar 


Si dans ces formules on fait & — 0, ce qui donne 6 — y, A—=1i#x, 
Q= sno, P= y(sin*6 —sin° ©), on aura les deux suivantes : 


du 2ne—1] 
fai V/(sin*o — sin°«) = re /A de, f@ =, 
do cos” do lo—17. 
| Comm en Lo e 2 
V/(sin*6—sin?o) cos® 6 QE 


Ces intégrales seront donc toujours faciles à exprimer , au moyen des deux 
M A 4 J P ? 
fonctions complètes F'(c), E: (c), où l’on a toujours c = sin 6. 

Si on observe d’ailleurs qu’on a généralement , lorsque ® = 17, (*) 


de cp. 
Le Ca. cs JA do, 
et que dans ce cas, b—cos 6, on en conclura 


da cos" » st 
V(sin° 6 — sin°o) —fA°""d?; 
c’est en effet ce qui résulte immédiatement de la substitution. ......... 
sin © — sin 6 sin @. 


De là on voit qu’on a généralement 


do cos’ w COR G do vas 
V/(sin6— sine) cos" V/(sin*é — sin° «) ? 


ces deux intégrales étant prises entre les limites © —0, w — 6€. 


CASE XIV. 
cos” y 
1 — sin*y sin* ? 


deux formules générales comprises dans cette case. 


253. Il suffit de la substitution cos° © = , pour obtenir les 


(*) Cette formule a été démontrée art. 148, mais on y HOT directement en faisant 

I di ; : 
tang®—T cot Ÿ, car alors fe a pour tranformée — er = fdyam (Ÿ); or cette. 
dernière D LE devant être prise depuis Ÿ —=;7 ie Lo, est la même que 


d@A®"—1(@) prise depuis p—0 jusqu’à ® —=}+7 
Fe. n P PR 6 
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Les intégrales en @ s'étendent jusqu’à ® = ;7; ainsi elles s’exprimeront 
toutes par les trois fonctions complètes F' (c), E: (c), I" (— e* sin*6, c). 
Cette dernière peut d’ailleurs s'exprimer en fonctions de la première et de 
la deuxième espèce , au moyen de la formule du n° is , qui donne 


D 6e AND) RTE )+ RESTE CE, EE" (ec) (c,€)]. 
Sionay—=}7, ce qu donne 
É—a, P—cosw, Q— (1 — cos"« cosæ), 


les formules précédentes ne peuvent avoir lieu, parce que la valeur de cos*æ 
ne peut plus être PUS par la RASE supposée. Alors on a linté- 


grale 
Ter — du cos"! © { d— À , 
V(1—cos®« cos* » )? ET 


dans laquelle faisant sin @ = tang & tang® , on obtient la transformée 


qe La [£ me) { ® = 0, 
7 cos"! À ços@ À cos’ \ P—IT—%4. 
2: : AU ( : 
Cette intégrale ne dépend en général que, dela transcendante fe Le qui, 
cos ® 


I COS & 
dans les limites données , se réduit à LS), ou à log cot + « 


CASE XV. 


254. I] s’agit de faire voir que les quatre intégrales désignées par T, V, 
T', V', peuvent être transformées en quatre autres d’une forme plus sim- 
ple, et qui ne contiennent qu'un radical. 

Pour cet.effet, substituons d’abord, au lieu de w, la suite........... 
tang © — + tangŸ © + + tangw — etc., on aura la première de ces intégrales 


T= /pg G tang à — + tan? « + etc.). 


È 5 sin , 
Soit ensuite tang © — tang y cos ê Ci , On aura la transformée 
siné 


SE fs RE + tang*y cos* { + x tangfy cost { — etc.) 


TT sin. 6 A 


Supposons qu'on ait déterminé généralement, pour une valeur quelconque 
de m, l'intégrale 


z=f< QE _ 7 cos? Ê + — AE EN 
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si dans cette intégrale on, fait 7 EE tang 7, et que Z se change en Z’, on 


LA 


aura alors T = — ; ainsi tout se réduit à trouver la valeur de Z. Or 


sin6 tang°y 
en différenciant par rappôrt à m,ona 


az, dé cos ê n Det m°de cos & 
Te = [<< (m® — mt cos’ £ + m° cos ai) (RE os OA 
Soit ec sin { — sin Ÿ , ce qui donne A= cos 4, on aura 
dZ mm? | d+ 


dm c C1 + m2) ous Ÿ + 23 PE sin + 


Avant d'aller plus loin , j'observe.que la valeur de #2 quil faudra substi- 


2 2 


b 
tuer après les intégrations étant tangy, la quantité 1 — —— ést toujours 


positive. Soit donc 
b?m° 
c? 
1 + 7m 
RER RS un Chers die 0 fi 
m  c(t1+m*) J cos Ÿ + n° sin* 4 ? 
d’où l’on tire en effectuant l'intégration , 
da y 
‘dm = Fe D) 


Les limites de ( étantoet 17, celles de tang 4 sont o et; , faisant donc 


I — 


= 


et on aura 


arc tang (#tang À ). 


11C . 
FT tahg ® , On aura 


m° dim 
TA (1 + mm) ‘x 


x : , b qe 1e 
Mais puisqu'on a 2 = = tang @, on déduit de là, 


dZ 


AU de ” (e?,=.sin* @). 
Ainsi en substituant la due, de 77 en P, on aura 
L = — À Jode V (6*—sine p). 


Cette intégrale doit être prise depuis la: valeur dé @ qui donne m = 0, 
jusqu’à dei qui donne m = tang y: das le premier cas on a @ = À, et 
dans le second @ = ; et parce que À ést © 8, il convient de Fa 2 
sous la forme | | 


304 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


Z= > fodp/(c°—sin"e) : 
et l'intégrale devra être prise depuis ® = 0, jusqu’à 9 = À. 
De là résulte l'intégrale cherchée 


a. À __ siné a | g—=06, 
DES fodg v'(sinA — sin° ®) ; Fer 


sin? a sin°» y 


c’est la première formule de la case XV. La seconde, qui donne la valeur 
de V, se démontrera d’une manière semblable. 

255. Pour démontrer les formules qui concernent les deux intégrales 
T', V’, il faudra substituer au lieu de Q sa valeur développée en série , la- 
quelle est sin © ++ + sinÿ æ + + sin$ © + etc. Du reste , le calcul sera entiè- 
remeut semblable à celui dont nous avons donné le détail dans l’arücle pré- 
cédent. 

Si on fait sin® = sin À sin et sin A = c, les valeurs trouvées pour : 
T + T'et V + V' prendront celte forme 


T+HT— # sin 6 sin° à dY cos’ Ÿ 
7 2sin°æ sin*y / y/(1— c’sin° |) ? 


C) di 
Le tas 2 sin6 J (1 — c sin) ? ï 


où les intégrales doivent être prises depuis À = & jusqu’à 4 = :7. On 
obtient ainsi pour les valeurs de ces intégrales, des expressions en fonc- 
tions elliptiques qui se transforment comme dans l’art. 238, et donnent les 
résultats consignés dans la table. 

256. Ces mêmes résultats peuvent être obtenus d’une manière plus directe. 
Considérons pour cet effet la double intégrale 


Lise Se nn P) 
= à Tr COS? y sin° a) 


dans laquelle les variables ont pour limites o et 27. 
Si on exécute les intégrations d’abord par rapport à g, ensuite par rap- 


port à p, et qu’on fasse c — A on aura pour résultat 


SRE AL 7 COS æ sin 6 E(c, e)] 


2sin° œ TS « sin? y 


D FA sin°y — Bcos y] F(e, 6). 


2 sin G. sin? 


Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, et ‘soit 
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cosp= x, nous aurons d’abord à intégrer la différentielle 


(A EBrt)dr 
on x me (1 — x)? 


où l’on a ms = I DE + cost sin°g. Il faut pour cela distinguer deux cas, 


selon que "2 est-plus grand. ou plus pet que Punité, Oui je remarque que 


sin 
depuis sin 9=0 jusqu’à sin g = Tes la valeur de m est plus grande que 


21 
a 


l'unité. et qu’on peut fire Mm=—=-——;: mais depuis sin 4 = + 
2 q P TT cos © ? P : AMEN in © 
smg=1,0n a m<1, et 1l faut faire m—cose. 


I cos” g 


SOLSUTte ie 


cos? sim? n 
COs°? © — cos’ œ de 7 fE on aura 


d, B 
dP — = Cos* © pre QE Ba ) 

| 1 — x° sin” w 
Intégrant depuis x = 0 jusqu’à x = 1, et appelant P’ cette première partie 
de la valeur de P, on aura 

| P'= — B cot°o + (A sin°œ + B) Q col’«. 

Il ne restera plus qu’à trouver là partie de Pintégrale Z, désignée sembla- 
blement par Z’, dont la valeur est /'P'dg. On substituera pour cet effet 


la valeur de dg en fonction de w, et on trouvera, d’après les dénomina- 
tions de la table, 


Z'= A cosa. V’+B cosæ.T!. 


3 + cos . 
DO; 12°. MU ZE COS" ED —= rs —+ cosy sin? g, on aura 


ap CA + Ba) dr 


cos? & + x° sin’? 


et l'intégrale de cette quantité, prise depuis x=—0 jusqu'à x=—1, donne 
pour la seconde partie de la valeur de P, 


1 — 


— B cot? ©) ———— 


T— sin P) sin © COS &° 


De là résulte la seconde partie de la valeur de Z, Z'=f P'dq, dans laquelle 
substituant la valeur de dg en fonction de w, on trouve 


Z'= A cosa.V+B cosa.T, 


donc enfin la valeur totale de Z est 


Z= A cosa(V+V')+B cosa(T+1). 
gps 1 39 
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Comparant entre elles les deux valeurs de Z, on en tire les deux formules 
données dans la table pour exprimer les valeurs de. TT’ et V + V’. 
Le cas de y — «&, où l’on a cos 6 = cos* æ, mérite d’être remarqué, 
parce qu’alors les quatre intégrales T, T’,.V, V', sont prises entre les mêmes 
limites © —0, © —&«. Il conduit aux formules rapportées dans la table. 
Enfin, d-tasidety cat où l’on a 6— 2 à dal à T, RER =i7—04, 
donne ces valeurs irès simples de T et T', 


T= —— fpdp.cos®,. T'= 


sin* & 


— f(17— 0) d? cos?, 


sin“ æ 
où les intégrales doivent être prises depuis p—i7—«4 jusqu'à ®=257. 
Or en général on a 

fpd? cos ® — @ sin ® + cos ® + const., 

[C7 — @)dp cos®=(17x—p)sinp— cosp + const. 
Donc entre les deux limites désignées, la première de ces intégrales 


—=+7(1—cosa)—+ a cosæ —sinæ, et la seconde = sin a — æ cosa, De 
là résultent les deux formules 


f: (1 — « cot) do RTS dupe EL { v==0; 

sin® f/ (1— cos # cos” @) 1 + cosæ sinæ  ? aix. 
(Q— sinv ) do cosw 1 — a COtæ 49; 

sin* w 4/(sin*æ — sin ) Sinæ ? { © = &. 


où lon doit remarquer que la première de ces intégrales est prise depuis 
® —=0 jusqu'à w —}+7, et la seconde depuis © —o jusqu'à w—=«. 

Ces deux résultats peuvent se vérifier par l'intégration directe. En effet, 
on a indéfiniment 


f: (1—wcoto) do __ w VI — cos” cos’) 
sino /(1— costæ cos? ) sin’ æ sin & ù 
cos 
+ TT arc sin (cos © cos æ) EC! 


sin’ 


Prenant celte intégrale depuis © = 0 jusqu’à © — +7, elle se réduit à 


27 LA œCOtæ—1 
1 + cosæ sinæ 
On à de même en général 
f° (QG —sine)decosw _Ay(sin OS & a 
sin’ 4/ (sin — sin ) 7 sipasine 6.008 (ose 


I — 2 Coke 


ma 


Prenant cette intégrale depuis #—0 jusqu’à w=&, elle se réduit à 


comme on le trouve à la fin de la case XV. 
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CASE XYL | 


257. Par les formules des cases F, IE, IV, V et VE, on peut connaître 


fi LU] 

qi 205" © Sn'o, quels que soient les 
nombres entiers m2 et 7, positifs ou négatifs, pourvu que mn soit 
pair. Les formules de la case XVI donneront la valeur de cette intégrale 
lorsque m + n sera impair. 


Soit pour cet effet sin*w=—sin’aæ sin" + sin°6 cos"®=—sin 6 (1— c* sin n°®), 


en général là valeur de l'intégrale 


: sin? æ 
et IS, On aura en général 


du cos & sin" ® + on; à 
à MINE ul —= Sin Ef'a do. 


Cette intégrale devra être prise depuis 9 —0 jusqu'a 9—2}7; ainsi elle 
ne dépendra en général que des deux fonctions complètes F'(c), E'(c). Il 
en sera de même de l’intégrale générale 


do Cos © = I ” de. AS — [Ar d@ 
MN sin” w sin?+16} A2%+1 sin 6 ne ? 


et ainsi on a, quel que soit x, 


da cos « I da Cos« sin?" © 
MN sm”"o  sinzsin"0 MN 


Par la même substitution on trouve en général 


I do 
rer cosy — Siné cos "0 (1 + © tang’ 6 sin 20)" A? 


intégrale qui, étant réduite d’après la formule fe de la case VI, pourra 


Rat 
toujours s'exprimer par les trois fonctions complètes F'(c), E'(c), 
Il! (c*tang’ 6, c); et cette dernière, comme on sait, peut être exprimée en 
fonctions de la première et de la deuxième espèce, par la formule du n° 107. 
Les trois autres formules générales de la case XVI, se déduisent des trois 
précédentes en mettant 17 —6 et 17— a à la place de « et 6. 


39. 
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TABLE GÉNÉRALE DES FORMULES. 


CASE I. | | M = y sin° w — sin°«), 
N = (sin 6—sinw), 


Dénominations , : 
dé sin°6 — sin? + 


sin°6 
Limites des intégrales { ee #7 
« —=,6 
du cosæsin® _ , 
ET RMNTE NT AS 
da cos o sin? ; 4 
<= 2 Gsinte + 16int€), 
da cosw sin r/1.3 . L : or 
= Gsinte hi sinte, Lsint6 + sine), 
et en général, 
du cos e sin%#to {| + | p=0 
Era — ff d, 2 2 in26 sin? n im. LE ei 
F MNT f'do(sin?æ cos’ ® + sin°6 sin 9) L Lim { Er 


ou, en effectuant l'intégration, 


*__anr d É = 
RE = sin (int Rp. — ete. ) 


du COS © T 
MN sine  2sinæsint? 
do Cos & T 


=: rase (2 sine 4; sine), 


MN sin  2sin°æsin 


et en général, 


do COS w | I do cos © sin°"+' 
MN sin%+'o 7 sin+#'#sin#16 MN ? 16} °9 
CASE Il. , { Mêmes dénominations et limites que dans Ja case 1. 
cos? &# — cos?6 
De plus, À — F2 


COS? # 


do sin & COS& : 
FMENON ARE 7 


de sinw cos’« T 
[= eue = 2 ( 2 0086 + cost), 
2 
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da sinwcos’s __r/f1.3 à 13 
Es 1 2 a} 2 1 
FR = 7 LR 6. cos" æ + — costa }, 


MN 2. 4 


et en général, 


do sin o cos’ "*'© + NN 1 1.3 
LR = costa (r —nh “2 —- : et Es es etc. ) 


do sin F 
MN cosæ 2 cos 6 cos «#”? 
do sin « T 


1 2 1 2 
den en one german (US ide 2 COS" 0 
MN cos’ w 2 cos°6 cos’ x G ps ); 


et en général, 


* dwsin« I do sin w cos*"+! # 
MN cos"T'o  cos’#+6 cos'+l# MN 


CASE III. Mèêmes dénominations et limites que dans les cases [ et II, 


Am — MNdo cos w 
sin°"+1 w ? 
CE ÉRARE . 
FEU (sin£ — sine }?, 
A2 x (sin6— sin )* 
PL A sine sine}, 1$° 
4 7(sin°6— sine)" 
Ce 6 sine isin 6 a)? 
æ(sin6—sin?æ)? ,. À 
LC PRET PE UNE FT ME 
et en général, 
4 rk?sin6 ( m2, TR TE n—3 ,, 12370" ) 
= (5 ——k. ————— À. -—— — etc 
4 sin? \ 4 1 4.6 12 4.6 8 
par — MNdw sinw 
PRÉ cos®"Tlæ ? 


B° — © (cosa—- cos£)", 
Â 
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T(cos ae — cos 6 )° 


B? — 


Æ 2? 
4 cosæ cos & 


æ (cos’« — cos? 6 )? 


B{ ef nn 70 > = 
16 cos°« cos°6 


? 


et en général, 


on TA Cosæ fi Nn—2, 1.3 ,n—2.n—3,, 1.3.5 
: 7 4cos""—6 Fu L RATE Re 1.2 Le E — ete ) 


— C1 = [ MNdo cos a sin" w 
æ (sin6 — sine) 


Les 
4 sine siné 


2 


alt= 7 (sin6 — sin), 


L; NM à 
Cf as (sin°6—sin°x})", 


C2"— sin?" 14 sin?" las à A2. 


MNdo 


cos & sin?"*1 ©? 


D°1 — 


Dee [r— cos (É— #)],- 
rsin® (6 — «) 


AE 4 sinæesiné ? 
Df— D? + Af, 


- 


Di Dire + Au, 


Lee (NE MNda 
| T7} simo cos*"+? # 


K° = = C1— cos (6—«)], 
7 Sin (6— «) 


te 
4 cos æ cos6 ? 


K°— K:47: Es. B?°*. 
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x MNdo sin?» 
H pe A —— — , 


COS & 
H= = [1 — 005 (6 —1«)], 
H° =" (cosæ — cos$ }?, 


Hé = H°— Cf, 


H2:— H2:—2 Es C2". 


CASE IV. M et N comme dans la case I. 


Limites des intégrales, idem. 


le auxiliaire tel 2h 
y angle auxiliaire tel que cosy = © PS 
Dénominations. MST à sin y 
h sin 6 
; _tang « 
Son complément b RSI 
A= /(1—c°sin). 
do 
MN  cose TT F°(e); 
F: ONTA 
Jar sin? ® cos HAE) ape Fe E (c), 
Le SUR I do d Gun { P—=0O, 
MN sin‘ = —7/26+s os es 


? s d à x 
Connaissant les deux premiers termes # . = F'(c), fAdp = E'(c), on connaîtra 
en général l'intégrale fA°"#1 do par la formule 


[art de = -- 7 ES de — (= 


er 


— =) & SAM de. 


- Mèmes dénominations que dans la case IV. 


CASE V. LÉ 
do 
MN — COS & RE F°(c), 
inS 
do I Ce) + sin E: (c), 


— = ————— F — — 
MN cos’ w cos « sin6 COS COS 
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do 1 dg , x lo _fP=0, 
— = (1 + A’ tang*6) 5 p=iT. 


MNcos”"o  cosæsiné 
Ces formules se développent comme celles de la case précédente, et on peut les 


exprimer toutes par les deux fonctions complètes F'(c), E' > 


Mèêmes dénominations que dans la-case Er 


CASE VL. 


do I : 
MN cosesiné UE 


do sin? « sin? & 
fr = ———, H'(— 6 cos" æ,c) — 
LE 


ne FH EF (GS) PE (6). | 


MN cosæsineé 
do sin w sin’ # : ! 
——_—2— = ————, (1 + sine + sin°6) D'(—c? cos°#, c) 

MN 2 cosæ sin 6 EL ) L 

siné sin? 
en al Air F: (c) un 
2 COS 


a E'(c), 


Pi cn hd { ETAT 
A(1—0c° cos°«sin°®)" t'PESS 


do sin" o sin?" 
=D, on aura en 0 la formule 


MN cosæsiné 
Pour effectuer les réductions, soit 1 + 7 sin°@ 


21m — 3 
(a+ 1)}(a+c) EE 0 + an (1 + c°) + 3c°] _— 


(2 NN G+ne +36) [RE 


DIT r— 2 
2m—5 d 

+ —— PART 
DIN — 2 Ars» 


Ainsi en partant des trois premiers termes connus, où l’ona n—— c*cos"«, 
Dd | | 
f=C+9rFo-F ro 


f?=r0, 
[= “43 be 


on déterminera sénétalehent l'intégrale [5 


— prise entre les limites P=0, PET. 


© COROLLAIRES. 
sin? # ! | sin? & 
pra À 2 2 1 
——, — © COS œ,C)— ———— F(c 
[Re 7 cosæsiné es 73 cos « sin @); 


faé=r G)E(c, 6) —E'(c)F(c,€), 
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LÉ do sinæ 23 pÇH SE : { = 0, 
Var Fi à 1—sin6) ?. n CeuD € | uw —=C. 
do sin°« 1 + sin°6 1Hsins ati 
TNT JET ere. — } sine. 
V'(sin*6—sin°«) — siné 
cos 6 
Les deux dernières se vérifiqn par l'intégration directe en faisant cos = = ne 
CASE VII. | Mêmes dénominations que dans la case IV. 
ado T 
= = —————, 6 
MN — 2cosasine ACT 
CT r(sinaæ—sinC) æ COS & 
MN sin° w 2 sin°e siné 2 COSæ Tan CARE Pa 2 sin° sinC E (e, 6), 
adw (sin — sinæ)* +2 sin®# + sin°6 + sin°# sin°€ de 
MN sinto 12 sinesin 6 | 3: sin’ sin°C MN sin: w 


, 1—sin? es sin°6 Pod 
4 sin°« sin°6 MN: 


, on aura cette formule de 


on, 


En général, si on désigne par 2°" l'intégrale re MN sn 
réduction: 
(2n + 1) sin° & sin à CZ an+2 — 27 ( sin’e + sin’ 6 + sin’ sin°6) 2: 
— (2n—1)(1 + sine + sin°6) Z7—2 
+ (on — 2) 274 — A7, 


; : MNdo cos « 
A°" étant l'intégrale [= Fe , dont la valeur est donnée dans la case LIT. 
P ex sin 
COROLLAIRES. 
(1 — w coto) do cosw "7 m cos* 6 ( + sin 6 à — 0; 
sin HAN sine) — AE 7 Bsin*6 1—sin6/” a = €. 
PE 
œ —  COËW) — 3 À { ‘4 
sin’ Ed da —= 2. 
wda COS & © — & 
7 = (1 — lang ; x). { 1e 
sin*o4/(sino—sin*z)  2sina o— }7 


CASE VIT. Mèmes dénominations que dans la case IV. 


« do 4 7 
MN 7 2 cosæsinC 


F(c; €), 


7 Sins 


| _ m(c056— cos æ) 9 L 
Ve COS 2 C0S°æ COSG T 2 en Fc 6) de Miéter 2 cos # cos’ ACAYE 
Ter é 
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ode  __m(cosæ—cos6)*  , cosæ 4 Cos"C + cos’ a cos Cf ado … À 
MN cost 12 cos’æ cos’ 6 Fa cos” # cos’ 6 MAN cos° » 
, 1æ+ costa + C056 fade ie +} , 
A cos’a cos € J MN' 


En général, si on désigne par U°” l'intégrale RE DIN coma? °n aura SE formule 


22 y 
de réduction : 
(an + 1) cos’ a cos’ 6. U+2— 97 ( cos & + cos C + cos’ a cos’ 6) U*" 
— (2n — 1) (1 + cos" « + cos 6) U*7? 
+ (2n—2) Uri + B7, 
MN do sin w 


B°" étant l’intégrale Î SRE TT D dont la valeur est donnée dans la case IT: 


COROLLAIRES, 


+ «du LL 1 + siné 

sinw (/(sm°6 —sin*w)  4siné Que & 10; 
f odow sin « __T(1—cos6) { 

C 


os o V/(sin°C — sin’) 2çosC ‘ 


CASE IX. Mèmes dénominations que dans la case IV. 


oda T 
MN 2cosesiné F4e; 6} 


ado sin° « T æ cos’C 
MN _ 2cosasinC AT +) 2 2 Cos « sin 6 
a Gsm AE 
Li ds 
TES w =? (sin? Erin a) 7: É SR JA (c,6)— Zeosasiné E(c,€) 
(1 + sin°6sin’a) n(—sin°y, ©, 6) 


H(— sin, c, 6) 


æ COs* 6 
4 cose simG 


—? (1 + sin°6 + sin°æ) (1 + sin°6— sine). 


d. on 
En général soit V? — =f* mnesiberr re —, on aura la formule de réduction : 
on V?+2=—(2n—1)(1+sin di V25— (on — 2)(sin°«+-sin 6 sin"æesin®6) V2"? 
+ (22 — 3) sin° a sin°6 V2—4— C2, 6 | 
C?? étant Pintégrale / MNdo cosw sin", dont la valeur est donnée dans la case III. 


Nota. La fonction 1(—sin°y, c, 6) et la fonction (== c*cos*e, e, 6), qui 
entre pour sa valeur complèté dans les formules de la case VI, ont entre elles la 
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relation suivante ) tirée de la formule de Particle 55, 
sin’ II (— c°cos®æ, c, C) + CSC (== sin C6) 


LS sin? y COSæ 1 + sin?6 — sin nt) ; 
nee Jin 7 2simé L'\ ADS TES a 
| COROLLAIRES. 
N sera æ cos°6 sn 
Ji «do = rt sin? ÉMETTT TES sin?y, €, 6) 
# cos” G 
7 2 côse sinC HS D 
M des tord à" 1 7 cos” 6 ” 20 (u 
[= ado TAEAE L(1 + sin 6 — sin? &) — ee ae 0; 6) 
cos 
+ Er 6, 
œdu sin « LU ÿ: . f ® 0; 
ACTE AE a cos 6 Loc. 


1 ur f RO L'(pain6) +7 G—sin6) PC —sin®), 
[de sin © V/( sin°6 — sin°w ) = É sin? 6 Rs 2( 5) » 
fe shoes = 7 (1+sin° €) LE z—gsine, 


sin?6 — sin sno) 


wda COS w fox, 
=2T 1 + cos 
Pres o— sin) DEA me tr | . CERTES 
odw COS&  , CEUX 
—_———— =, ÉY 
É sin © < { CET 


CASE X. \ M et N comme ci-dessus, 
do ar ne + sin @ & 


L Er € (pla 
Dénominations. [È À TL Kin » 


si 
module c — À 
sin 6 


‘Limites des intég. o=a, ec. 


Qdw cos® 
IN me (00) 
Qdw COso Pa T 
MN sin° FT 2sinæsiné TI 2, sin*æ sin 6 GÊ}S 2 sin°æ Re En 
À re sin 2 44 sin°€ COdw cosw I Qducosw rsin°(C— x) 


MN sintw : Ÿ" sin?æsin?6 } MNsin’  3sin°asin°£ MN 12sin°æsin*é 


AO". 
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PJ » LA 0 Qd. OS , | 
En général, soit P? — ie , On aura | cette rule de réduction: 
(an + 1) sin°z sin°€. Pn+3 0 (sin?« L'sin°€) P#r— (on — 1) P — D”, 
; FA MN. 
D°" étant l'intégrale [ ——""— , dont la valeur est donnée dans la case III. 
cos & sin*"+} & 
COROLLAIRES. 
Qdw cos N mé in?6 — sin? c 
f- cs s'N'Erun 7(sin sin a) FC 7 Sin E(c, ©), 
sin°« M 2sinx . 2sin* + sinG 2 sin°æ 
Qdo cosw M 7 Sin & ? 
leur Que 22: vor Mach 2" À à & 
[ sin” ® N 2 sinC je 2 ne E(cr6}s 
Qdo Lee ST) | { BE 
ee ni” FREE o = zx. 
IE V/(sin?o + sin? #) —- re TETE ; : | 
sin° w PAGE" ï 2 V0) ! 
f. Qdo cos © NX, Cr | Sad il (00; 
sin & (/(sin°6—sin*æ) 2° sin C? 4 { m6: + 
(Q — sin ©) do coso à 
sin w Vin sine) — A PTIT (a ( sin € cos). | 
Jane 7° Là { à, 0 5 
sine 4° ÿ j'a © d— 3%. 
[CE ——— hrs; à = | p. »'20f : K 
sind | rat | F 
CASE XI. + Mêmes dénominations que dans la case précédente. 
Qdo COS & F(c, € 
7 MN 2 Re ) 
Qda cos w s 
FR = 2 (x — ose Gil) + Tsiné F(c,6)—%siné E(c,€), 
Qdo cos « sint Qdw cosw sin°w 
== — 7 (cosæ — cos6)* +5 (sin? #+sint9) [= MOTTE Mrs 
LE COS & 
— à sin° & sin°6 : 
aa” : + L4 Qdo co us 
En général, si on désigne par Q°" l'intégrale f- Re Lire - ; on aura ‘cette on 


mule de réduction : | 
(an +1 Q"F = on (sin° ra sin’ 6) Shan Eee 1) sin?# sac Queen) 


MNdo sin! 4 


H°* étant l'intégrale f- __ Man la valeur est donnéé dans la case HIT. 
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COROLLAIRES, 


IEZ PE D (1— cos x cos6) += inc E(c, 6), 


- 7 (sin? 6 — sin? x) COR ED es 
fods cosa À <= - = (1— 00540056) + CPR F(c, €) mm sin6 E(c, €), 
pere cos & T ® —O, 
Vie MER be QT { » — € 
Qdo cos? à CP: : 
a ———_—— = 3 'EHt 
V/(sin*® w — sin* a) 2 + e TONNES 
Ado 1/(sin? & — sin° dE cos” æ F'(sinæ) — : E' (sina), { LE 2? 
dd = à 
[ Qdo n° sin? &\ _7 fs A 
V (sin © — sin sin°«) Pt sine AC 42 de he: 
CASE XII. Mèmes dénominations que dans la case X. 


Qdo COS © 
IN ue FC €), 


ms I (— sin°æ, c, 6) + 


MN €0s 0 Ta Rec & cos PRE LG —Htang’é + tang'#), 
Qdw  __ r(sin"acos"6 + sin’ cos’æ) | cos*æ + cos’ 6 + cos?a cos’ Qdo 
MNcose 8 cos a cos 6 gr 2 cos? æ cos? 6 MN cos & 

rsin6 


a Sn nt ETE ,6)— E{c;-6} 


4 smé6 cos°« 4 cos? x cos’ C 


È à ART Qdo 
En général, si on désigne par T°"+' l'intégrale f° IN cor a On aura cette for- 


mule de réduction : 


an cos’ & cos 6 T27+1 — (97 — 1) (cos®æ + cos? 6 — cos? & cos’ 6) T?7—1 
lo (on—2)(1+ costa + cos 6) T5 (an —3) TS Ep, 


d , | : 
B°* étant l’intégrale A haie dont la valeur est donnée dans la case IT. 
COROLLAIRES. 
f …. Qda sin © “yet Te (= ) { #4= 0; 
Cos& V (sin: 6 —sin° a)” T acose % \cosc/? nu ee 


[= Qdw sin° w _Fsin pen T7 2 1 ) 
cos’ a (/(sin°6 — sin°o):° T Bcose 4 cos’é cos C7” 
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CASE XIII. P = 4/(cos® — cosy), 
Q= (1 — cos « cos’ o ), 


FE... cos6 — cosæ cosy, 


Dénominat. { 


tangô —siny cotæ, cosÛ ae g— 287 
nt 4 — otæ,c = ——— 
Angles auxiliaires. 5 Y ê sin 6? tang €? 
tan £ sin tang & 
À tang a — "57, sin = ——+, É 
sin æ sin 6 tang 6 


Limites des intégrales... w—0, 4 —#. 


da sin w cos® ) 
fi PQ 7 cos æ? 

do sin « cos’o © 1 + cos?C i sina 5iny 
il PQ =( 2 COS & -) 7 2 cse ? 


et en général, 


do sinw cos "+'o x : Ÿ=0, 
[<< = ne — fd (1 — sin°6 cos} }”. by 


Toutes ces intégrales s'expriment au moyen de langle 8; toutes les suivantes s’ex- 
priment au moyen de langle à. 


do sin « a REA 
PQ cosw cosy’ 
do sin ls sin & siny 
PQ cos  \ 26cosy 2 COS y ? 
et en général, 
asia [de (1 — sin°6 sin°@}". { 6m 
PQ cos®"+1 & = FRA, 


De cette dernière formule on déduit les deux suivantes, en faisant c==sin€ et 
V1 — c sin°®)—= A 


* da sin æ_ "1 far de, : P=0,. 
PQ cos’ w Fe p = A. 
do sin cos’"« de. 
TpQ Te cosy | 
COROLLAIRES. 
du a de w 0; Ds; 
cos 0 (sin © — sine) — ne cos” € | a =6, P—= 37. 
do cos*" » [_%_ d@ 
nf == fans 
V/Csin° C— sin’) mn 2 4 PA an fa de, 


da sin & | | | dd =0 
16, À ? 
Î PQ (re) er” 
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da sinw __ 1 


L nier Re A 
PQ cos» cosy AT: 
[= sin & COS” © Ge E (c __ sine siny 
PQ cosæ |? cos’æ ? 
do 
V(siny—sine) | Gsimy); 
do 
—_——— — —————— 1 
cos*o /(sin®y— sin 3) cos’ y FRA; 
do cos? w 


Vin y — sine) == 4 À. (sin y). 


CASE XIV. Dénominations et limites comme dans la case précédente. 


sin 
Module c — à 
sin 


do 


PQ — sin me En 
do. _ cos" « Les 
PQ cosiw sine ” (e), 
et en général, 
do I * é k D=0" 
PQ cos" » T sine cos” = f* Se A ot { = 17. 


intégrale qui pourra toujours s'exprimer au moyen des deux fonctiôns compiètes 


F'(c), E' (c). 
De la même formule on tire 


da cos w cosy 
—— = — '(—sin?y,c 
PQ sin € ( #6); 


et en général, 
da cos’ æ __ cos”"7 - d@ { ® 
PQ sin6 J A(1—sin’ysin’®)"? 
intégrale qu’il sera toujours possible d'exprimer au moyen des trois fonctions com- 
plètes F'(c), E'(c), 1n1'(—sin°*y, c). D'ailleurs puisque sin*y— c’ sin°€, la 
troisième fonction se réduit aux fonctions de la première et de la deuxième 
espèce, par la formule du n° 116, qui donne 


n'(—sinty, c) = F(é) 4 snse CPGE (e, €)—E'(c) Fe, €) 


(SE 
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CASE XV. Mèêmes dénominations que dans la case XIII. 


: 


Intégrales T et V prises entre les limites &—0, # — 7. 
als (1 — « coto) du cotw 
 J V/(sin°y — sin). (1 — cos*a cos’ w) 
Y ef oo 
 J V{(siny — sin). 4/(1 — cos’ a cos’ « )" 
Intégrales T’ et V’ prises entre les limites # —0, » = «. 
(Q— sine) do cos« 


“A 


sin’of/(sin*æ— sin°o ).[/(1 — cos’y cos’) ? 
v'— Qdw cos « 


ti V/(sin° æ — sin *a). V/(1 — cos’y cos’o)" 

Ces quatre intégrales se réduisent aux suivantes, qui ont pour limites @ — 6, 
® = À: / 

iné 

—— fode /(sin?a— sin’), 


7 sin*æsin’y 
Ti sin 6 ï dique A 
AÈTE sin” æ ns CE @) dg V/(sin*à — sin°@), 
D TS EE TOR | 
HUbSin te V/(sin?à — sin°@)’ 
LEA NU pe ral" 


7 sinC) V{(sin°a —sin°@) 


11 résulte de ces expressions les deux formules : 


in 
TE Sp sine Loin 99, 


2 sin°æ sin° y 


ie +V ete DER ne ee? 


lesquelles peuvent être exprimées en fonctions elliptiques dont le module. ... 


/ 


k sin y 5 ; 
c—=sna—=-—,, de la manière Lu 
sin 6 


7 COS « 
2sin° « ? 


T+T— r sim: EG es _ COS’ y F(C, €) — 


2 sin°æ sin”; CS siné sin? 7 


VHErVRE 
| COROLLAIRES. 


Des st de T +'T" et VLv, , on aediite en faisant y—«*, et par suite, 


sin 


cos6 — cos? «, Ces les deux formules suivantes : 
sin 
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(w + 9 cos«) do au F(c, €) 
(cos? — cos). W/(1— cos*x cos») 2 dure , 
f. (Q — » cosw) da cos js rsiné E E(c, C) 
sin*of/( costs — cos’æ). 4/(1— cos®æ cos’ w)  2sintæ 


7 COS’ æ 7 COS @ 


— , 


ne Éyus 
2 sine sin6 F (e, ) 2 sin‘ a 


Des valeurs de T et T’ on déduit encore re deux formules 


J (1— w coto) do 27 Phare { “ —0, 
sino [/(1—cos*a cos’w) 1 cosæ smd ? DH — 37. 
(Q — sino) de cos __I—acote = 0, 
sin*o 4/(sin°æ— sine) —  sma À #4 CET 
.CASE XVI. M et N comme dans la case I. 


Dénominat +: ; 
C sin « sin 
Module = ( sec RTE b'= = 
4 sinC / ? sinÇ 
Limites des intégrales, w — «, « €. 


do COs® __ 1 


1 
MN sin er (c), 
té da cOsa Se sin CEA (c), 


MN 
datosæsin art", 3, sex ®—=0, 
LR — MR :6/ AT A0, { band) 
du cos « 
na 7 = E* (c), 
MN sin° Fe sin sin? æ re 
do coso y AE 
MNsin"® on A1 sine ne a Le Fix 
de 1 
ER 1 2 . 2 
MN cosw  sin6 cos’6 n'(c' tang'6, c), 
P 1 do { = 3 
MN cos’—16 sin cos’"6 J A(1<+ c* tang’6 sin°@})" P—=2À7x. 


Toutes ces intégrales peuvent s'exprimer par les trois fonctions complètes F' (c), 


E'(c), l'(c'tang"C, c). 


Si lon change dans ces formules sinæ en cos6; et sin6 en cosæ, ce qui donne 


| cos cos 6 , L k 
pour c et b les valeurs c — v (: — a b—= —— , ou, suivant les dénomi- 
cos* a cos # 


nations de la case IV, 6 —siny , b— cosy, on aura les trois formules générales 
qui suivent : 


À 2 + 41 
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da sin « cos°"« PO: 
——— = cos" '«fATdp, : 

MN | | P= Ir. 
do sine fav Am d9, 


MN cos" She 


LA de 
fe sin*"—/@ Cosasin*æ Fe + c cot'a sin*@)" 
Toutes ces intégrales peuvent donc encore s'exprimer par les trois fonctions com- 
| plètes F'(c), E!' (c), —1' (c° cot*as to). 


Addition au Chapitre XXII. 


258. On à vu dans Particle 46 que lorsque le paramètre z'de la fonc- 
tion proposée IT (7, 6 @) est négatif et-de la forme — 1+ "sin" 8, le para- 
mètre #° de la première transformée IT (n°, c°, @°) est positif, ainsi que tous 
les suivans 7%, n°%, etc. Cette circonstance ne nuit en rien au succès de la 
méthode dont Tobiet est de trouver une valeur approchée de Ja fonction 
[1 (7, c, @). Cependant il ne sera pas inutile de faire voir -comment., à par 
tir d’un paramètre donné x de la forme — 1 +- b* sin* , on peut exprimer 
successivement la fonction II (7, c, ®), par dés HE at semblables dont 
les paramètres sont de la même forme, et dont les modules se succèdent 
toujours dans l’ordre décroissant ©, c*, ee, etc. 

. I sin 
Nous avons déjà trouvé (art. 68) qu’en faisant-sin ® — us ,0na 


F(c,g)=(1+c)F (c, 4). On déduit de la même substitution... , ….. 
mL (1 + c°) dY 1 — €° sin°}\°2 

E (e,@) acc 1 + c° sin° ÿ 
(+ c°) E(c,®)—2E (c,NÀ) —0%F{(c, À) + V, 
20°A (c°,Ÿ) sin Ÿ cos Ÿ 


À 2 . 
où lon a V = 2 = 20° 
| EE APCE CP 20 sin cos ?. 


, ce qui donne la formule 


Ces formules ne différent pas essentiellement de celles que nous ‘avons 
données pour exprimer les fonctions F (c,@), E(e, ?) par lè moyen des 
fonctions F (c°, gj) EME @. On voit seulement ici que l'amplitude 9° 
de nos premières formules est remplacée par l'amplitude 4, et la relation 
entre ces deux variables se trouvera en éliminant @® des deux équations . . 
QG +c°) sim 


1+c° sin°Ÿ ? sin (29 —@°) = c° sin @° ,) Ce qui donne 


SN Q = #7 
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2 sin Ÿ cos V/(1=—— c°2sin° Ÿ) 

1 — sin Y + c°? sint Ÿ 2 j 
ou plus simplement tang + @° = tang Ÿ vi — c°2 sin? 4). Cest la formule 
ordinaire de duplication qui-satisfait à l’équation F (c°, @°) = 2F(c°, A). 

L’amplitude 4 a la propriété de croître continuellement avec l’ampli- 
tude ®, et de coïncider avec elle dans toutes les valeurs multiples de +7; 

-c’est pourquoi nous désignerons 4 par @,, suivant la notation de la seconde 
échelle, et par ce moyen on ne confondra pas @, avec l’amplitude g° de la 
première échelle, laquelle croît suivant une autre loi. 


tang p°=—= 


à : : : 1—c°) sine, 
Nous remarquerons d’ailleurs que de l'équation sin ® = LA PEBPe en 


1+ 0° sin° . ? 
déduit | 
(1 + b) sin ? 


RTE y Gin) 


Ainsi on pourra prolonger à volonté la suite des amplitudes @, @., @, etc., 
après avoir préalablement calculé suivant les formules ordinaires , la suite 
“a modules décroissans ce, €, c®, elc., et celle de leurs complémens 6, 
NDS CC: 
aa Si on applique maintenant la même substitution à la fonction de 


e. à! e 1 I d@ a £ 
troisième espèce [(n,c, p)= f: Trio ‘a ON aura là transformée 


7 DA ie A (+ sin po) 
LU À * (a Hcsin @.) + n (1 + c°)° sin° @, ? 
et on voit que le développement de cette formule produira deux fonctions 
de troisième espèce que nous désignerons par I (7, c°, @.), I (m., c°, @.), 
et dont les paramètres 2,, M, se détermineront par les équations 


Rom = 2©+n(i+c), 


nm, = C%: 


Soit donc 2 = — 1 + 0° sin*@; si on fait en même Lemps Z%—=— 1 
+ b% sin°à et m=—1+ 0% sin, on déduira des équations précédentes 


sn = 2(1—+b sin 0) + + cos8 y/(1 — b° sin* 8), 
sinu= (1 bsin" 8) — + cos 8 y/(1 — 8 sin* 8); 


d’où lon voit que les angles À et 2 sont toujours réels et qu'ils satisfont à 
la condition 1 =c° tang À tang uw, ou F(4°, A) + F (8°, u) = F'4. On pourra 


donc exprimer la fonction [I (7, ce, @) par deux autres fonctions de la même 


As + 
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espèce rapportées au module c°, et dont les paramètres »,, m, sont de la 
même forme que le paramètre 7. Maïs comme ces paramètres 7,, m, satis- 
font à la condition rm, = c*, les deux fonctions Ronan se: réduire à 


une seule. | dtbétineronit éiets 
En effet par la formule du n° 49,;ona, en Ra pour abréger.… ste 


(1— c°) sinftang S Po { 
tang No PES VE SEE , ui 
fe: 1 — c°* sin Po ŸY 
A (1H ns sin@) (1 Abe sin? FD ee c°) sing? 


prenant donc à volonté le coefficient k, on aura la formule 


&(r +c) (He) dpe (1 +csin?@.)[1—# + (x + Æ) c sin LR 
(88) (1—c°) Ge) sn Vo + (1H n,sin’®.) (1 + mosin* @e) 
dans laquelle on peut faire rl du dénominateur le facteur....... 
1 + me, sin* @.. Il suffit pour cela de déterminer Æ par l'équation SA 0 
(r+k) © —=(1—#k)m,, ce qui donnera 


Rr2 A(,8) Aa 2 À 
k = bcosû VC): 
alors la formule précédente se réduit à cette forme très simple 
k À 
I (2, C; g) sn - Wir de + (1 + À) F(c, p)—2#(1 + c°) ll (re; Ga Po) 


Une équation semblable donnera l'expression de I{ry, c°, @.) par le moyen de 
(ne, c°, De), et ainsi successivement, jusqu’à ce que le module de la der- 
nière fonction soit assez petit pour qu’on puisse négliger son carré. Arrivé 
à ce terme la fonction IT (r,, c', @,)se réduira à = ie) arc 
tano[ /(i+mi)tang®]. On connaîtra donc la valeur de H (2, c, ®) avec un 
degré d’approximation qui a pour mesure le rapport de (c;)* à Punité, 
260. La pratique de cette méthode se réduit comme onvoit, à calculer 1°. la 
suite des modules décroissans c°,.c°*, etc., et celle de leurs complémens 4°, 
b®°, etc.; 2°. la suite des amplitudes ®., , ete, selon la formule qui a été 
donnée pour déduire @, de @3 3°. l’angle À qui détermine le. paramètre 
n,—=— 1#0%* sin" À, et les angles semblables qui déterminent les autres 
paramètres. Appelons par analogie 8, l’angle À. qui détermine le paramètre 
nr, comme l'angle 0 détermine le paramètre 7, la formule qui donne sin°A 
en fonction de sin 6 pourra se meltre sous la Far sin (20,4 8)=—2sin8, 
très propre au calcul trigonométrique, On voit par cette formule que 28, + 
sera toujours compris entre 180° et 270°; appelant donc « le plus petit 
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angle qui satisfait à Féquation: sin ae = b sin 8, on aura 28, + 0 = 180° + « ; 
on déterminera de même 0. par ô. et ainsi successivement. PERS 

Dans le cas des fonctions complètes on est dispensé du calcul des am- 
plitudes, puisque elles sont toutes égales à + 7. Alors la formule générale 
devient | 


Il' (n, c,®) = £ 7H (1H) F'c— 2% (1 + c°) 1 “ie c}. 


b sing 


et on en déduit toutes les autres. 

Nous remarquerons qu'on peut obtenir une seconde solution du même 
problème, en faisant disparaitre le facteur t + 7 sin° ®, au lieu du facteur 
1m, sin°@.. Il faut pour cela changer le signe de X, ou prendre. .... 
k=3@, 

D cosÿ 
M, et celle de 0, à la place dep, et on aura l’équation sin (28, D bsin4, 
pour calculer successivement les angles .. 00: etc., qui servent à ditutiin be 
les paramètres 2,, n,, etc. On Lohtibnarà ainsi une seconde formule générale 
de réduction entièrement semblable à la première et qui aurait É même 
usage. 


; on laissera subsister la, dénomination de 7, pour représenter 
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261. En vertu de la première échelle de modules toute fonction de pre- 
mière espèce F (c, ®), dont le module et Pamplitude sont donnés, peut être 
transformée en: une autre dont le module sera pris à volonté dans la suite 
infinie. ..c®%, c°, c, c', c''..., formée suivant une loi connue d’après le 
module primitif c. En vertu de la seconde échelle des modules, la même 
fonction peut être transformée semblablement , de sorte que son module soit 
un terme quelconque de la suite...c, ©, €, C,, ©, ... formée suivant 
une autre loi d’après le même modulé primitif e ; et nôus avons remarqué 
que ces deux suites ne peuvent avoir aucun autre terme commun. 

Imaginons que ces deux lignes de modules soient disposées à angles droits, 
leur point d’intersection étant le lieu du module primitif c ; et supposons 
que les différens termes de chaque suite soient placés à des intervalles égaux 
sur leur ligne respective. Si l’on considère un terme quelconque de la pre- 
mière ligne ( que nous supposerons horizontale ) par exemple c”, on pourra 
par le point correspondant faire passer une ligne verticale, dans laquelle 
on placera, toujours à des intervalles égaux, les différens termes de la série 


des modules calculée suivant là loi de la seconde échelle, d’après le module 
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primitif c'. Cette série pourra être désignée par. . .C'aos Ces Co €! cy; 
C'y, C'w, etc. De cette construction répétée pour’chaque terme de la suite 
horizontale, résulte le tableau suivant, formant une sorte de damier dont 
les dimensions sont indéfinies et qui contient dans ses cases tous les modules 
déduits du module primitif c. 


me mms. | cmntatences | meme | cmcmcmmce— | À 


72 ut m 
04 000 00 
C 
Cy 11 1 
0 000 00 
D en 2 


PS PRES, PR, PS PSS EE EE 


Coô Coo Coo 
04 000 00 

Cond Cooo Cooo 
04 c%| ce 

Co 04 04 


262. Maintenant il est facile de voir que les transformations de la fonc- 
tion F(c, ®) peuvent être faites en général de manière-qu’on passe du mo- 
dule c, àun module quelconque contenu dans ce tableau à deux dimensions. 
Veut-on, par exemple, passer du module c au module €, ; on suivra les 
formules de la première échelle pour passer du module & au module c/”, 
ensuite de celui-ci on passera au module &,, par les formules de la seconde 
échelle. C’est sans doute un résultat très remarquable que cétte multitude 
infinie de transformations qu’on peut faire subir à la même fonction F(c,@), 
sans changer sa nature et en conservant le:même rapport entre la fonction 
et sa transformée pour toutes les valeurs de l’amplitude ; on chercherait 
vainement dans la variété infinie des transcendantes un second exemple 
d’une fonction qui se reproduirait sous tant de formes différentes et à laquelle 
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on pourrait appliquer plus justement qu’à la spirale logarithmique; la devise 
que lui avait donnée Jacques Bernoulli : (Eadem mutata resurgit). 

Il est inutile d'ajouter .que la fonction de seconde espèce E(c,,@) partage 
les mêmes propriétés avec la fonction F, mais à un.moindre degré , à cause 
de la complication qu’introduit dans les résultats la quantité algébrique com- 
prise. dans chaque formule de réduction. 

263. ILreste maintenant à examiner si dans la formation du tableau ge 
néral on parviendrait aux mêmes résultats en changeant l’ordre des opé- 
rations, de l'horizontale à la verticale; c ’est-à-dire si en partant par exemple, 
du terme c, considéré comme Fe primitif, on trouverait par les formules 
de la première échelle, la même série. €,°, ©; Gn C'ys Ces que.don- 
nent les résultats de la première opération. : Or à cet. égard l’affirmative est 
aisée à démontrer. 

En effet tout se réduit à faire voir que le terme c«°, déduit de c, par les 
formules de la-première échelle, est le même que c° déduit de , par les 
formules de la seconde échelle. Soit « —sin 8, c; sin 8, on aura par les 
propriétés de la première échelle c° = tang* à Ô, c°=—tang* +0. ILfaut en- 
suite que les termes consécutifs c, c, soient oil À la loi de la seconde 
échelle qui donne 


v/(sin8 sin 8,)+ y/(cos 8 cos 8, )— 1; 


il faut pareillement que les termes c°, c°, soient assujettis à la même loi, 
ce qui donne, en faisant sin À — tang* 20, sinÀ, —tang* 10, 


y/(sin sin À,) + (cos À cos A )= 1. 


Substituant dans cette équation les valeurs de sin À et sin A,, on aura 


cos 9 cosê,) _. 


cos +0 cos? 06, ; 


tang à 0 tang2 0, + 


cette dernière donne V (cos 8 cos 8) — cos (10 16,); donc y/(cos 6 cos 8) 
— ++ Ecos (040) — 2 (1 + cos 8 cos 8, — sin 8 sin0,), sin 8 sin0, — 
1 + cosË cos 8 —24/(cos8 cosb,) et enfin ÿ/(sin8 sin 0,)=1— y/(cos8 cosb), 
ce qui s'accorde avec la première équation. Donc il est indifférent de. for- 
mer le tableau complet en calculant les séries verticales qui répondent aux 
différens termes de la ligne horizontale, ou en faisant l'opération inverse, 
et le résultat est toujours le même. 

264. Dans chaque ligne horizontale du tableau, formée suivant la loi de 
la première échelle, il y a toujours un module compris entre sin 0° 52! et 


328 = FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


sin 80° 7', limites qui résultent du module moyen sin 45°. Donc comme il 
y a une infinité de ces lignes, tant au-dessus qu’au-dessous de la première 
ligne contenant le module primitif €, il s'ensuit qu’on peut transformer la 
fonction donnée F(c,®) en une infinité d’autres dont les modules seront 
compris entre sin 0° 52’ et sin 80° 7/. Il paraît même probable que la trans- 
formation pourrait être dirigée de manière à obtenir pour la fonction trans- 
formée un module aussi peu différent qu’on voudra d’un module donné. 

Nous remarquerons enfin que tous les modules compris dans le tableau 
général, sont nécessairement diflérens les uns des autres. Car, s’il existait 
as ce tableau deux termes égaux , ils ne pourraient appartenir ni à une 
même colonne horizontale dont tous les termés croissent dans un sens et 
décroissent dans l’autre avec la même rapidité, ni à une colonne verti- 
cale où les différences d’un terme à l’autre sont encore: plus sensibles ; 
ils seraient donc censés déduits lun et l'autre du module situé à linter- 
section de la colonne horizontale de lun avec la colonne verticale de l’autre ; 
or suivant ce qui a été démontré (art. 1c 96) il est impossible que ces deux 
colonnes contiennent deux termes égaux. 


FIN DE LA THÉORIE. 


APPLICATION A LA GÉOMÉTRIE. 


AA AAA AAA APN AAA AAA A AA A AAA AAA AA AAA AAA A AA AAA AS 
\ : 


SECTION PREMIÈRE. 


Surface du cône oblique. 


265. CH d’abord le cône oblique à base circulaire. Soit S le som- Fig. 11. 


met du cône, Cle centre de la base, SO la perpendiculaire abaïssée du som- 
met sur le plan de la base, SAB la section faite dans le cône par le plan 
SCO. Si on fait le rayon CA = r, la hauteur SO — A, la distance CO = f, 
et l’angle variable OCM = w, l'aire ASM correspondante à l’angle © sera 
exprimée par l'intégrale 

Z= $f irdo V{h+(r— f cos w)]. 
Pour DR AE cette intégrale à la forme ordinaire, j’observe qu’en appelant 


æ et æ/ les apothèmes SA, SB, on auraa*=h"+(f—r), «= + ( fr); 
soit donc tang + © — GC} tang=®,m— DE = li— (HS); 
on aura la transformée 


7 —# or (a) à de V/(1 — c° sin° y) 
TT G+e) (1 + m cos ç)* 


Multipliant les deux termes de la fraction par (1 — m cos @}", et faisant 


2 


2 


nm . [2 
=: = cot* 8, ce qui donne » = cos 8, et V® = tang 10, on 
aura 


sr n fi+2n—n sin r cosd (aa) Adg cos® 
Z=;1 UACONE (1 + n sin? )* adp — RÉ TCUEI TE — n sin? o)? 
fin < 


— b? ô 
soit rtulD (240). gene y Ce fans t) FOUT ee À 


A sin8 
Ad cos? en" {5 Leu ) ENOENES La 
RE VUE 5) (++ ; sin24 ). L'autre intégrale se 


bee dura di ne 
trouvera en développant la différentielle de Rs , d’où l’on déduit 


Iton—nsin® | nA nA sing cos ® c’dg sin°@ 
J: (1+nsin‘g) Adg= 1H nsin ® — [FT a ( Rue VE 59)" 


Donc on aura l'aire cherchée 


DRE WAY 
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—}r (aa) (RSS LE E(c,9)—F(c,9) + (1 + n) [1(n,6,0) 
ts nu 
= Ke (4 +3sin24) 

Pour avoir l'aire entière du cône, il faut faire © — 27, ou @ = 27, ce qui 
donne 

Z' = 27 (aa) [E'c—F'e+ (1 +) Il'(2,0) |; 
formule où lon pourra substituer la valeur de Il! (7, c), donnée par l’é- 


quation 


(in) (nc) —F'e— TD Li + F'eE(8,0)—F'ceE(8,0) — E'cF(2,8)], 


de sorte que l'aire Z' sera entièrement exprimée par des fonctions elliptiques 
de la première et de la seconde espèce. 
266. Le paramètre 7==cot°8 est déterminé par le rapport des apothèmes # et 


!, puisqu'on a tang +0 = VE —; quant au module €, si lon fait c= sin à, 


k Ré À sera égal à + (ASO<+ BSO), c’est- à-dire que cet angle est celui que 
fait la perpendiculaire SO avec la ligne qui divise en deux également l’an- 
ole ASB. En effet, si on fait de ie côté de SO, l’angle "OSP — OSA, 

et qu’on appelle 2A langle BSP, le triangle BSP dont fé trois côtés sont 


2 RS, 2 
a, a', 2f, donnera cos 2À ee or &t— = 2h89 + 2f*+ or; 
BR HT —f° en 
DA Pr dt attie F AR 
C72 : 


, €t par conséquent sin* ÀA= > — ES 


donc cos 22 #= 


ce qui est la valeur de €’. De là on voit que les quantités a, #', c, 0, qui 
entrent comme élémens dans le résultat final, se déduisent immédiatement 
du triangle SAB, section principale du cône. 

Nous ne nous arrêterons pas à faire voir comment on pourrait 2 I NA 
diverses portions de la surface du cône, de manière qu’une portion servit à 
en mesurer une autre, soit exactement, soit avec des différences détermina- 
bles algébriquement ou par arcs de cercle. Ces propriétés sont communes 
à toutes les quantités qui peuvent s'exprimer par les foncuons elliptiques ; 
mais il n’est pas inutile de remarquer que si on appliquait aux fonctions 
E, F, IT, contenues dans l'expression de Z, les transformations par lesquelles 
on change le module c en un autre terme de l’échelle c, c°, c°°, etc., on 
raménerait ainsi le cas du cône oblique, à celui d’un cône de plus en plus 

rapproché du cône droit. Car lorsque c serait assez petit pour être négligé, 
on serait censé avoir atteint la limite du cône droit, et les fonctions F,E, I, 
se réduraient à l’amplitude ®. 
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267. Si on développela surface du cône surun plan; il en résulte un secteur 
ds lequel l'angle du sommet que nous désignerons par ®, se détermine 


par la formule 
PRE rde WA + (r—fcos »)] . 
TJ RH Hr—orf cos ) 


et au moyen des press substitutions on a la transformée.......4.,... 


= 


, qui donne 


en lereer a 
Gt (HS fn, ep ÉF (00) |: 


cette intégrale étant:prise depuis @ = 0 jusqu’à @ = 27, on a l’angle total 


du secteur 

d' — LT Ke +7) I! (n, c) —<F rh 
On peut remarquer que.si dans lPexpression de ®, on fait ® = 7, ce qui 
donne æ = 0, la valeur de ® devient égale au quart de l’angle total D". 
Donc si on-détermine le point M de manière que l'angle ACM—8, l’angle 
produit par le développement du secteur courbe ASM sera le quart de celui 
que produit le développement du cône entier. 


Connaissant 7 — cot*6, et c = sin À, le rapport ——- qui entre dans 


van 


l'expression de ®, peut se déduire des équations 4rf —=a"— au, ,,..... 


Af9 = a + à — 2aa' cos 2à, tang +0 — V£ > qui donnent 


r cot 8 n(1<+n) 
Var) VA — D sin 8) = 4/{ n+c /' 


268. L'expression que nousavons trouvée pour l’angle indéfim ®, fournit un 
moyen fort simple de construire la fonction de troisième espèce IT (7, €, ®), 
dans laquelle le paramètre z est positif et représenté par col 0. On a en eflet 
par cette équation 


He F Ce+2/Grxrs): 


® étant l'angle au sommet du cône, décrit sur sa surface convexe par l’a- 
pothème mobile qui, partant du point A, se meut toujours dans le même 
sens le long de la circonférence de la base, à te qu'il'ait parcouru 
arc AM w, détérminé par l'équation tang ? © = tang+6 tang4®. Cet 
angle © croît content avec l’amplitude @ et s’accorde avec ® dans 
toutes les valeurs multiples de 7 ; on voit d’ailleurs que l'angle d'est une 
fonction révolutive , comme les fonctions F,'E, 11, laquelle croît indéfi- 
16 
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niment avec l'angle ®, et peut être d'autant de circonférences es on 
voudra. 

Les données c = sin À, z = cot* 8, serviront à déterminer le cône pro- 
pre à la solution , ou celui qu’on Yéudli de tous les cônes semblables qui 
remplissent le même objet. A yant pris l’apothème « à volonté, faites l’autre 
apothème &’ = & cot + 8; avec les deux côtés &, æ/, et l'angle compris 
BSP = 2à, faites un triangle BSP ; du sommet S comme centre et du rayon 
SP = «, décrivez un arc qui coupera la base BP, prolongée s’il est néces- 
saire, en un second point À ; le triangle SAB, ainsi construit, sera la sec- 
tion principale du cône cherché, et sa base sera le cercle décrit du diamètre 
AB, dans un plan perpendiculaire à celui dutriangle SAB. 


269. Supposons en second lieu que la base du cône soit une ellipse. Soient k 
la hauteur du cône, f et g les coordonnées du point où la perpendiculaire 
h rencontre le plan de la base, f élant prise dans la direction du demi- 
grand axe a el g-dans celle du demi-axe conjugué 2. Soit 9 l’amplitude d’un 
point quelconque de l’ellipse, les coordonnées de ce point seront x= a sin ®, 
Y = b cos ®, et l'élément de la courbe ds = dp y/(a° — c* sin* @). Si du 
sommet on mène une perpendiculaire sur la tangenté en ce point, le carré 


ag cos® + bfsing =) $ 
ET — ) 


udiculaire aura pour expression À* 
de cette perpendiculaire aura pour expression }° + e 


donc l’élément de la surface du cône sera 
dZ =; dpyTh(a®— c? sin°@) + (ag cos p + bfsinp — ab)]. 


Cette différentielle paraît fort composée ; cependant si on fait tang + ® —=z, 


1— 2°? 2dz 
CP d® — TEA On aura la trans- 


, 2 d e | Ar JE 22% 
ce qui donne sin ® = pur t 


formée 
di RSS VER (+2) — ot hiz + [ag — ab+2bfs—(ag+ab}z"}}; 


et DRGRE la variable sous le radical ne passe pas le quatrième degré, il est 
clair qu’on pourra trouver l'intégrale Z au moyen des fonctions elliptiques. 
De plus comme il suffit pour avoir l'aire entière du cône de prendre l’inté- 
grale depuis ® = 0 jusqu’à ® = 27, on doit prévoir que le résultat final ne 
dépendra que des fonctions COMPÈRS de la troisième espèce, et qu ’ainsi 
l'aire du cône pourra toujours s’exprimer par des fonctions. de première et 
de seconde espèce, c’est-à-dire par des arcs d’ellipse. 

Mais avant de nous occuper de lintégrale prise dans toute sa généralité, 
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il sera bon: d’examiner-quelques cas particuliers dont la solution offre moins 
de difficultés. | 

Le cas qui semble devoir être le plus simple, est celui du cône droit à 
base d’ellipse. Alors la perpendiculaire abaissée du sommet passe par le 
centre de la base; on a à la fois f=— 0, g — 0, et il n’y a d’obliquité 
dans aucun sens. Dans tous les autres cas l’obliquité est simple ou double. 

Elle est simple lorsque l’une des coordonnées f et g est zéro ; car dans le 
cas de g — 0, la perpendiculaire abaissée du sommet tombe sur le. grand 
axe de la base ou sur son prolongement; il y a alors obliquité dans le 
sens du grand axe, mais il n’y en a pas dans le sens du petit axe et 
le plan qui passe par le sommet et le grand axe divise le cône en deux 
parties égales et semblables. De même si la coordonnée f = 0, il y a obli- 
quité dans le sens du petit axe, mais il n’y en a pas dans le sens du grand 
axe. Enfin, lorsque f et g ne sont nulles ni lune ni l’autre, il y a obli- 
quité dans les deux sens ou obliquité double; c’est le cas le plus compliqué; 
cependant nous verrons qu'il y a une infinité de cônes compris dans cette 
division, dont l'aire indéfinie peut s’exprimer par des formules aussi simples 
que celle des cônes à simple obliquité. 


Du cône droit à base d’ellipse. 


270. La supposition de f= 0 et g = 0, donne 
dZ = + dg y/(ah° + ab? — c°h° sin° Ÿ : 
soit le plus petit apothème y(b*+)= «,etk=—, on aura....... 
=} au [ dg V(1— sin ®) — + aa E(K,g). Ainsi Paire Z s'exprime en 
général par un arc d’ellipse , et l'aire entière du cône sera donnée par la 


formule très simple Z'= 2aaL'k; elle est égale au petit apothème & mul- 
tplié par la demi- circonférence de l'ellpse décrite sur le même grand axe 


; Es ch : 
2a que la base du cône ,avec lexéentrigilé ak = — ; de sorteque le demi- 


c? b 4 p 
petit axe de cette ellipse à = / (a — Le — — , a! étant le plus grand 


dt V4 (nr 8} 


Du cône à ; base d'ellipse où l’on a g=0. 


| D | 

271. Alorsiln’y a obliquité que dans le sens du grand axe seulement; mais 
il faut distinguer trois cas, selon que la différence c*h? + cb? — b*f* sera 
nulle , positive ou néoative. 
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Premier cas. Soit bf*2= c* (7° 4e b*) ; alors la formulé à intégrerest 
_dZ= + dQ y/[a°b® + a°h° — 2ab°f sin @ + b°e? sin° @], 


et il arrive que la quantité sous le signe est un quarré parfait, de sorte 
qu'on a dZ = + dp [ay/(b*+ h°) — bc sm], et en intégrant 


Z=3 ag V(b°+ h%) — bc (1 — cos). 
Cette intégrale est prise à compter de ® = 0; si on l’étend jusqu'à® =7, 
on aura la partie de la surface du cône, séparée par le petit axe , du même 
côté que la perpendiculaire. Cette partie que nous désignerons par...... 
L'= + ar (D +R?) — bo. Si en partant toujours de ® = a, on fait 
croître continuellement @ jusqu’à 9=27, on aura la surface totale du cône 
ZL'= ma V(LB +R); 
elle est égale à la circonférence du cercle circonscrit à l’ellipse, multipliée 
par la moitié du petit apothème. | 

On voit.en même temps que la partie de la surface du cône qui est sé- 
parée par le petit axe de l’autre côté de la perpendiculaire, étant nom- 
mée Z/, on aurait 

L'= ray (b"4 he) 4 bo; 
ainsi la différence des deux parties séparées par le petit axe, savoir... 
Z'— Z!'— 2bc, est égale au rectangle formé du petit axe 2b et de l’excen- 
tricité c. Elle est la même pour tous les cônes en nombre infini qui satisfont 
à l'équation L°f* = eh? + cb, f et k étant les coordonnées qui détermi- 
nent le sommet de chaque cône. 

Étant donné l’ellipse qui sert de base au cône, si on décrit dans le plan 
de cette ellipse une hyperbole telle que le foyer a une de ces courbes soit 
le sommet de l’autre, comme dans la figure 14 ; si ensuite on fait tourner le 
plan de l’hyperbole autour de l’axe CA, jusqu’à ce qu'il devienne perpendicu- 
lairé au plan de l’ellipse, l’hyperbole amsi tracée sera le lieu de tous les 
sommets des cônes quarrables, et chacun de ces cônes , dont le sommet est 
déterminé par les coordonnées fet k, aura pour surface a W/ ("+ he). 
Ces propriétés des cônes à base d’ellipse sont curieuses ét n’avaient point 
encore été remarquées. Au reste le cône dont il s’agit n’est autre chose qu’un 
cône droit à base circulaire coupé par un plan incliné convenablement à 
sa basé : et comme la même séction peut être faite dans différens’ cônes 
droits , il s'ensuit què pour une même base elliptique il y a une infinité 
de sommets qui déterminent autant de cônes quarrables: En appelant 1 Pin- 
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clinaison de la base circulaire. sur la base elliptique, et o l'angle que fait 
l’apothème du cône droit avec son axe, on aurait 

FL et tango — _ 

Ainsi on construira facilement le cône circulaire par le moyen du cône el- 
liptique , et réciproquement. 

272, Second cas. Soit b°f*.< c°h°4-c?b* : dans ce cas le sommet du cône 
est Situé hors de l’aire de l’hyperbole qui est le leu de tous les sommets des 
cônes quarrables. Alors le polynome a*b°+a*h°— 2abf sin ® + {8 ch") 
sin* ® se partage en deux facteurs réels (A—B sin @) (A — C sin ?) dont les 
coefficiens sont 


tang 1— 


A=ay(b* +), 
ÿ20 __ab?f — ah sn Sn 2 LE 


is ab°f + ah V mi + 2 — b°f°) 
ss LU Do rt PEUR AT DIM Jai 
On observera d’ailleurs que B et C pris positivement sont toujours plus pe- 
tits que À; car puisqu'on a 
ah cos* @ + Dh sin? @.+ b* (a — f sing} = (A —B sing) (A—Csing), 
le premier membre étant tenons positif et jamais nul, le second doit être 
aussi toujours positif, ce qui n’aurait pas lieu si À n’était pas plus grand 


que B et C. 
Soit maintenant @ = 1 7 + pu on aura 


dZ=d} y [(A—B)cos AL HCA-LB)S sin*4]. y/[(A—C)cosl+(A+-Cysin2L 1 


(os dE à LUE OÙ OR ANA A TAC TB) 
Soit tang = m tanÿ © , et ensuite DRE EC HD GE CO 


1 — k Dh ere , On Aura ee transformée 
7e mbado Y/(1 — k° sin) __ mabde (1 —£ sin’) 
ra (mn sin? & + cos’)? RE (1 + n sin’ w)° : 
dans laquelle on afaitæ=#/[k + (f—a)ÿ],etr= m1 = rc 


Cette valeur du paramètre n est toujours négative, mais 1] faut savoir si elle 
est de la forme — 1 + à sin*8, ou de la forme — #Æ sin° 8. La première 
aura lieu si Best-positif, ou si on a 2°f? > c°h, et la seconde si Best né- 
gatif ou si on a Lf? << c’}*. Entre ces deux cas‘ il y en a un troisième où 
lon aurait *f? = c*h*, par conséquent B = 0, m=œietn=— # 
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273. Ce dernier cas qui est le plus er EL de tous, se résout immédiate- 
ment par la formule 


dZ =? dQ y/(a°b° + al — 2abch sin @). 
Car si on faitg —24—:;7, on aura dZ =d4y (ab ah +2abch cos2n}) 
ou dZ = bad y/(1 — k* sin° 4), en faisant 4° = 1 — = , a et & étant 


toujours le plus grand et le plus petit apothème. Donc on a Z=b4'E(#, |); 
cette aire commence à compter de 4 = o oude®=—+%7#, c’est-à-dire 
à l’extrémité du grand axe de l’autre côté de la perpendiculaire À ; si on 
fat L = 7, on aura l'aire entière du cône Z'= 2b4" EX. | 

On peut remarquer que l'équation bf = ch entre les coordonnées f et h, 
est celle de l’asymptote de l’hyperbole qui passe par tous les sommets 4e 
cônes quarrables ; cette. asymptote passe donc par tous les sommets des cônes 
dont l’aire ne dépend que d’un arc d’ellipse. Ainsi une même construction 
très simple donne à la fois la ligne des sommets de tous les cônes quarra- 
bles par un arc de cercle, et celle des sommets de tous les cônes aps 
rables par un arc d’ellipse. 0 

274. Supposons maintenant bf > ch, on pourra faire n—=— 1 + i* sin*0, 
et on aura sin° 0 — PT. quantité plus petite que l’unité, puisque B est 
positive. Il s’agit alors d'intégrer la différentielle 

abmdo V/(1— £* sin © 
en À 

c’est ce qui se fera aisément par les réductions ordinaires , d’où l’on tire, 
en mettant ÿ/(r + 7) au lieu de m, 


nA sin COS w 


Z= ve LEE 1H nsino +E=( + er + (n +2 AA =), 
Un représentant l'intégrale Pesrnr <- Cette formule donne la valeur 


de l’aire à compter du point où w = 0, et p= 17, c’est-à-dire à compter 
de l'extrémité du grand axe la plus proche de ja perpendiculaire; si en- 
suite on fait w—7, on aura l'aire entière du cône 


= [ E'4 — (1 + DPAH(r +2 + +)n (7,0 |, 


valeur qui se rapproche beaucoup de celle que donne le cône oblique à base 
circulaire, car le paramètre 7 qui est de la forme — 1 + 5° sin° 8, se ramène 
aisément à la forme 2 = cot* 4. 
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275. Supposons en troisième lieu df<ch, ce qui rend la quantitéB négative, 
C(A—B) 


alors on devra faire z = — #° sin°8 et on aura sin* 0 — 


AGE > Auan- 
RL" ATARI | SR PREN SC 
tité positive et plus petite que l’unité, puisqu'il en résulte cos’ 8— a RE 


Au reste l’intégrale sera toujours de la même forme, savoir : 
ba nA sin & cos w 
RENTE 1H n sin& HE (HT) F4 (na in | 
et on aura l’aire totale du cône 


Lee L'4— CITE AICEE 2+ 7) 17 (# x) | 


276. Troisième cas. Soit b*f} > c*h? + bc? ; dans ce cas le sommet du 
cône est situé au-dedans de l’hyperbole déjà tracée , dont le contour ren- 
ferme tous les sommets des cônes quarrables. ; 

Alors la quantité sous le radical a°b* + a*h°— 2abfsinp+-(6%f?— c°h°)sin°@ 
n’est point décomposable en facteurs réels de laforme (A—Bsing)(A—Csin@); 
elle le serait en facteurs de la forme [A — B sin (9 + 8)][A—B sin (p—0)]. 
Mais 1l n’en résulterait pas plus de facilité pour l'intégration de la formule. 
Soit donc comme ci-dessus = +7 + 24, ou sin@ = 1 — 2 sin° 4, nous 


aurons 
dZ = dj y (A — 2B sin° À + C sin), 

A= ble + B(f— a} = ba, A—2B+CE= ba", 
B = 20%f° — 2c°h° — 2ab*f, 
C— A0°f* TT: gel, 

et on pourra faire | 

dZ= d\ cos* 4 y/[b°a? + 2(A — B) tang* L + ba tangt 4] 
Soit ensuite tang — V5 tang + œ,m—= Srake kK = :i— (5): 


a+? 2b° aa’ 
on aura 


_2b (ux’ >: do y/(1— & sin° w) 

(aa) (i+meose} ” 

Cette différentielle étant entièrement semblable à celle que nous avons 
trouvée pour le cône à base circulaire, le résultat de l'intégration sera le 
même en mettant à à la place de 7. 


OL = 


À — B 


A légard du module #, si on fait # — sin À, on aura cos 24 — HUE à 
ou 
RS = ___2ahÿ/(b HAUT — cl Ra) 
baux 
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Ainsi en regardant les élémens &, æ/, À, comme les mêmes dans les deux 
cônes, la surface totale du cône elliptique sera à celle du cône circulaire 
:: 2b : or. Les parties correspondantes aux mêmes amplitudes seraient 
dans le même -rapport; d’ailleurs le diamètre 2r se déduit des données 


du cône elliptique par la formule 
: la 2 
œ — 


Vu @— 2uu cos 22): 


HP pharma 


Du Cône a base d'ellipse où l’on a f— O. 


277. Alors il n’y a obliquité.que dans le sens du second axe seulement, 
etle plan qui passe par le sommet et le second axe divise le cône en deux 
parties égales et semblables. La formule à intégrer est dans ce cas 


dZ = + dpy {ab + Dh — 2a"bg cos ® + (a°g° + c'h°) cos° e] . 
où il faut.remarquer que la quantité sous'le signe n’est. Pons décomposable 
en deux facteurs réels de la forme À — B cos® , et qu à plus forte raison 
elle ne ‘peut devenir un-carré parfait. Cest pourquoi il faut la considérer 
dans toute sa généralité. 

Soit A = ab + Bh, B—abg, G— ag + ch, la formule à intégrer 
sera dZ = + dp V(A —2B cos + C cos® ?); substituant pour cos @sa va- 
leur 1 — 2 sin° ; ® , et remplaçant le sinus par son expression en tangente 
aura | ve 


d1=;d@ cos +9 TA—2B+C+2(A—C)tang’s Q-+(A-+2B+C) tang#i®). 
Soient & et «’ les deux apothèmes qui aboutissent aux extrémités du petit 
axe, ON aura 


A—2B+C=atk + (8 —b)] EN De 
en 7 eric Ah À DE CR æ?, 


ASC ns 
soit ensuite tang + ® = 5 5 tangs A PAT CRE SE GE); M, 


on aura la transformée 


7 — 24 (ex) 2a(ax >: LÉ vVG—és — k° sin? À) 

(Fa + a ÿ ; (1 + m cos Ÿ) 
Cette formule est entièrement semblable à celle qui a lieu pour le cône 
à base circulaire ; ainsi l'aire du cône elliptique dont il s’agit peut se réduire 
à celle d’un cône oblique à base de cercle ; on prendra pour élémens de ce- 
lui-ci les mêmes quantités æ#, «4, À que durs le cône elliptique, en faisant 


u 
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ul | «D ‘1 C . d 2h2 C) CP 


Lg ce n ve aura en 


. ” "ir # . $ e de — ad? 
même temps le diamètre de la base circulaire": are 


(a+ &— Dax cos 22) ? 
et cela posé l’aire entière dn cône elliptique, sera à l'aire entière du cône 
circulaire :: 24 : 2r. Le même rapport aura lieu entre les deux portions de 
ces cônes , pour lesquelles les amplitudes 4 et @ sont égales. 


Du Cône elliptique à double obliquite. 


278: Alors les coordonnées fet g ne sont nulles, ni Pune ni l'autre, 
et le calcul pour réduire l'aire aux fonctions elliptiques deviendrait trés 
prolixe,'si la nature de la question ne fournissait des moyehs de parvenir 
plus facilement au résultat, : 

On sait que dans’tout cône à base d’ellipse ; comme dans toute Surface 
du second: ordre, -il.est possible de faire des sections circulaires dans deux 
sens différens ; ainsi un cône à base d’ellipse est réellement un cône à base 
de cercle dont la surface indéfiniment prolofgéé se termine à un plan ellip- 
tique. Cette considération appliquée à notre problème présente plusieurs 
avantages; et d’abord elle simplifie beaucoup la détermination de langle 
résultant du développement de la surface du cône sur un plan; car cet 
angle est le même à limites égales, dans lé cône circulaire et dans le cône 
elliptique. L'intégrale dont cet angle dépend semble très coinpliquée dans 
le cône cLiptads cependant on voit apriort qu'elle doit.se réduire à la va- 
leur assez simple qu’elle a dans le cône circulaire, et,on pent:présumer 
qu’une transformation semblable appliquée à expression de Paire, donnera 
à celle- ci tout le degré de simplicité dont elle est susceptible. 

Pour obtenir ces réductions, 1l faut commencer par déterminer dans un 
cône elliptique donné, la position de l’un des plans qui produisent des sec- 
tions circulaires; et comme tous les plans parallèles produisent des sections 
semblables, nous pourrèns supposer que la-section cirénlaire dont il s'agit, 
passe par le centre même de l’ellipse:qui sert de base au cône. 

Soient comme ci-dessus & et les demi-axes de l’ellipse, et a — bc, 
soient f et g les coordonnées parallèles à &.et à, du point O où aboutit la Fig ta. 
perpendiculaire } abaissée du sommet S sur le LE de la base. 

Soit € l’angle que fait avec le grand axe, la droite CE, intersection du 
plan de la section avec le plan de la Ba I l'inclinaison mutuelle de ces 
deux plans; les coordonnées d’un point quelconque M de Pellipse sont, en 
appelant ® l'amplitude comptée de l'extrémité du petit axe, x = asim9, 


A4 


Fig.1r,a. 
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Y = b cos®. Soit m le point de la section qui correspond au point M de la 
base, en sorte que les deux points M, "7 soient situés sur un même apo- 
thème SmM, m étant supposé intermédiaire entre S et M. 

Si on abaisse du point = une perpendiculaire #q sur l’intersection CE , 
la position du point » dans le plan de la section, sera déterminée par les 
coordonnées Cg — t, gm=— u; celle du point z qui est la projection du 
point » sur le plan de l’ellipse, est déterminée relativement à la droite CE 
par les coordonnées Cg —#, gn=—u cos I ; par conséquent les coordonnées 
du même point relativement aux axes de l’ellipse seront............... 
x'=#tcose—u sine cos |, y! = £ sin e + u cos € cos I. Enfin la troisième 
coordonnée du point » sera mi = u sin I. 

Maintenant comme les trois points M, #2, O, sont en ligne droite, on 
aura la proportion MO : On :: h: h—u sin I, d’où résultent, entre les 
différences des coordonnées de ces points, les deux proportions 

h:h—usnl:f—x:f—-x y gr" —$ 
Donc 
__ h{tcose — u sine cos]) — fu sinf 


L'—— D 
h— u smlI ? 


__ A(ésin e + u cose cos]) —gu sin 
TT h—usinl Î 


Substituant ces valeurs dans l’équation de lellipse a°y* + b°x* = a°b*?, on 
aura l'équation de la section 
a (ht sin € + hu cose cos! — gu sin} — ab? {(h — u sin 1} = 0 

+ 0* (ht cose — hu sin € cos 1 — fu sin I) ; 
et pour que la section soit un cercle, il faut que le coefficient de tu soit 
zéro, et que le coeflicient de £* soit égal à celui de &#*, ce qui donnera les 
deux équations suivantes pour déterminer les inconnues € et I: 

(ag sin e + 0*f cos €) sinl = c°h sin e cose cosI, 
h° (a*sin*e + b* cos e) —a?(AcosecosI—g sin 1)°+-b*(Asine cosl+-fsin 1) 
— ab? sin° I. 


Pre à c°h sins cos e k 
La première donne tang1 =", et substituant cette valeur 
ag sin: b*fcose À 


dans la seconde, on aura 

o—=atg"sine—btf#cos"ec"sin"ecos’e(a*h?sineb?h?cos ea bb fs). 
Aünsi en faisant sine = x, l'équation en x sera du troisième degré, et 
parce que les substitutions + = 0, «= 1, donnent des résultats de signes 
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contraires, il y aura une valeur de x entre o et 1, par conséquent une ya- 
leur réelle pour l’angle e, qui en donnera une pour inclinaison I. On voit 
encore que l’angle € pouvant être pris en plus ou en moins, il y aura tou- 
jours deux manières de faire passer par le centre CG le plan de la section 
circulaire. Dans les deux positions de ce plan l’intersection CE fait un angle 
égal avec le grand axe de l’ellipse, mais l’angle I que les plans du cercle et 
de l’ellipse font ensemble ne sera pas le même. 

279. Connaissant l’une des deux positions du plan de la section circulaire, 
il reste à trouver le centre de cette section. Pour cela reprenons l’équation de 

ab? 

@ sine 0? cos’s? 


A1... 
Bu Hu sin 1— A = 0; 


la section qui est, en faisant A CE, ou A° = 


si on la met sous cette forme 4° + (u — É u Sin 1) A (: Tu sin*1) ; 


on voit que le centre C’est déterminé , relativement à la droite CE consi- 
F 2 


; : : ? A° . 
dérée comme ligne des abscisses, par les coordonnées t= o,u = — sin, 


At. 
, Fe 
et que le quarré du rayon r’? = A* (: + 7 sin" 1). 
On trouvera de même que le point O’ où aboutit la perpendiculaire abais- 


sée du sommet sur la section circulaire est déterminé, relativement au même 
axe CE, par les coordonnées 


t= fcose+gsine, 


u = h sin 1 — fsin e cos I Hg cos 6 cos. 


On a enfin la hauteur SO’ ou = À cos I + f sin € sin I — g cosesml, 
et appelant f! la distance C/O’, on aura 

F'=(f cose + g sine) + (k sinl — fsine cos 14 g cose cos IH /}, 

À A’sinl 
en faisant / = —— — CC: 

Connaissant les élémens a’, f', k’ relatifs au cône à base de cercle dont 
la surface indéfinie se confond avec celle du cône donné à base d’ellipse , 
on pourra-par ces:trois élémens , déterminer l’angle ® résultant du déve- 
loppement d’une partie quelconque de la surface du cône sur un plan, ce 
qui se fera par les formules que nous avons données pour cet objet. Ainsi 
cette transcendante pour un cône à base d’ellipse , ne dépend généralement 
que de la fonction FÆ et d’une fonction de troisième espèce IT (7, #) dont le 
paramètre et le module sont donnés par les élémens 4, f”, h!. 
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Au moyen de ce même cône à base circulaire on peut réduire à la forme 
la plus simple la formule dont l'integr ‘ale exprime l'aire du cône proposé à 
base elliptique. à 

280. Pour cet effet, appelons « l’angle que fait un rayon quelconque C’# 
avec l’axe fixe CO”, et y l’angle que fait cet axe avec la parallèle à CE menée 
par le centre C, ce dernier angle sera déterminé en même temps que f” par 
les équations 


f'sny=l+h sin 1 — f sin e cos [+ g cos e cosT, 
J'cosy= fcose+gsne. 
Si on prelonge l'ordonnnée mg = u jusqu’à cette parallèle C/g', on aura 
mg =u+l=7r sin (o+7); doncu—= 7 sim (w+ y) — /, et le rapport 
k h 
L'élément de la surface du cône circulaire = + r'dwy/[hl?+(r—f"cos0)]. 
Mile cet élément par le carré du M précédent, on aura celui 
_ du cône elliptique 


1 k + rdo V[A°+(r—f" cosa)] 
di= G Ki xt) UT T—esm(w+y)] ? 


ù l’on a fait D réa ad à: et comme on a °° — /? bi cette valeur se 
où Von a faite; £ EL” 
’ . \ l . 
réduit à e = -; — cos ne vi Soit l'angle CCE = uw, on aurae = cos, 
A =CE—= 7 sin, donc -——— ere EN LE sin*w. Donc enfin 
ù h+Hisi ue inl — 7snl 7° k 


dz = ir site du VIRE (r—f PALORE 
[1 —cosg sin (o +) 

281. Les cinq élémens 7’, f”, h', 2,7, répondent aux cinq données du cône 
à base d’elhipse, savoir 4, 8, f, g, k; on a vu comment ils s’en déduisent par 
la résolution d’une équation du troisième degré. Réciproquement les quan- 
ttés a, b, f, 8, h, peuvent se déduire des séniers ,f", h', 4, y, supposés 
connus. En effet par les angles , et, le premier déuhañt la direction de 
CG (puisque l’angle O'CC —=;7—7y), le second donnant la direction 
de CE, on a immédiatement la position de la droïte CE , qui détermine le 
centre G de l’ellipse, et qui est en même temps lacune du plan de 
l'ellipse et du plan du cercle ; Vinclinaison 1 de ces deux plans est déter- 

r' sin°g 


k 
minée par les équations RER J'snmy = 1 cosu + h sinl.. 


— (f sin e— g cos €) cos 1,4 = cos LH (fsine—g cose) sinl, d’où 
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r— f! siny COS 
k' cos 
donné de position par rapport au plan de la base circulaire, et on a én 
. même temps le centre G de cette base ; il reste donc à LR OU les deux 
demi-axes a et. b, et l’angle € que fait ge premier avec la droite CE, ainsi 
que les mtdo fées f, g, h, qui déterminent la position du sommet $ par 

rapport au plan de la base. 


l’on déduit cot I = Ainsi le plan de la base elliptique est 


Dans le plan SO'K perpendiculaire à la droite CE, on connaît SO'— }/, 
OK = 7’ cosu — f’ siny, et l'angle O'KO = TI; ainsi en abaïssant la per- 
pendiculaire SO sur le plan de l’ellipse, on aura SO = #’ cos1.......... 


+ (f' sin y — 7 cos y) int = snl,etKO= # sm ln ...…..... 


+ (r' cosu— f'sin y) cos I. La position du point O, pied de la perpendi- 
culaire L, est donc déterminée dans le plan de l’ellipse. Si ensuite on cher- 
che l'équation de la section faite par le plan qui passe par la droite CE et 
qui fait un angle I avec le plan du cercle, on trouvera que cette équation 
peut se réduire à la forme a°y*+ b'x° = 4°b*, x et y étant les coordonnées 
parallèles aux axes a et à, en supposant que le demi-axe a qui passe par 
le point C fait avec la droite CE un angle ECA — 6; il suffit pour cela de 


satisfaire aux équations 
A De 2fh siny sinl 
FOOD NT hihi Æ fi sin y sin°I ? 
r°}? sin pe 
(A cose — f” sine siny sinl)* + 7* tang’ # sin’e sin’ I ? 


pc Ed 
Bree rh? sin u | 
TT (4 sine + f' cosesiny sinl } + r* tang”# cos” « sin* 1 
D'ailleurs l’angle & étant déterminé par tang 2e, on pourra choisir entre les 
deux valeurs 6,627, celle qui rend a > à. 
282. Ainsi on revient tement du cône circulaire dont les élémens sont 
r', f', h!, au cône elliptique proposé, au moyen des élémens additionnels 
7 et m. Nous pouvons donc exprimer la surface cherchée du cône à base el- 
liptique par les élémens du cône FOND joints aux deux angles y et; 
par ces nouvelles dénominations-il n° y aura plus lieu de recourir aux élé- 
mens Robe du cône elliptique, ainsi nous pourrons supprimer les accens 
des lettres r', f”, h',.et nous aurons à intégrer la formule 
az Loyer sint «do (/[A° + (r—fcos aÿ] 
C1 — cos sin (o + y) ]* 


Soient comme ci-dessus, & et æ' le plus petit et le plus grand apothème 


’ 
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du cône, lesquels sont donnés par les équations & =} +(f—r},.... 
4 
la LES j SAPIN BU FU TE Tite À 
= RAS + r}; soit = — tang® 20, ou cos = TE, Sion fait 
cos à + cos @ 


ang © —= tane £Û tanc 2 ON AUTA CO D =" "—" , oo 6 ce 
AUS SAS 3=9; 1 + cos 6 cos ? 


EF — (é —e) 


sin Ô sin do sinô : 
j Fr à ; Soit encore c* — FPT ie 0e ; 


CORRE EP NAN ST PERRET en PE LL 
1—- cosé cos? ? 1 + cosô cos g 
on aura la transformée 


Kad? ne — c? sin? @) 
dL = (1 — cos à sin (9 — à) }° ? 


Sin © = 


où l’on a fatKk=}:r (aa! )= sin pe sin° À, sin À — RE RIAAEA 7 
cos Ô — cos pe siny | 
sinô cosæ cosy 

La différentielle de l’aire du cône elliptique étant réduite ainsi à la forme 
la plus simple dont elle est susceptible, nous allons procéder à l'intégration | 
de cette formule par les moyens que fournit notre théorie. Mais avant de 
développer ces calculs dans toute leur généralité, 1l sera bon d’examiner un 
cas particulier qui conduit à des résultats fort simples, quoiqu'il soit com- 


pris dans les cas de Îa double obliquité. 


tang d\' = 


Du cas où l’on a cos 0 = cos ue sin y. 


283. Alorsona d'=0, et la formule del’aîte devient == 1. dé tinen-s ti 


(1—cosà sing}* 
“elle devra d’abord être divisée en deux parties, savoir : 


TES = fetes (1 + cos’ à sin :@) PES 2K cosA.Ad@ sin in @ 
(1— cos’ a sing) ? (1—cos"x sin°@} ? 


et on aura Z = T + P. La seconde partie P est facile à intégrer par loga- 
rithmes ou par arcs de cercle ; quant à la première partie T, on trouvera 
par les réductions ordinaires 


LAbaine cos* À. À sin® cos @ = fee c°d@ cos° ? + do 
K I— cos A sin°® (1 — cos’ à sing) A° 


La première de ces intégrales f- cent —=E(c,g)—BF(c, @), la seconde 


= D'I] (2,c,@), en faisant 7 —— cos" À; mais il faut savoir si ce para- 
mètre appartient à la forme circulaire — 1 + b* sin* P;, ou à la forme 
logarithmique — c sin* 9, c’est-à-dire si cos À est plus grand ou plus petit 


sin ge cos” pe cos y EF — (a — a) 
ue €. Or on a sn À = —{ = — 7 a — WT 
{ sinb ? cos A sin? 4 ete fau : 
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ou c* sin? 0 — (: - )— cos" 0 —= (= — cos sin* y. Donc la con- 


dition cos* À > c?, supposé cos >> ie : on à vu qu'un triangle formé 
par les deux côtés &', &, et l’angle compris 2C tel que «= sin C, a pour 
troisième côté 2f, ainsi on a toujours 2f << æ'+-« ; de sorte qu’on peut faire 
= = cos 6 ou sin 6 — b sin 8, donc si on ag << 6 il s’ensuivra cos À > 
cos 6 , et cos® À >> c*; ainsi on pourra supposer 2 — = 1 + b?sin? p,et on 


à sin À 6 sin ; ; a |: 4 
aura SNp———; Où Sin p — me Si au contraire où ag >> 6, il faudra 


n © 
. . . cos cos . 
faire 7 — —c* sin°q, et on aura smg=— Le ANT qui donne_une.va- 
c sin ê | | 
leur réelle de g, puisque c* siu* 8 — cos y cos y = cos" 6 — cos nu — Sin? 
— sin* 6. Le cas particulier où l’on aurait w—6, cos A = c,etn—— 0, 


tient le milieu entre les deux valeurs générales de 7 ; NE RC 
or = [+ —=E(c, 9) — RAS oh a en même temps 
Fe Le (: us donc en remettant la valeur de K, on a Pexpression 
PR de Z comme il suit : ï | 


Z=}?ry(aa')sin PRES p)—L°E(c,®) He: Las) RENE te | 


Aïnsi l'aire indéfinie d’un secteur du cône s’exprime par les seules fonc- 
tions E et F, et en faisant ® — 27, on aura l’aire totale 


ZL' = 2ry/(au') sin w (2E'c — b*F'c). 


Dans ce cas les deux élémens y et y qui déterminent la-base du cône el- 
liptique, se déduisent des élémens du cône circulaire , par les équations 


cos 8 s d'— 1 af! 


C S ps im À 2 
dre cos Le à 


of . 
7) SMy=—= 
a+ a? 7 
Venons maintenant aux deux cas généraux. Œ 


284. Soit 1°, w<£6, on fera n—— 16 sin°p, simp = ne et on aura 
l’aire indéfinie 


nn si 
2=P-2rV Cause, Fe, 9) TG 6) tSneee] 
où il faudra substituer la valeur de l'intégrale P, savoir: 
Le #4 
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APE EU Adg sing  _  2Kcosa eh Fi 
PamohéosÀf Re bc sin p cosp (4 p—+sinpcosp sin cos), 
cos® cotp. 

A . 

Faisant @ — 27, on aura l’aire entière du cône: 
2 = or V(aa')sinuTEc — bEte + bt(n, c)], 
où il faudra substituer la valeur de I'(, c), exprimée en fonctions de la 
première ‘et de la-seconde espèce. 


L étant déterminé par l'équation cot À — 


cos À __ cot4 coty 


285. Soit 2°. w>6, on fera n——0c" sin° q=— 
Z=P+Ery/(aa') sin E (c, ?)—DE(c, p)}+bE(n,e, p)+ 
àdg sing 
P= 2K cos À Æ nsin°@}" 

L'expression de l'intégrale P se trouvera ‘par logarithmes, au moyen des 
substitutions cos ?—0 cotÀ, cos — x; mais cette-valeur n'entre point 
dans l’expression de l’aire entière, laquelle est 

ZL' = 27 V/(aa') anu[E'c— bF'ce+ IT fn, c)]. 
Ces deux cas généraux sont, comme on voit, susceptibles dune solution 


aussi simple ‘que celle des NE à base circulaire; et le cas de =6 est 
encore plus simple, puisqu'il se résout par les seules fonctions E et F. 


-, €t on aura 


nAsing cos® 
1+nsin® 


Solution générale du cas de la double obliquité. 


286. Nous avons à ‘iitégrer la formule 4Z — , dans laquelle D — 
1 — cos À sin:(@ — d'); et d’abord pour réduire le Lans à sa pre- 
mière puissance, il faut différencier la quantité 5 cos ( ®— d\) ét cotiparer 
la différentielle à la formule proposée, ce qui donnera cette réduction 


Zsin°x , cosA.A cos (p — d\) dp 1—c?sin°g —c*cosAsin® cos cos (g— 9) 
RE fee te AT MU a Lol 0f 


TAKE 1—cosasin(g—d) 


Soit T cette dernière intégräle, ‘pourifaire disparaître cos® du’ dénominäateur 
il faudra multiplier les deux termes de la fraction par 1 —cosAsin(®+-2'), 
 et-le nouveau dénominateur sera D’ 1:— cos À sin° d'— 2 cos A cos d'sin® + 
‘cos sin*@. Le produit étant fait  pareillement dans le numiérateur, on 
verra que lintégrale se partage en trois parties, l’une dégagée du déno- 
minateur D’, les deux autres affectées de ce dénominateur; on aura ainsi 
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T = f{(c cos d — c'sin*®)— æ !_p + T", 


P = cos À sin p fe = semaend ing) 


D’ 
d ALORS 
A J: se récas AT ef cos Asinid ges dr cha cosd{1— c*cos2d')sin*@]. 
Par la substitution csing=x, l'intégrale P devient de la forme a Rs: 


X étant une fonction rationnelle de x; ainsi cette intégrale ne dépend que 
des arcs de cercle et des logarithmes; d’ailleurs elle n’entrera pas dans 
Pexpression de Paire entière du cône. Il ne reste done à trouver qe Pinté- 
grale "TE. 

Pour cela téDrés tal la différentielle à intégrer par e ( B— Csin*®), il 


faudra multiplier les deux termes de cette fraction par ce que devient D’ en 
changeant le signe de sin®. On aura alors au lieu de D’ un nouveau déno- 
minateur D’ A* + 2A cos* À cos 2x sin? ® + cosf À sinf®, dans lequel 
A = 1—cos A sind, et cotx=—sinA tangd'; et l’intégrale sera partagée 
en deux parties de sorte qu’on aura T'=P'+ÆT", | 


D'’A 
de A — A°c° cos’ d — cos? à sin? @ F Ac? cos" à + (1 — 26° cos* d'}cos 29] 227 
l'=f% A? 2A eos’ cos 2x sin* ® + cost à sint ? 


P' — cos cos d lh ML Fa Ba cost X cost d'H(1 — €" cos 2d') cos À eus p}, 


L'intégrale P’ dépend des ares de cercle et des logarithmes, et l’intégrale 1" 
réduite au dernier degré de simplicité dont elle est susceptible, dépend 
d'une fonction elliptique de troisième espèce dont le paramètre est imagi- 
naire; elle s'exprimera donc par deux autres fonctions dont les paramètres 
sont réels, suivant les formules qui ont été données pour cet objet. 

Rassemblant ces différens résultats, on aura l'aire indéfinie Z par la for- 
mule 


Z=}iry/(ax). sin*u[ E(c, ®)—(1—c cos d)F(c,p)—P+P'+1"— 


Prenant cette intégrale depuis ®9 = 0 jusqu'à @ = 27, et appelant T° la 
valeur complète de T", c’est-à-dire cette valeur prise de P=0 à P—:37, 
on aura l'aire totale du cône elliptique, 


L'= 27 V(aa')sinp[L'e—(1— 6° cos )E'c+T"]. 


Nous pourrions continuer plus loin cette analyse en cherchant l’expres- 


sion de l’intégrale T” par deux fonctions de troisième espèce dont les para- 
. 44e 


HoMee— 27 | 
md 
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mètres sont réels, mais la prolixité qui semble inévitable dans ces calculs’, 
est une raison suflisante pour ne pas aller au-delà des résultats généraux 
qui viennent d’être obtenus. 


Examen d'une question particulière. 


287. La question de la surface du cône oblique nous donne l’occasion 
d’en examiner une d’un ordre moins élevé, mais dont le résultat mérité 
d’être remarqué. 

Dans un cône elliptique à double ie il y a toujours un apothème 
maximum et un apothème minimum; mais quelquefois il peut y en avoir 
quatre; c’est à-dire qu’outre le maximum et le minimum absolus qui existent 
dans tous les cas, il y a encore deux maxima où minima relatifs. 

La question ramenée à la base du cône, se réduit à faire passer par le 
point O dont les coordonnées sont f et g, deu x ou quatre perpendiculaires 
à la circonférence de Pellipse. Soient x et y les coordonnées de lun des 


à ; k : b? : 
points cherchés, on aura l'équation y? == (a — x*) à laquelle on satis- 


fait en faisant x — a cosû, y = b sin; et le quarré de la distance de ce 
point au point O étant (f— a cosÿ} +(g—#sin0}, la condition du 
maximum où minimum de celte distance donnera l’équation ; 
af sin8 — bg cos 0 = c* sin 8 cos 0. | (1) 
41. c? , : : . 4 

Soit 5 EE Pa (patte AD cette équation deviendra p sin 8 — cosû — g sin ÿ cos8; 
elle serait facile à résoudre trigonométriquement en la mettant sous la forme 
sin (0— « de — k sin 28; mais pour avoir la solution analytique, soit 
tang = 8 — £, on aura 


sut 3 Se ( 
—2(p+q)Ë+a(p—g)t—i= 0. (2) 
Puisque cette équation du quatrième degré a son dernier terme négatif, il 
? à ? Q . , . . 
s'ensuit qu'elle a au moins deux racines réelles, ce. qui est manifeste par 


la nature du problème. On trouve d’ailleurs par les formules connues que 
4 . . , . . 
l'équation (2) aura deux racines réelles seulement si la quantité | 


ATP GTS (EP NETE 
est positive, et qu’elle en aura quatre, si cette quantité est négative ; mais 
cette condition peut se réduire à de plus simples termes. 


Soit p°— a et g*—6%, on aura dans le premier cas 346 —6%+a+i1>o 
ou (a +1} — Se 3a (a +i—6)>o. Le premier membre est le pro- 


ae 
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duit de a+ 1—6 par la quantité toujours positive 62 6(æ1) (et). 


Donc, en supprimant ce facteur, la condition précédente deviendra... 
ai1—6>0o, c’est-à-dire que l’équation (2) aura deux racines réelles et 


2 2 L] LA 
deux imaginaires si on a g° << p°+1, et qu’elle aura quatre racines réelles 


si on a P>pi+ F4 

De là on voit que par le point donné O, dont les coordonnées sont f 
et g, il ne pourra être mené que deux normales à l’ellipse, si Pon à 
c <(afÿ + (BgŸ, et qu’on en pourra mener quatre dans le cas con- 
traire © > (af} + (BgYÿ : en cas d'égalité il n’y aurait que trois nor- 
males parce que deux des quatre coïncideraient en une seule. 

Si on considère f'et g comme les coordonnées x et y d’une courbe décrite 
d’après l’équation (c*}s = (ax}s + O2: , cette courbe ne sera autre chose 
que la développée de notre ellipse; d’où résulte ce théorème : 

D'un point quelconque pris dans l’intérieur de la développée de l'ellipse, 
il est toujours possible de mener quatre normales à la circonférence de 
l'ellipse; de tout point pris hors de l'aire de cette courbe on n’en pourra 
mener que deux, et d'un point pris sur le contour de cette courbe, on 
pourra toujours faire passer trois normales. 

Ce théorème au reste se démontre immédiatement par l’inspection de la 
courbe, en se rappelant que toute perpendiculaire à l’ellipse est tangente à 
sa développée, et réciproquement. 

On déduit de là aussi une conséquence fort remarquable, sur la résolution 
de l’équation du quatrième degré dont le troisième terme manque et dont 
le dernier terme est négatif. Cette équation, qu’on peut toujours réduire à 
la forme 

t# + ASLBI—1=0, 
aura deux racines réelles etdeuximaginaires, si l’ona ) <() +1; 


elle aura quatre racines réelles dans le cas contraire. On peut encore réduire 
la même SRDe à la forme p sin Ü — cos 8 = sin 0 cosô, en faisant 
t—tangi06, p—2:(A+B), 9 =E(A—B); et si de plus on fait cot 

+ =: (A. Fe B), k=% (A — B) sinA, elle se réduira ultérieurement à la 
tot sin(Ü—à)= #sin 28, qu'il est facile de résoudre trigonométri- 
quement. 
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AAA ANA NA 


SECTION HIT. 
Détermination de l'aire de l'ellipsoide. 


288. Soir équation de la surface proposée, 

LE + + == — 1 ; 
l'expression de l'aire, Re entre des limites données, dépendra de la 
double intégrale 


HT e L'un CG in AT 
S = ffdxd 1e PP Et 
GE y RS er : L 2 
a? 2 


mais l’une ou l’autre des deux intégrations ne pent s'effectuer sans intro- 
duire des fonctions elliptiques qui ne permettraient pas d'obtenir la seconde 
intégrale. Pour rendre la première intégration possible, au moins par arcs 
de cercle ou par logarithmes, on pourrait appliquer la méthode que nous 
avons donnée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1788; 
mais on parviendra plus Set au même but de la manière suivante. 


, x” A A : 
Soit 2=c cos, on aura 7; L = sin°8; soit ensuite Y —= b sin Ocos®, 


on aura x—asin8 sing. D’après ces équations, qui équivalent à l’équa- 
tion de la surface, il faudra exprimer l’élément de l’aire en fonction des 
deux nouvelles variables 8 et @. Et d’abord pour avoir la valeur de dxdy, 
je différencie l'équation x =asin6 sin®, en supposant 8 constant, j'ai 
dx = ad@ cos sin; ensuite 3] faut avoir la valeur de dy, en supposant x 


’ A: ? * : : 
constante; c’est ce que donnera l'équation = 2 = sin*8, d’où l’on tire 
a b? 1h44 


ydy = b'd8 sin8 cos8; donc dxdy — abdgdf sin 8 cos. 
Substituant cette valeur ainsi que celles de x et y dans l’expression de 


AOL Sete A DANNE Disae CB CU D — c° N 
are S; faisant de plus, pour abréger, ===, —— —e, où aura 


S=— fJabdgd3 sin 8 /[1—(4' sin? ® + e cos @) sin*0]. 
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A 


L'intégrale par rapport à 8 est facile à trouver par logarithmes; mais 
comme la formule qui en résulterait pour la seconde intégration, n’est pas 
du nombre de celles qu’on saït ramener aux fonctions connues, nous nous 
contenterons d'intégrer par séries. 

2809. Soit donc d'sin* ®+-e cos ®=—p, on aura, en développant le radical, 


S= [fabdpdh sinô (2 —©P sin°0— Ts sin{0 — SP sin 0 — etc. ). 


Or en intégrant depuis 0 —0o jusqu’à TT on a 


SA smô= 1, fdôsin0—;, /d8 sin — 2h ete. 


3) =. 


Donc il résulte de la première intégration, 


| 1 ORPI ES : ue 

S — fabde (à — A FD AD pe Et = 79 p* — ete). 
Cette formule doit étre intégrée de nouveau depuis 9 = 0 jusqu’à 9 = 27; 
soient donc dans ces limites /pd@ 518), fp'dp=7.?", Jp°d® =°. P'" etc. ; 
et l’on aura, après avoir multiplié par 8, l’aire totale de l’ellipsoïde 


8S'—47ab Gi; GP gg D — 7 PM PI — etc. ), 


T3 :D.7 7.9 


formule dans laquelle il reste.à substituer les valeurs suivantes : 


r — 4 3 
e =d'.>+e., 
: Re D Fes 
P'— Ja, +de. Cire enr 
TE DS VAE DE LNEr 0 1 STATS g1.806 
El d SOS rat Jus 2: arr AT 


etc. 
La-loi ‘de ’ces ‘expressions est manifeste, et on peut observer que le 
terme général PC"? est le coefficient de z" ‘dans le développement de 


(re de) (1 — €8) 5, -ou «dans cel du produit 
(+: fs" en à Eds ete. (1-2 A nur nTée EE PA Es etc.), 


Au zeste ,la suite P',,P”, P?,.etc. sera A si. d'et.e 
sont tous. deux .plus petits que L'unité, ce qui aura toujours lieu en pre- 
nant pour € la plus ,petite.des trois quantités a, b, c. 


200. Le problème de déterminer l’are totale de lellipsoïdeest résolu par 
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la suite qu’on vient de trouver, aussi simplement qu'il peut l’être quand 
on n’a pour but que d'obtenir une approximation. Mais il faut recourir à 
d’autres moyens, si on veut avoir un résultat dépendant seulement des 
fonctions elliptiques ou dés quadratures algébriques. 


Dans la méthode précédente nous avons partagé l’elhipse qui sert de base 
à la surface proposée, en zones elliptiques concentriques, déterminées par 
les projections des sections faites dans l’ellipsoïde, parallèlement à sa base. 
Toute autre manière de partager la base est également admissible et doit 
conduire au même résultat après les deux intégrations ; mais il en est une 
surtout qui mérite d’être soumise au: calcul, et qui semble promettre des 
résultats élégans. Je veux parler des projections qui naissent des lignes de 
plus grande et de plus petite courbure tracées sur la surface de Pellipsoïde, 

Monge, dans ses Feuilles d'Analyse appliquée (édit. de l’an 9, n° 19), 
a donné Ja construction de ces courbes, comme il suit. 

Ayant supposé a>bet b>c,'soit pris pour plan de projection le plan 
des x et y, qui.est celui de da ton principale dont a et 2 sont les demi- 
axes. Soient décrites dans ce plan une elipse et une hyperbole auxihaires, 
qui aient les demi-axes communs À et B ainsi déterminés, 


, Re ÿr 
B = 0 /(=S —<) 


le demi-axe A étant dirigé dans le sens “ demi- axe a, et B dans le sens 


de b. 
L” REC de l’hyperbole sera ÿ° =— D (a — À° s,. et l'équation de l’el- 


lipse, 7° = al A° —x°); : elles se toucheront par le sommet où x=AÀ, et 


d’ailleurs Ra observer qu’en vertu des suppositions faites on a AZ a. 

291. Cela posé, soient x=«, y—6€, les coordonnées d’un point pris à volonté 
sur l’hyperbole, ensorte qu’on ait = (æ*— A); si, avec les demi- 
axes æ-et 6, pris dans les mêmes directions que la et D; on décrit une 
ellipse, cette ellipse et toutes les ellipses décrites de la même manière sui- 
vant les diverses valeurs de «& et 6, avec la seule condition qu'on ait <a, 
seront les projections sur le plan des æet y, de toutes les lignes de cour- 
bure d’une même espèce, tracées sur la surface de lellipsoïde. 

Les projections des lignes de- courbure de l’autre esp et qui seront des 
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hyperboles, se détermineront semblablement en prenant pour derni-axes 
de chaque hyperbole, les coordonnées «', 6 d’un même Lg de l’ellipse 


auxiliaire, lesquelles doivent satisfaire à l’équation en =# (A —&"). 


Les projections des lignes de courbure de la première espèce seront done 
les ellipses tracées d’après l'équation 


ge a)e (ae) (2), 


en donnant à & toutes les valeurs depuis 4= À jusqu'à & = 4. 
Et les projections des lignes .de courbure de la seconde chpôce seront 
toutes les hyperboles décrites d’ aprés Péquation 


2 


Creil A far an) (=). 


en donnant à æ’ toutes les valeurs depuis æ'= 0 jusqu’ Adi A 

‘Considérons plus particulièrement Ps ellipses qui sont les projections 
des lignes de courbure de la première espèce. 

Lorsqu'on fait 4— À, on a 6—0, 70, de sorte que l’ellipse est 
infiniment étroite, et se réduit à son grand axe. A mesure que le demi- 
axe & augmente, l’autre demi-axe 6 augmente aussi ; et enfin lorsqu’on fait 
« —=a, l'ellipse de projection se confond avec la base de lellipsoïde, ce 
qui est le dernier terme des projections. 


292. Cela posé, cherchons l'aire de l’ellipsoïde qui répond à P élément de 
la base dxdy, compris entre deux ellipses de projection infiniment proches. 
L'une de ces ellipses ayant pour équation = (2°—x*), on pourra faire 
æ=asin{, ce qui donnera y = 6 cos. Différenciant æ en supposant æ 
constante, on aura dx — ad cos ; si on passe ensuite de cette ellipse 
à l’ellipse infiniment voisine, il faudra différencier l'équation 


= (ea) (7), 
en faisant varier & seul, ce qui donnera ydy = Reda (: LU , done 
élément de la projection : | | 
dxdy er ; ÉndET — A*sin*\). 
Lorsqu'on fait varier | en supposant & constant, le point de projection 


ne varie que sur une même ellhipse de projection; de même lorsqu'on fait 
TL | 45 
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varier & en supposant À constant, le point de projection ne varie quesur: 
une h Le de projection; ; car en éliminant & et 6 des équations &æ = — ; 
B: cos° B* cos | 
A sin° Ÿ 
est l'équation d’une hyperbole ñe projection K dont les demi-axes sont. 
a = A sin4, 6 =Bcos4|. 

De là on voit que l'élément de projection dont nous venons de donner 
la valeur, représente le quadrilatère compris entre deux ellipses et deux 
hyperboles de projection infiniment voisines. dus 

Si on substitue maintenant les valeurs de x, y, et dxdy dans l’expression 
générale deS, on aura | | | 


É = — dr Ê = © (ai — A°), onay— (x? — Asin*), ce qui 


sé Pa Ÿ €? cos’ Ÿ 


= ff ACT) : rs da ad VE _# ne ç2 CES 


Cette expression paraît, au premier coup d'œil ns plus compli- 
quée que celle à laquelle nous avons été conduits par la première méthode ; 
mais en l’éxaminant de plus près, on trouve qu’elle-est susceptible d’üne 
réduction fort remarquable. 


En effet, si on substitue la valeur GER (æ*— A*), on reconnaîtra 


que la quantité sous le radical se FR en deux facteurs distincts, 


l'un qui ne dépend que de &, l’autre qui ne dépend que de 4, de sorte 
qu’on a 


= fr es at / .- ee | 


sint ÿ + LE cost Ÿ ne 
LA 


Si on observe maintenant que pour l’objet proposé: il faut prendre linté- 
grale par rapport à 4, depuis 4 =o jusqu'à d = +7, et l'intégrale par 
rapport à &, depuis 4=— À jusqu'à &—4a; on verra que ces deux inté- 
grales sont entièrement indépendantes l’une de Pautre, et qu’elles peuvent 
être cherchées isolément, ce qui permettra de réduire laire entière de 
l'ellipsoïde à des quadratures algébriques, et même , comme on-le prou- 
vera ensuite, aux seules fonctions elliptiques. 
203. Soient donc 


sin FT cos®Ÿ 
M= fd4 / 


sin’ | À _. _ cos! Ÿ 
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sin? Ÿ +R end 
NN ET 
sin PE cos dy 


ces intégrales devant être ya depuis D o jusqu’à d=—?i7. 


Soient encore 
& À 1 (Ce —— 2 


Pfre Ts) Er?) 
Né ne er 


cès intégrales devant être prises depuis a — À jusqu'à aa, 
La surface cherchée sera 


SEX PM — AQN. 


Ainsi tout se doit à Honvée les quatre intégrales P, Q, M, N, dans les 
limites désignées. | 
Pour simplifier les formules Met :s ‘soit tang À — ce : tang ©, ensuite 


nt a pb? dis D a? — 
n= —5— et cr = “=? il résultera de ces substitutions 


MS Gr Fe) VO date) a KL (n, €, @}, : 


Ne da sin”, © 
ra Fe (x Rte" au y{ —4"? sin à 


Mais par les réductions connues, On a 


Le AE. de Sin à % "209 > Ÿ a n sin w cos & À (c”, «) F (ce, 6) 
J (+ sin” RAA Gus —— Le 1) (ac?) Gi Re At Le , 27 (n + 1) 
E (0,8) PAS ur SAN ER "rc 1 (7, €’, 6). 


| EET:" 1) FA + 2n MAUR 1) he +) 
Donc en , étendant les intégrales } jusqu’à 8 = ÊT, on aura pour les valeurs 


complètes, de. M et N, 
EE. “ 
ONE + HOETC E: (c Si GE PE (mn, 6 é}] 


294. À l'égard des intégrales #0, comme a est toujours compris entre 


À et æ, Si l’on fat À je sin H, on, prendre 
| = | 


5.1 


4 

CA 

" ee? men ne Me hu AU 
Li Cos"k sin” & ? 


356 APPLICATION À LA GÉOMÉTRIE, 


et la substitution donnera 
LV 8" sine) 
fe — ab sin ve [A cos” sin? LE » 
0 "VGA — 8" sint£) sint£) 


a ci os sin | 


. @? — 
On a fait dans ces formules b"— File RSS ne, , de sorte qu'on a....... 


b®+c* = 1, et qu’ainsi les modules L/ et c’ sont complémens l’un de 


l’autre, Lame € 
C . ] \ D — b? 2 ù A b's 
Soit le paramètre n = —— = cot* A, on aura b= a sin, et 


LMP ae a cos” 
TE AT at 
donc aux fonctions elliptiques de la troisième espèce, dont le paramètre” 


n'= — cos" p = — b'° sin° A, eton trouvera 
cos? a: 
Q=— F(,E TETE HI (2 n » 0 Dis 


sin n À 
Pour avoir la valeur de P, il faudra d’abord nn cette fprmaule de. ré 
duction | 
Ne VG—8" sin°£) __ n'sin& cos ë A (8',€) 5 (bin) FE, e) 
G+n sine) —2QG+7) GHwsiné) an (+ ) 
E (&’, n°? b'2 Re 
(2, €) 7 +27 + mL (x, n|. D à a 


A GE) on (1+n') 


ou cos* uw = b'? sin* À ; ‘l'intégrale Q se rapporte 


Faisant ensuite { = 237, on aura les intégrales complètes n 


P — [cos A F' (b") + PA AL AQNRS (1—2 a sinA2-p" ST ss Bu Lan 


2 sin À 


Q— ——F (b!) — cos" a Il (x, b'). 
295. Maintenant si dans expression de l’aire S on-substituie les valeurs 


trouvées de M, N, P, » Q, il en Man er; fr A A8 ti 


ja 


S =—  n°(n, c') [cot*a F' @) )+E + 1 tot) ll G EN 8 noup noms) 
— — CF (by —cost ane b'}] Es sites 71 te )— + Ur ) + ———— mas Got Anna ss (n, c pp" 


Par un premier dév apr qui mt paraitre ni termes où tés desk : 
fonctions T1! sont multipliées;- on obtient, 
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Sr Cr, d)[ (EU — 3) pe (EYE: 0 ] 
— © CÉÉ EE (e)—E" (@) ] LE (7) — cost A (#', 2 
Mais par les valeurs connues des fonctions Il', on a | 
Mere ÀF° Ce Br +POTO x) F" (0) E(', à)] . 
—E"(c)F (4, à) 
F' CS AIT (n!, b')= sin° AF' +R LE: (b’) E (4, à) 
— E: (07) F(8, à)1. 
Substituant et faisant les réductions auxquelles donne lieu la formule con- 


nue À = EF (c) Et (2) + F° (0) E' NE — F: (8) F*(c°), on trouvera 
Se. Mr [ARE — 1) [F'(0) —F (6, A] 
HE: (8) —E (,2) 2 a (8,2) |. 


cos À 


J'observe qu’on peut encore simplifier ce résultat en prenant un nouvel an- 

gle » tel que F (2,2) + F(4',»)= F'(8); il faut pour cela qu’on ait 

c' tang À tang » =y1, Ce qüi donne cos » ans on aura en même temps 
sin y COS» 

E(£', à) +E('r)=E" 1) . NCA ES Donc enfin l’aire entière de l’el- 


lipsoïde aura pour expression 


DS 2 aœar 0000 ITS FU? Lane QAR TE de 


A de y) Lsin*» sin » 
> ls me a b— ‘3 D ! 
D'ailleurs comme on a b = en. rs, > ilen iéhille A(b',r) = . 
Me bsin 


de sorte que la valeur de 8$ se réduit à cette Ars) très simple , 
Ier 8S Es mer LE [E Fr) FÊTE E(P, r) |, 


formule dont on its faire l’application immédiate, en se rappelant seu- 


DB — c? 


lement qu'on a cos = - Let ba=— 
b* sin°»" 


Il est facile de vérifier cette formule dans les deux cas:où Lellipsotde de- 
vient un solide de révolution; car si l’on a a — 6, la formule donne pour 
l'aire du sphéroïde aplati , ' 13190 

à êt * bd? xs cr 4 sin? x 
8S = 274 r:lo ( —.) ; 


O\r— sin» 
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et si l’on a b=c, la formule donne pour l’aire du sphéroïde-alongé : 
8 == 2 (rsinr cos»), 


sin‘ y 


ce qui s'accorde avec les résultats connus. 

Nous sommes donc parvenus à exprimer par des fonctions éliptiques très 
simples, l'aire entière de l’ellipsoïde, et on peut dans une infinité de cas l’ex- 
primer par un seul arc d’ellipse, ce qui a lieu lorsque a=c+b?, 

296. Il résulte de cette solution que la série trouvée par la première 
méthode, 


frab (à Ne 3 P' — 73 p' ft M 55 P—etc.), 


est susceptible d’être sommée à l’aide des fonctions elhptiques ; et c ’est ce 
qu’on peut vérifier directement de la manière suivante. . 

Considérons la fonction T (you simplement T , dont la valeur dévelop- 
pée serait | 
ARS RS NE NS RON 7 70 k 
LT D ETS EE ae ML 


on aura par des différenciations successives , 


dr 

PI À HO CAT — 3 Pyt— 3 P'yfeete. ; 
20 dP:: sioddpri} à 
Gp + P'+Py + p” das ip 

Mais si on remonte à l’origine des quantités p, 400 A etc. ‘2, On trouvera 


que la suite = 5 (1 — Py2 + P'rt de Py$ etc.) n’est Pitt sin que l’in- 
tégrale prise, depuis 9 — o jusqu'à @ = +7, de la différentielle... 


de Gi + py° + pyt+ pi disnr | de 


1—py° UE cos” "TN 
Cette intégrale a pour valeur Hd ligue 
VEG — 7 JE Pi : 
Donc si on fait pour abréger, R = VE — _ (a + €)7° _ An on aura 
LD 4 T da 1 
COM LP TT A? 
d’où résulte en multipliant par dy et A 


dr: 4 
= f— pes2 
| [== rs 
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Multipliant par ydy.et intégrant de nouveau, on aura 


T— fRdy — Dar 2 fra + fe, 


ou, ce qui revient au même, 


ray) ft: Re [EG 


à : J e  &@ b—c CES SET 
Soit maintenant y ÿd'= sin et Fes: x ON AUrA GE 
ï sad: ddl, LR 


vd Vi — Esin4)? s 
— à à 
RCI) TDAH ÉE, ÿ) 
Il reste à faire dans ces expressions JT 1, ce qui donnera sin} = Vd', 
cosd = #(1 —d')=°,R =y( md y: Vime)=S; donc la valeur 
cherchée 


HER F(K, ) HEC ECE, 4); 


2 sin 2 sin Ÿ 


T=<. 


A. 


d’où résulte enfm l'aire de l’ellipsoïde 


8$— 270 + TE [cos LF(4, L)sin dE(X, 4 >]; 


et on voit que cette formule s’accorde entièrement avec celle que nous 
avons trouvée par la seconde méthode, puisque les quantités Æ et } ne dif- 
férent pas de celles qui ont été désignées ci-dessus par D’ et ». 


297. Nous remarquerons enfin qu’on peut déterminer généralement l'aire 
d’un quadrilatère quelconque compris entre deux lignes de courbure d’une 
espèce, et deux lignes de courbure de lautre espèce. Il suffit pour cela de 
substituer dans la formule 


les valeurs des intégrales M, N, P, Q, prises entre les limites dennées. 
Il faudra donc prendre les deux intégrales M, N entre les deux valeurs de æ 
qui répondent aux côtés du quadrilatère dont les projections sont des hyper- 
boles, et les deux intégrales P et Q entre les deux valeurs de x qui cor- 
respondent aux côtés du quadrilatère dont les projections sont des ellipses. 
Ainsi tous les quadrilatères dont il s’agit peuvent être déterminés par des 
fonctions elliptiques, et les résultats deviendront plus simples si on les 
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_ applique à la zone entière ua air entre deux lignes de courbure d’une” 


même espèce. 


La figure 14 pourra servir à faire mieux entendre les constructions que cette sec- 
tion suppose, 

AKB est l’ellipse principale font les demi-axes sont CA — a, CB—b. 

L’ellipse et l’hyperbole auxiliaires sont représentées par ONG et OM; elles ont pour 
axes communs CO = A, CG = B. | 

Ayant pris sur l'hypeibole auxiliaire OMI un point quelconque M dont les coordon- 
nées sont Ca — «, aM — 6, on décrit avec les demi-axes Ca —« , Co —6, l’ellipse amb 
qui sera la projection d’une dés lignes de courbure de la première espèce. 

L’ellipse a’m'b' représente la ne à d’une autre ligne de courbure de la même 
espèce. 

Ayant pris sur lellipse auxiliaire ONG un point quelconque N dont les coordonnées 
sont Ce—«, eN —C, on décrit avec les demi-axes Ce — «', Cf = €", une hyperbole 
emm' qui sera la Etes d’une des lignes de courbure de la SUURS espèce. 

L’hyperbole e’nn’ représente la projection d’une autre ligne de courbure de la seconde 
espèce. 

Nous avons fait voir qu’on peut déterminer en général par les fonctions elliptiques : 
Vaire de tout quadrilaière formé sur la surface de l’ellipsoïde, qui a pour projec- 
tion mnm'n. 


SECTION IL. 
De la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde. 


298. Coxsmérons un sphéroïde produit par la révolution de lellipse PAE 


. autour de son petit axe CP, et supposons que la courbe AMI tracée sur la 


surface de ce solide , jouit de la propriété d’être la plus courte entre 
deux de ses points pris à volonté ; il s’agit de. déterminer la nature de cette 
courbe. 

Soit PAE le méridien fixe, qui passe par ie A de la courbe, PMN 
le méridien mobile qui passe par un point Lt M de cette courbe, 
MT ki Dior abaissée du point M sur laxe ; si l’on suppose 
CE=a, CP=—D, CT=t, TMæuw, Vare AM=s5, et l’angle APM que 
font entre eux les ui der qu à PA; “PM. 5; =; on trouvera par les mé- 


SECTION III. 36r 


thodes connues que la ligne la plus courte tracée sur la surface d’un solide 
de révolution doit satisfaire à l'équation w*d\ — Cds, G étant une cons- 
tante ; il ne reste donc qu’à combiner cette équation avec celle du méri- 
dien elliptique: 

Appelant à l'ordinaire @ l’amplitude du point M, nous aurons 1= b cos®, 
u— asnm®, dé + du — dg*(a* cos @ + b* sin*@) et ds* = w°d\* + 
d@* ( a* cos* ® + b* sin° @). Substituant cette valeur et celle de , dans l’é- 
quation #°d\ — Cds, on en tire 


di __ Cdp V/{a* cos’ o + b* sin°g) 
7. asin? V/(a* sin*g— C*) 


Soit C? = & sin20, on aura p/(a* sin*® — C*)— a y/(sin*® — siu* 6), 
d’où l’on voit que 8 est la limite au-dessous de laquelle @ ue peut pas des- 
cendre ; soit donc cos ® = cos Ô cos, on'aura, en faisant © = 4° — b*, 


sin 0 do à a AZ 
ad = 1— cos'h cos° » (8 + c cos® 8 Cos œ). 


| SU cost 0 | ; 
Soit enfin 4° = sin° À = FRE ou tang À —= £ se ,n= cot° à, on 
aura 
Fais b dæ 4/(1 —£Æ" sin° ») 
OUT TP — asinb cos"  1nsines ? 
°d. b 5 
et ds = = 1 do V/(1 — 4° sin° w). 


Supposons que l’origine A est le point de la courbe le plus prés du pôle P, 
on aura ‘en ce point l'amplitude ® = 0, et = 0; et puisque la distance 
PA est un minimum, il est visible qu’au point A la courbe sera perpendi- 
culaire au méridien. 


Cela posé, l’arc AM = s compté du point À , s’assimile entièrement à un 


j b à! 
arc d’ellipse, et on a exactement s = —— E (4, «); ainsi en prenant le de- 
cos À 
- b AE 
mi-grand axe CD=—, lequel sera plus petit que: CE et plus grand que. 


CP, et décrivant lellipse PmD sur les demi-axes CP, CD, si on prend sur 
cette ellipse un point #7 dont l’amplitude soit æ , ou qui ait pour coordon- 
, - b à FL ,T3 ° r « 
nées Cr = à cos ©, rm =, Sin ©, l'arc Pm de lellipse sera égal à Parc 
AM de la ligne la plus courte, l’extrémité M de celui-ci étant déterminée 
par l’abscisse CT = à cos À cos w = Cr X cos À, de sorte qu'il y a un rap- 
LE ‘46 
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port constant entre les abscisses CT, Cr, des points terminés par les arcs 
évaux AM, Pm. 
“ point J où la courbe rencontre l’équateur, on aura l’arc AI = PmD 


= —— EX, et par l'équation u*dŸ = Cds, on déterminera l'angle I sous 
cos 


lequel A des deux courbes a lieu; en général == sat est le sinus de. 


l'angle M que fait la courbe avec le méridien ; ainsi au phiût I on aura 
udY C a sin 0 it QE s 
cosl= == San sin 8; c’est-à-dire que l'angle I est le complé- 
ment de l’amplitude du point A. 
299. Venons maintenant à l’autre équation dont l'intégrale est, suivant les 


notations ordinaires : 


= es LG + ke) —ŸF (6 »)] 
Par cette formule dont les deux termes peuvent être calculés avec tel degré 
d’exactitude qu’on voudra, on déterminera pour chaque valeur de l’am- 
plitude ©, la valeur correspondante de Pangle 4 qui est la longitude da 
méridien PM. | 
Pour avoir la position du point I où la courbe rencontre l’équateur , il 
faudra faire © — ; #7, ce qui donnera pour la longitude du point I, 


b | £° s2 
VESOUr -SPAIDRE 4° : LE 
Ÿ = el Q +2) (ee, À) - F4 | 
Cette valeur est en général plus petite ques 1 7; car il est évident qu’on à 
b do lang . 
+ < tes f: LE n sin ç? ou} << 3x * arc tang — 


b 
a CosÀ 


; done en fai- 


sant = +7, on aura d' < . es quantité toujours “pe petite que 


Q ) ï pen ? à Q # LA . 
3 7, puisqu'on à déjà trouvé —— < 4, ce qui résulte de Péquation. .….. 
6 | 


—— — UD — PAPAS 
as b3 + c° cos ÿ — 0° Bou 


Les fonctions F et IT, considérées avant et après l'amplitude 90°, crois- 
sent également pour des différences égales d’amplitude; car on a en géné- 
nlF(Gr)=F(irz-()= F(& m+0)—F(3ix), etil en est de 
même de la fonction IT. De là on voit que passé le point I, la courbe se 
prolongera dans l’autre hémisphéroïde, de manière que té deux parties 
séparées par l'équateur seront égales et semblables. Donc la courbe parvien- 
dra de l’autre côté de Féqnateur, au parallèle qui en est éloigné antant 
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que le parallèle qui passe par le point A; et en atteignant ce parallèle elle 
deviendra perpendiculaire au méridien | comme elle l'était à l’origine A. 
Ainsi la continuation indéfinie de cette courbe offrira une infinité de spires 
égales et semblables, comprises entre deux parallèles également éloignés de 
lé équateur. Ces spires ne seraient cependant pas en nombré infini, si 

l'angle ECI que nous avons désigné par 4°, avait un rapport rationnel avec 
la circonférence ; car alors au bout d’un certain nombre de révolutions là 
courbe rentrerait sur elle-même. Maïs un pareïl cas est purement hypothé- 
tique, puisque en général la fonction «L' dépend de plusieurs transcen- 
dantes qu’il n’est pas possible d'exprimer exactement par des ares de cercle, 

300. Il est remarquable que la formule qui donne la valeur deL est absolu- 
ment de la même forme que celle qui donne la yaleur de l’angle résultant 
du développement sur un plan d’une portion de la surface du cône obli- 
que à base circulaire. Ce dernier angle est facile à trouver jusqu’à un cer- 
tain degré d’approximation , par de simples constructions géométriques, 
déduites des pyramides inscrites et circonscrites. D’ailleurs comme le’ cône 
oblique n’a de courbure que dans un sens, cette surface est censée plus 
simple que celle du sphéroïde qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte sur la sur- 
face du sphéroïde, comme étant réduit à une moindre difficulté, par la 
construction suivante, qu'on tire aisément de nos formules. 

Faites un triangle isocele pp’ tel que sa base pp' représentant l’axe 26, 
le côté pf ou Fe soit égal au rayon a de l’équateur, tirez pg de manière 
que l’angle p'pq = À. “re pq comme diamètre, décrivez un cercle pnq 
dont le ave soit perpendiculaire au plan du triangle p/q. Le cône qui a 
ce cercle pour base et pour sommet le point f, sera celui dont la surface 
étant développée sur un plan,,servira à décrire la ligne la plus courte sur 
la surface du sphéroïde donné. Pour cela soit QM un parallèle qui passe par 
tous les points des méridiens dont l’amplitude est @; on connaît déjà 8 par 
l'amplitude du point A sur le premier méridien PAE; d’ailleurs l'angle 6 
qui sert à foriner le DR AMENS n — cot*8, se retrouve tant par l'équation 
Faute 1 — COs € 
fP 


1 +cosÿ 


Il reste à déduire de l'amplitude donnée ®, Pamplitude « des fonctions el- 


btangA=c cos D, que par | Ja fig. 13, où l’on a 2 = tang* + 0 — 


he à toi Yépr É ___ cos à 
liptiques, ce qui se féra par 1 équation cos & = 5; OU par une construc- 


tion équivalente; ensuite de l’amplitude ©, on déduira l’angle gen formé 
dans le plan de la base du cône par le rayon qui termine le secteur dont 


46... 


Fig. 13 


et 11. 
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on a besoin; soit cet angle gen —{; on aura tang + —tang10 tang1w, 
a 4 .p+4 ®— 0 ) E als. 

ou tang + € = tang 8. ['tang —— tang 2—*] L’angle gcn étant ainsi 

déterminé, il ne s’agira plus que de développer dans un plan le secteur 

courbe gfn, et l'angle du sommet f sera égal à l'angle cherché 4, c’est-à- 

dire sera la longitude du point M de la courbe dont l'amplitude donnée est 


@. Cette amplitude au reste qui s'accorde avec la co-latitude au pôle et à 
l'équateur, n’est pas la même chose que la co-latitude. Soit L la latitude au 


-point M dont l’amplitude est @ , on aura tang L = 5 cot @. Ainsi on dé- 
duit aisément L de ® et réciproquement. 

La ligne la plus courte tracée sur la surface du globe terrestre, s’ap- 
pelle ligne géodésique. Nous avons donné les formules relatives au calcul de 
cette ligne, et en général au calcul des triangles sphéroïdiques dans Îles 
Mémoires de l’Institut, pour l’année 1806. 


APPLICATION A LA MÉCANIQUE. 


O0, a déjà vu dans le Chapitre VIII un usage fort remarquable de la 
plus simple des fonctions elliptiques, pour exprimer le temps employé à 
parcourir un arc quelconque dans le mouvement du pendule simple, soit 
que ce pendule ne fasse que des oscillations de part et d’autre de la ver- 
ticale, soit qu’en vertu de la vitesse acquise, il puisse tourner sans cesse 
dans L même sens autour du point de suspension. Nous nous proposons 
maintenant de traiter avec l'étendue convenable quelques-uns des problèmes 
de Mécanique auxquels les méthodes précédentes s'appliquent avec le plus 
de succès; et d’abord nous avons choisi, comme devant être pacs en pre- 
mière Pre le mouvement de rotation dun corps solide qui n’est sollicité 
par aucune force accélératrice , et le mouvement d’un corps attiré vers deux 
centres fixes. Ces deux problèmes seront l’objet de la première et de la 
seconde section. 

Pour parvenir aux résultats déjà connus, nous avons suivi assez exactement 
la méthode donnée par D’Alembert dans le tome IV de ses opuscules, et 
les méthodes données par Euler dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, 
ann. 1760, et dans le tome XI des Vovi Com. Petrop. Par ces méthodes, 
comme par celles de tous les autres géomètres qui ont traité les mêmes 
questions, on parvient à réduire la solution aux quadratures. Cétait un 
grand pas dans la carrière de la science, et un beau titre de gloire pour 
ceux qui, les premiers, ont su obtenir ces réductions ; mais le développe- 
ment ultérieur de la solution, l’énumération et la division des différens 
cas, la réduction des formules au dernier terme de simplicité dont elles 
sont susceptibles; enfin la possibilité de déterminer, avec tout le degré 
d’exactitude qu’on peut désirer, la position du corps et toutes les circon- 
stances du mouvement au bout d’un temps quelconque, sont autant de 
choses que la simple réduction aux quadratures ne donne point, ou ne 
donne que d’une manière imparfaite; attendu que les formules, qui s’adap- 
tent assez facilement à la première révolution, n’offrent plus rien de déter- 
miné, lorsqu'il s’agit d’embrasser, dans un même calcul, un ue quel- 
conque et un PO Dre indéfini de révolutions. Nous espérons dE à cet égard 
les développemens que nous avons donnés ne laisseront rien à désirer, et 
qu'ils mettront dans tout leur jour les avantages nombreux qu’on peut reti- 
rer, en pareil cas, de Pusage des fonctions elliptiques. 
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On remarquera sans doute que la seconde section, qui traite du mou- 
vement d’un corps attiré vers deux centres fixes, est fort étendue. Cepen- 
dant nous n’avons considéré, outre les cas généraux, que quelques-uns 
des cas particuliers que le problème renferme, lorsque la courbe décrite 
est située dans un même plan, et nous n’avons indiqué que très sommai- 
rement les points principaux de la solution, lorsque la courbe décrite est 
à double courbure; d’ailleurs nous avons toujours supposé que la courbe 
ne s'étend pas à l'infini, afin de ne considérer que des mouvemens perma- 
nens. On voit par là que cette matière aurait été coscepHBIe d’une: beau- 
coup plus grande extension; maïs dans le cadre étroit où nous Pavons ren- 
fermée, nous osons croire que les géormétres trouveront quelques résultats 
dignes a leur attention, peut-être même des vues nouvelles pour traiter 
le fameux problème des trois corps, dans d’autres hypothèses que celles qui 
servent de base aux méthodes ordinaires d’approximation. La seconde sec- 
tion est terminée par la détermination du mouvement rectiligne d’un corps 
attiré vers deux centres fixes; problème qui offre encore une assez belle 
application de la théorie des fonctions elliptiques. 

Dans la troisième section nous exposerons la théorie de l’attrartion des elhp- 
soïdes homogènes, considérablement simplifiée par la méthode de M. Ivory. 
On y remarquera que lexpression des forces donnée en un nombre fini de 
termes par les fonctions elliptiques de la première et de la seconde espèce, 
s'applique généralement à toutes les distances du point attiré, et à toutes 
les hypothèses sur les trois dimensions de l’ellipsoïde. | 

Enfin, dans la quatrième section qui traite de l'orbite décrite en vertu 
d’une ble centrale donnée, nous ferons connaître quelques cas généraux 
qui peuvent être résolus exactement par les fonctions elliptiques, et nous 
indiquerons la méthode qu’il convient d'appliquer aux autres cas. 
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Du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un 
point fixe. 


PL II, May Ks ) 
Fig. . 3017. Sorr A le centre de gravité, ou plus généralement le point autour 


duquel le corps peut tourner librement dans tous les sens. Soient AB, 


mn 
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AC, AD trois axes perpendiculaires entre eux, dont la position soit inva- 
riable dans l’espace. 

Imaginons une surface sphérique décrite du centre A, laquelle soit ren- 
contrée aux points B, C, D par ces trois axes; c’est à cette surface, consi- 
dérée comme immobile dans l’espace, que nous rapporterons tous les mou- 
vemens du corps; et, pour fixer les idées, nous donnerons le nom de pôle 
au point D, d’équateur au cercle BC, et A méridien à un grand cercle 
quelconque DX NÉE par le point D. 

Supposons qu'au bout du temps £ les trois axes principaux du corps 
soient représentés sur la sphère par les trois points L, M, N, formant le 
triangle LMN , dont les trois côtés et les trois angles sont de 90°. Il est évi- 
dent que la position du corps sera déterminée à chaque instant, si l’on con- 
naît celle des trois pomts L, M, N. Ainsi tout se réduit à déterminer, au 
bout du temps #, les arcs BX, LX, et l’angle DLM, en supposant toute- 
fois , que les axes AL et AM sont pris l’un et l’autre d’une manière déter- 
minée parmi les trois axes principaux du corps; de sorte que le choix 
de ces axes étant une fois fait d’après l’état initial du mouvement, Îles 
lettres L et M continuent d’être affectées aux mêmes axes. 

302. Soit AP le rayon sur lequel est situé le centre d’une molécule quel- 
conque du corps 4M. Soiert x, y, z les coordonnées rectangles de cette 
molécule, parallèles aux trois axes AB, AC, AD, et soit sa distance au 
centre =r= (x +7 +42); si l’on mène les trois arcs BP, CP, DP, on 
aura æ—=r cos BP, y =rcos CP, 3 = r'cos DP. 

De même si s, u, » sont les trois coordonnées de la même molécule, 
parallèles aux trois axes principaux AL, AM, AN, on aura s — r cos LP, 
u= r cos MP, v = r cos NP. 

Soit maintenant BX=—®9, LX—6, PL=—p et l'angle PLD —Q—%, 
Q étant la valeur de PLD lorsque 40, et w désignant là quantité dont 
cet angle est diminué dans le temps #, par le mouvement de rotation du 
corps autour de l’axe AL, mouvement qui est FUPROSE avoir lieu dans le 
sens BC. 

D’après ces élémens, il faut calculer les valeurs des coordonnées x, y, 3: 
pour cela, il faut considérer d’abord le triangle sphérique DLP , dans lequel 
on a les des côtés CHINE —6,LP=p, et angle compris PLD=Q — & ; 
on en déduira 


cos DP = sin 8 cosp + cos b sin p cos (Q — w), 
sin DP sin LDP = sinp sin (Q — w), 
sin DP cos LDP — cos cos p — sin 8 sin p cos (A — « ). 
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Par le moyen de cos DP, on connaîtra 3—r cos DP. Pour avoir x, il 
faut connaître BP; or le triangle DBP donne 


cos BP = sin DP cos (@ +- LDP ): 
de même par le triangle PDC, on aura 
cos CP = sin DP sin (® +- LDP). 


Soit donc rcosp =s5s et r sin ps", on aura les valeurs suivantes des coor- 
données x, Y, 3: 


. æ=—=Ss cos® cosÿ —s’ cos @ sin 8 cos (A — w)— s’ sin p sn(Q —w), 
y = sin @ cos Ü— s’ sin @ sin 8 cos(Q — w) + s' cos FLE FriSAs 
= 5 sin0+s" cos8 cos (Q — w). 


303. Dans l'instant dt, qu’on-suppose constant, la molécule dM acquiert 


ddx ddy ddz 


les vitesses Tor 7e» Suivant les axes AB, AC, AD. Or, d’après les 


principes connus, Îles molécules animées de ces différentes vitesses’ dirigées 
en sens contraires, doivent faire équilibre aux forces accélératrices. Dos 
si l’on appelle X, Y, Z les momens des forces accélératrices pour faire 
tourner le système autour des axes AB, AC, AD dans les sens CD, DB, 
BC, on aura les équations différentielles du mouvement comme il HE 


f{yrddz — zddy ) dM = Xd, 

[{zddx — xddz) dM = Yd!, 

f(xddy — yddx) dM = Zdr. is À 
Par la nature de ces équations, on voit que les différentielles ddx, ddr, 
ddz supposent s, s', @ constantes, et qu’au contraire les signes d’inté- 
gration supposent ces quantilés seules variables. 

304. Il s’agit maintenant de substituer, dans ces équations, les valeurs 
de x, y, 3, données n° 303; mais les propriétés connues des axes prin- 
cipaux serviront à abréger beaucoup le calcul. 

D'abord la figure et la constitution du corps étant données, nons Suppo- 
serons connues fre intégrales suivantes : 


f4M— À, JwdaM=B, fvdM=C 
au moyen desquelles les momens d'inertie du corps, considérés successive- 
ment par rapport aux oxes AL, AM, AN, seront B+C, A+C,A-+B. 
Soit & la valeur de langle. DLM au commencement du mouvement ; 
comme on à en même temps DLP=Q, on aura l’angle PLM = Q + «; 
d’où résulte cos PM = sin p cos (Q a) et cos PN= sinp sin (Q + &). 
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Mais on a rcos PM = et r cos PN — cos »; donc 
u = s" cos Q cos & — 5’ sin Q sin &, 
_p=s sin Q cos a Hs’ cos Q sin &. 


Ces équations donnent réciproquement 
L 2 


s’ cos Q = 4 cos à ++ » sin &, 
s’siù Q— 9 cos a —usin a; 
et puisqu'on a, par la propriété des axes principaux, /sud = 0, fs°dM=0, 
fuvdM= 0, il en résulte les intégrales 
fss’ cos QdM=o, fss" sin QdM — 0, 
f5's" sin Q cos QdM=— (C—B) sin & cos, 
fs's' cos QdM = B cos’ a + OC sin* a, 
_fs's sn QdM = B sin? + C cos°«. 
305. Si l’on exécute maintenant les substitutions indiquées, et qu’on 
fasse pour abréger, | 
Pr Len ju d 0 hé(s dede) Tape 
fe —— Cu sin Ÿ sin Paca (E RO) de cos4, 
= pute na y pc = cos (2 +28) | dB —(— Jdpcosbsin(2u-+2e), 


les équations du mouvement deviendront 
d(Pcosçg+Qsnp)=Xd, 
d(P sinp—Qcosp)= Yd’, 
d Ce + C)(dp+ a) — P cot | = Zdr. 
306. Ces équations se simplifient dans différentes hypothèses. Par exemple, 
si on a B=C, les valeurs de P et Q deviennent | 
P—(B— A) d9 sin 8 cos 8 + 2Bdo cosb, 
Q=(B+A) &, | 
et l’une des trois équations du mouvement DD être > remplacée par la sui- 
vante : 


2Bd(d@ er déner — (X cos® cos0 + Y sin ® cosb + Z sin À) de’. 


Le cas de B=—C a lieu lorsque les deux axes principaux AM, AN sont sem- 


blables entre eux, de sorte que.les momens d'inertie, par rapport à ces deux 
EMI 47 


sin 0 


Fig 
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axes, sont égaux. Tous les solides de révolution homogènes et une infinité 
d’autres corps sont dans ce cas. 

507. L’angle & disparait du calcul dans le cas # B —C, parce que tous 
les axes RE u LEE ES à AL peuvent être considérés ee comme des 
axes principaux, En général, on peut faire 4—=a dans tous les cas, en pre- 
nant la directrice AD dans le plan où se trouvent les, deux axes principaux 
AL, AM au commencement du mouvement. Mais comme la supposition 
de 4—0 ne simplifie pas le calcul et ne fait disparaître aucun terme, il 
vaut mieux laisser à tel qu'il est, et se réserver la liberté de déterminer la 
directrice AD, de manière à faciliter les intégrations. On ne tardera pas 
a en voir un crétAuIes 


Application de fcesjormules au cas où les forces accélératrices sont nulles. 


308. Dans le cas où les forces accélératrices X, Y, Z sont nulles, les 
équations du n° 305 s’intègrent d’elles-mêmes, et on a les intégrales 


P cos ® + Q sin 9 — A'de, 
denis — Qcos? == B'd, 
(B+C)(do+ — P cot8 — Cdt. 


sin 0 
Or, on peut toujours prendre la directrice AD telle que les constantes A” 
etB' = Kdt, K étant 
une nouvelle constante; de sorte que les équations du mouvement seront 
[n!— cos (20 + 2a)] dp sin 8 cos — dB sin@ sin (20 + 24) 


+ (n + 7) do cosô—0, 
[nr — cos (20 + 2œ)] dû + dp cosbsin (20 + 2&æ) —0, 


da 
de += Kdi, 


CHB+oA ,  CLB—2A 
TER ?TTC-E 

309. Avant d'aller plus loin, il faut füre voir comment, d’après l’état 
initial du mouvement, on peut déterminer la directrice AD, de maniere 
que les constantes A’ et B’ soient nulles, ainsi que le supposent ces der- 
nières équations. 

Au commencement du mouvement, où lon a t=0, © —0, ®—0, soit 


où l’on a fait, pour abréger, 7 = 


2. AF Paxe de rotation primitif autour duquel le corps: tourne avec la vitesse 


angulaire: W:dans le sens LI, et soit la distance LL €« On peut sup- 
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poser € << 00°, parce que si € était plus grand que 90°, on prendrait, au lieu 
de L, l’autré extrémité du même axe AL. 

Soit en même temps M lextrémité dé l’axe principal AM, dont le moment 
est À +C : nous supposerons que l’angle ILM est adjacent à l’angle DEZ, 
déterminé par la direction du mouvement ; c’ést-à-dire que ces deux x 
sont formés de différens côtés de larc LI; d’ailleurs l’angle ILM, qui est un 
angle donné et que nous HARAS NUE it peut être CE petit ou ARE 
grand que 00°. 


L’arc LM étant donné, de position par l’angle L, l'arc LN, où se trouve 
situé le troisième axe principal AN dont lé moment est AB sera éga- 
lement déterminé en prenant, du même côté que L£ par rapport à ML, 
l'angle MLN = 90°. ‘ 

‘810. Cela posé, soit y là valeur initiale de 8, on aura DL = 2 7 — 7. 
D'ailleurs on a supposé, au commencément du mouvement, langle... 
DLM = à ; ainsi, pour connaître la position du point D, il s'agit de déter- 
miner les quantités & ét y par la condition que les constantés A’ ét B° 
soient nulles, ou qu’on ait au commencement du mouvement P =, 
Q=0o! 

LZ étant Parc décrit dans le premier instant par le point L, on à 
LZ= Wdi sine; du point / menant /m perpendiculaire sur DL, où aura 
Lm = W dt sin esin(L4) et ml W dt sin e cos(Li=a). Pendant que le 
point L parcourt l'arc L/Z par son mouvement de rotation autour de f, le 
point D, en tant qu'il désigne l'extrémité d’un axe AD fixe dans le corps, 
parcourt l’arc Dd = WV di sin DI perpéndiculaire à DI; d’où il suit que le 
corps tourne autour de l’axe mobile d’une quantité DLd— Nue = 
c’est la valeur ns de do. D'ailleurs Lx est la valeur initiale de — dj, 


et l’angle LD/ où = 


mouvement, 


_ est celle de d9 ; donc on a, au commencement du 


dé ; ’ 
E- —= W sinesin(L—«), 


dg W sins 

SRE jerome (a), 

du co y e0$ 6 — sinysine cos ( L — «) 
de wv( to} pihsinene (+ 2) 
o 6 , cos y 


Substituant ces valeurs dans les équations PÆo,Q=—o, et faisant én même 
temps œ—0o, 0—, on aura | 


"Ag ENS 
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. o=(n!/— cos 2@)sin ysine cos(L—@) + Siny sine sin 2œsin (L—«) 
+ (n+n) cosy cose—(n+n!)sinysine cos(L—«), 
O— (7 — cos24) sin sin (L— a&)— sine sin da cos(Li —«). 


La Soon dé se réduit à z sin (L—æ)—sin RP d’où lon tire ! 


| ES a=7 “ P {ang L; 


A L € 
et substituant cette valeur dans l’autre, il en résulte 


C+A cosL, giali ‘A+B sinL 
C+B Lo a rl TT CHB'sna 


Pet ang LE LE 


tang €. 


On voit que la détermination du point D par la tangente de Parc DL, et 
celle de l'angle MLD, ne laissent aucune ambiguité, et qu’ainsi on est as- 
suré de satisfaire, d’une manière générale, à la condition que les constantes 
A'et B'soient nulles, ce qui simplifiera beaucoup la solution du problème. 

Les données qui ont lieu au commencement du mouvement font connai- 
tre en même temps la constante K, dont la valeur est 


:W cos s 
siny - 


311. Nous remarquerons qu’on peut déterminer la position ‘du point 
D relativement aux axes principaux AL, AM, AN, par dés formules plus 
élégantes, et qui feront découvrir une belle propriété de la directrice AD. 
Ayant fait IL =, on fera semblablement IM— £'; IN — 6”; soit de plus 
DL=p=ir—7y,DM=p", DN = p". Dans le triangle LIM, où le côté 


LL ( | 
LM est de 90°, on. a cos ILM — _— ; donc cos L—%", ; de même dans 
sin il sin £ 
le triangle ILN, on aura sin LT L qui ont 
un côté de 90°, donneront Me rsb cos ce A et sin & = CSP", : 
sinp sinp ? 
donc \ 
tang =: id AE ang L 2. éd L 
Fe 1: Cos é \ 


tang æ __A+B. 
tangL A+ C? 


cos p" (A + Be cos s 
À cos p' Tai (A +0) cos 


Il est remarquable que la quantité (A +C) cos &’ représente le moment d i- 
nertie de Paxe AM multiplié par le cosinus de la distance IM, de même que 


Mais on a trouvé 
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(A + B) cos €” représente un semblable produit pour l’axe AN. D’après l’é- 
quation précédente, on peut présumer qu'il existe un semblable rapport 


A+C L, 
entre cos p' et cos p. En effet, si dans l'équation coty =; TC GC‘ LEA LMRDS:E) 
sinp cosL  coss sinp 


on substitue lés valeurs éot y , On aura, en ré- 


COSp? cosæ  Ccosp'" sins 
duisant , 

cos p" ___ (A +C) cose' 

cos p 7 (BÆC) cos:? 
ce qui est la propriété mentionnée. 

Puisque les quantités cos p, cos p', cos p” sont Dopanonne res se 
tivement aux quantités (B + C) cos €, (A + de cos €, (A + B) cose” 
puisqu'on a d’ailleurs cos® p + cos’ p'' + cos p'= +, il s’ensuit que si l’on 
fait, pour abréger, 

1 PHBTEUE COS? E + Son C} cos* e H (A + B}° cos” €}, 
on aura - 
cosp = PT tn md, cos s cos p'=— mére cos &” Li 

Ces trois cosinus déterminent la position du sauts D, et on voit que ce 
point sera le même, quel que soit celui des axes principaux qu’on prend 
pour AL, et auquel on rapporte le mouvement du corps; car l'échange qu’on 
peut faire entre deux des trois axes principaux , ou entre deux des trois let- 
tres A, B, CG, ne change en rien les trois distances p, P', p', qui sont tou- 
jours ka mêmes pour. le même axe, 

Ce théorème très remarquable prouve qu'il ya toujours un point fixe D 
dans l’espace, tel qu’en rapportant à la directrice AD les mouvemens de 
rotation d’un corps de figure donnée, les constantes A’ et B’ sont nulles ; 
il prouve de plus que ce point est, le même, quel que soit celui des trois axes 
principaux auquel on rapporte les variables @, « , 0. 

312. L'intégrale 5j 5 Ar nalie dM , prise dans toute l’étendue du corps, 
représente la somme des forces vives du système ; si l’on substitue les va- 
leurs de dx, dy, dz, et qu’ensuite on effectue l'intégration pour toutes les 
molécules du corps, cette quantité aura pour We 


ET BC cos (20 + 2a) | Ÿ + (B+C) É male; æ sin ) 
ne dan ou (ae 20] fes cos” 8 
AG B) À és cos À sin (20 + 20); ; 


Fig. 5 
et 6. 
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et d’après les équations du n° 308, elle se réduit à 


B° cos? & + C? sin° æ — A° 
(B+C) K> L: + Ne ere cosy | 
Donc la somme des forces vives est constante, lorsque les forces accéléra- 
trices sont nulles. 

Cette quantité peut se présenter sous une forme beaucoup plus simple. 
En eflet, si l’on substitue les valeurs cos* æ cos y = cos? p', cos’ y sin & 
W cos « 

cos p 
ment les valeurs de cos p, cos p', cos p", en cos €, cos &', cos &”, on trouvera 
que la somme des forces vives se réduit à cette expression très simple : 


, et qu’ensuite on substitue égale- 


= cos" p”, cos y = sin°p, Kk — 


PUR 


(B+C) W* cos*e (A HG) WA? cos’ € + (A + B) W" cos° e 
On obtiendrait directement ce résultat en considérant que la vitesse W au- 
tour de l’axe AI se décompose en trois vitesses, W cose, WV cos e', WV cos 6”, 


autour des axes AL, AM, AN. 
Solution du cas particulier où l’on a B—=C. 


313. Alors l'axe AL, par rapport auquel on considère le mouvement, 
n'est point semblable aux deux autres, qui sont semblables entre eux, et les 
équations générales deviennent 

(B — A) d? sin 6 cos 0 + 2Bdo cos 0 — 0, 
(B—+ A) À — 0, 
da 


: d B d 
On entire8 = const. =, ” — res De et TIES Fe TE D K-&in y. D’ail- 


A +B 
leurs on a, dans le même cas, « = L et cot y — . tang €; c’est-à- 


dire qu'il faut prendre le point D sur l’aré LI à la distance LD — go — >, 
déterminée par l’équation précédente. 

Donc le mouvement du corps, après avoir été imprimé autour de l’axe 
AT dans le sens BC, se continue ainsi. L’axe principal AL reste toujours. 
également incliné à la directrice AD , et tourne uniformément autour de 


ù % s d@ W sinIL 
cette directrice avec une vitesse = — pr dans le sens BC; pendant ce 


mouvement, les autres parties du corps tournent autour de l'axe mobile AL: 
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7 do W sin DI 
avec une vitesse = DL » 


le sens CB, si À < B. 


dans le sens BC, si on a A © B, où dans 


Développement des formules générales. 


314. Revenons aux équations générales de l’art. 308. Si l’on éhimine d@ des 
deux premières, on aura 

2 sil . k H 
CE — cos (260 + 2a) | dB sin 0 — d> cos 8 sin (20 + 24) —0 ; 
équation qui, étant multipliée par cos 8, a pour intégrale, 


C°+B:—2A* | 
cos* 8 TL mu 608 (20 + 2a) | = const. 

Lorsque £ — 0, on a ® = 0 et 8= y; donc si l’on fait, pour abréger, 
CB PA 
7 C—B 

41 _(#m—cos2x) cosy 
() cos Û — M COS, (2.0 +24)” 


Nn= , On aura 


Cette équation établit d’une manière générale la correspondance entre l’an- 
gle 8, qui détermine la position de l’axe principal AL sur le méridien mo- 
bile DL, et l'angle w, qui détermine la position du corps par rapport à Paxe 
AL. Il faut observer d’ailleurs que langle © exprime la quantité dont l’an- 
gle DLM s’est accru pendant le temps 4; de sorte qu’on a en général DLM 
— © - à. Pour savoir quel est le signe de æ dans les premiers instans du 


mouvement, il faut reprendre la première valeur de & donnée dans Par- 
ticle 310 , laquelle peut être mise sous cette forme 
a W cos: (C?—B?) 
” 2(A+B) (A +0) 
Ainsi les premières valeurs de æ auront le même signe que (C° — B*) 
(cos 24 — m). 
Les deux autres équations du mouvement sont en général 


(cos 2œ — m). 


mn — m do 
(2) Ka — co Ge ann sn? 
(3) de == Kdt — = 
W cos & ,2(A+B) GAHC) 


où l’on a K = 


ein yo etr—m—= Ca I te 


376 APPLICATION À LA MÉCANIQUE, 


315. Il s’agit maintenant d’intégrer, par les moyens ordinaires, les deux 
dernières formules auxquelles nous sommes parvenus ; l’équation finie (1) 
servira en général à exprimer les deux variables w et 8 par le moyen d’une 
troisième L, qui croît continuellement avec le temps ; l'équation (2) don- 
nera la relation entre t et + ; et enfin l'équation (3) fera connaître la va- 
leur de ® en fonction de +} , ce qui complétera la solution du problème. 


Dans cette recherche, il faut surtout faire attention à la quantité cons, 
tante m = SES car selon que cette quantité sera plus grande ou 
plus petite que l'unité, le corps aura différens mouvemens par rapport à 
son axe principal AL. | 

316. Nous avons déjà dit que les momens d'inertie par rapport aux axes 
principaux AL, AM, AN, sont respectivement B+ C, AC, À +B. 
Ces momens jouissent ,. comme on sait, de la propriété de maximum ou de 
minimum, relativement à tous les axes qui passent par le point À ; et comme 
il n’y en a que deux qui puissent jouir de cette propriété d’une manière 
absolue, le troisième, qui n’est ni maximum ni minimum , sera relatif à un 


axe qu’on peut appeler l'axe principal moyen. Maintenant il est aisé de 
voir que la quantité ee , abstraction faite de son signe, ne peut 
être plus petite que l’unité, que lorsque AL sera l’axe moyen. Alors À sera 
moyen entre Bet C, et à moment B + C sera moyen entre les niomens 
A +HCet IN + B. 

C? + B'— 21° 


Dans tout autre cas, la quantité Temp ii » positive ou négative, sera 


plus grande que Vunité, et l’axe AI sera l’un des axes extrêmes ,osavoir, 
Paxe du plus grand moment, si A est la plus petite des quantités A, B, 
C, et l’axe du plus petit moment, si A est la plus grande. Au reste, on voit 
que le problème sera résolu complétement, en considérant le seul cas où 
m est plus petit que l’unité, puisque AL étant un axe principal choisi à 
volonté, rien n’empêche de supposer que AL est l’axe moyen. Cependant, 
pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, et pour appliquer les 
résultats des formules au mouvement des planètes qui ne paraissent pas 


tourner autour de leur axe moyen, nous considérerons aussi le cas où 
est plus grand que l’unité. 


* ‘Première solution, AL, étant l'axe moyen. 


517. AL étant l’axe,moyen, il faut, comme nous l’avons déjà dit, que A 
soit moyen entre B et és et qu’ainsi he quantité #2, abstraction Bi de son 
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signe, soit plus petite que l’unité. Nous supposerons de plus, ce qui ne 
diminue en rien la généralité de la solution, que AM est l’axe du plus 
grand moment, c’est-à-dire qu'on a CB; ainsi l’ordre de grandeur entre 
les quantités A, B, C, données par la figure et la constitution du corps, 
sera GC > À > B. 

Puisque 7» est 1, l’équation entre w et 6, savoir, 
(cos 24 — m) cosy 


Adi bee ni 
cos’ Ü — cos (20 + 22)— m° 


fait voir que © ne peut s'étendre depuis o° jusqu’à 180°; car si cela était, 
il y aurait une valeur de © qui rendrait le dénominateur cos (2®+-2&)—m 
nul, et cos@ infini. Donc le corps ne peut faire que des oscillations plus 
ou moins grandes autour de son axe moyen. En même temps la valeur de 8 
sera comprise entre certaines limites, de sorte que axe AL ne pourra s’éloi- 
gner que jusqu’à un certain point de la directrice AD, et son mouvement, 
par rapport à cette directrice, sera une sorte de balancement ou de nuta- 
tion dont il faut déterminer la quantité. Pour cela, nous distinguerons 
deux cas, selon que cos 2& — m est positif ou négalif. 


Premier cas : cos 24 —m=p". 


318. Dans ce cas, on voit d'abord que cos (20 + 2@) — m doit tou- 
jours être positive ; car cette quantité, qui est positive lorsque © — 0, ne 
peut devenir négative sans passer par zéro, et alors cos Sérait infini. 

On a vu (n° 364) que l’angle & peut être plus petit ou plus grand 
que 90°, sélon la position Kitiele de lP’axe AM. Supposons d’abord « _< 90°, 
et soit pris un angle w << 60°, tel qu’on ait 


COS 2 — 77 Sin? y, COS 24 COS*? ; 
cette valeur donne , 


COS 24 — COS 2u = ( COS 22 — m.) sin y=p° sin°y: 
ainsi on aura w >> «&. Cela posé, l'équation (n) donne 


cos (20 247) — cos 24 __2sin(o+a +4) PPrarne), 


D 0 = —""—"" —" — 
| cos (20 +22) — m :Cos (2022) — 7m 


d’où lon voit que & positif a pour limite (y — à), et'que © négatif 
a pour limite —( RAS Pétendue totale d’une oscillation est mesurée 
par l'arc 2u << 180°. 1 | | | 
319. Il convient, pour la facilité dû calcul; dé faire commencer le temps 
2 hu 48 


Fig. 3. 
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au miléu d’une oscllation, cé qui revient à faire a —= o dans nos formules. 
Soit alors 8 — 6 6, et on aura les équations | 


ÿ—(1—) cos” 6 
COS 24 — m2 


: À COR 2. . « 
Le cas de &—0 suppose L— 0; d’ailleurs on a A > B; ainsi létat ini- 
üal du mouvement est représenté par la figure 3, où lon a LT — 6e, 


; C+A Æ s 0 à 
tang DL = coté = à Lg tange, ce qui donne DL° > L°[°; dans ce même 


1 do , ue . 
cas, la première valeur de 7 (art. 314) étant positive, les premières valeurs 


. I TL. 
cos > SNL sin° 6. 


de © sont positives. 

Nous savons d’ ailleurs que'les limites de w sont +4 et LL 4 c'est pour- 
quoi nous ferons | 
tang © = tang pr sin +, 

Ÿ étant un angle qui est nul lorsque = 0, et qui croit indéfiniment avec 
le temps, comme le calcul le prouvera. | 

De l'équation précédente on déduit une valeur de cos 2, qui étant 
substituée dans celle de sin* 8, donne 
sin° 6 cos*w cos À 


SUN QE SO, 
cos? — (sin°6 — sin°ye ) sin? Ÿ 


sin 6 — sin°ye 14m 4 us: 508 E RH. 
——— = —— tang n aura 1—C = ; AINSI C 
cos? I— 7 Lang fe, OR AU cos? pm? 


est << 1, et on'aura 
sin6 cos Ÿ 


sin 02 2. 
| V(1—c sin +) % 
On donne le signe + au second membre, parce qu’en faisant 4 —0, on 
doit avoir 1—6. 
20. Cela posé, la correspondance. entre les quantités ©, 8 et 4, pen- 
dant les quatre premières demi-oscillations, sera telle qu'il suit : 


Ÿ 


Soit donc «= 


0° : 00°, 100, 727084 3007 

œ 0; BH ; 0, #H;, 0, 

P—6 

Dans la prémière demïi-oscillation , le point L parvient de L° en B ou L'; 
en même temps l’are LM parvient de la position initiale L°M° à la position 

L'M', qui fait avec le méridien l'angle DBM'=—y. (Dans la seconde demi- 
ME le point L continue son mouvement de nutation de L' en L2, 
où lon a = — 6; en même temps l’are LM revient de la position L1M', 


If 


) 0 ; —6€, 0; 
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dans laquelle il est le plus éloigné du méridien, à la position LM°, dirigée 
dans le sens du méridien. Dans la troisième démi-oscillation, le pomt L 
revient de L* à L# ou B; en même temps l'arc LM s’écarte du méridien 
dans le sens opposé, et parvient de la position L#M* à la position LM”, 
qui fait avec le méridien l'angle DMB*— y. Enfin, dans la quatrième demi- 
oscillation, le point L revient de LS ou B à Le, et l'arc LM revient de la 
position LMF à la position L°M°. De sorte qu’au bout de deux oscillations, 
les choses sont rétablies dans le même état qu’au commencement du mou- 
vement. 

Ces mouvemens d’oscillation et de nutation, mesurés par les variables » 
et 8, sont d’ailleurs indépendans du mouvement du méridien lui2 même 
autour du point D, lequel est mesuré par Pangle ®. 

321. Ces résultats supposent & << 90°. Si l’on a &> 90°, soit æ— 180° — a, 
on aura &'< 00°. Par cette substitution, l'équation (1) sera la mème que si 
l’on changeait simplement le signe de w, et qu'on mit æ/ à la place de a. 
La valeur de x étant déterminée semblablement, on aura > &', et les 
limites de © deviendront —{(u+ 4!), +(u—ax); de sorte que l'étendue 
d’une oscillation sera toujours mesurée par l’arc 2m; et si l’on fixe l’époque 
du mouvement au milieu d’une oscillation, cela revient à faire, dans la 
formule primitive, & = o ou & = : 80°, ce qui conduira toujours aux mêmes 
résultats que nous avons trouvés. En effet, on voit immédiatement que la 
valeur & — 180° amène l’axe AM sur le méridien DL, comme le fait la 
valeur 4 —0, avec cette différence, qu'au Keu du point M, on doit 
prendre l’autre extrémité du même axe principal, dont le moment à été 


supposé ÀA+C. 


Second cas : m—cos2æ = p°. 


322. Alors l'équation ( 1) prendra lune ou l’autre des formes suivantes : 


M — COS 24) COS” 
cos? 0 — Ch 82087 
mm — COS (24 + 24) 
sn0— #7 sin*y + cos 24 cos? = cos (26 + 24) 


MD — COS ( 20 + 24) * 


où l’on voit que m—cos(2® + 2&æ) doit toujours être positif. 
Supposons d’abord & << 90°, et soit un angle < 90°, tel qu'on ait 


COS 2 —= — m sin — COS 2& COS°Y , 


on aura cos (180° — 2)— cos 2@ = (m=— cos 24) sin°y==p" sin y; donc 
48. 


Fig. 4 
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p'> 90°—&. Cela posé, pour que sin 8 soit positif, il faut que cos(180°—w) 
— COS(20 + 24) ou. 2 sin (90° — y + © H à) sin (æ + à + — 90°) ‘soit 
positif. Donc © positif a-pour limite (90° Æw— ax), et © négatif a pour 
Hmite — (a + ue — 90°); d’où il suit que l'étendue d’une oscillation est 
encore arc 24 << 180°. 

323. Si l’on prend pour époque du mouvement le milieu d’une oscillation, 
ce qui revient à faire dans nos formules, 4 —90°, et qu’en même temps 
on fasse 0—6€, les formules deviendront 


1+m)cos 6  . 1m . 
(C'eurs RER sin pe —= TC Sins €, 
m — cos 2œ 2 


cos’ 0 — 


Le cas de & —090° suppose L=—90°; ainsi l’élat initial du mouvement est 
AB 
CHEB 


et comme on a A > C, il s'ensuit que DL° << I°L°. Dans ce cas, la première 


représenté par la figure 4; où l’on a L°1°—&, tang DL'=tcôt6— = tange; 


k do à à : 
valeur de 7; ayant le même signe que cos24æ—m, est négative; donc les 


premières HART de © sont aussi négatives. 
Puisque les limites de © sont encore — y el +, et que lès premières 
valeurs de sont négatives, nous supposerons 
tango = — tangp sin, 
et il. en résultera CARPE EN A 
sin 6 cos Ÿ Gi 
VCr — c’sin°Ÿ)? à de Fe 
Agées 
sin _— é — 7 tangs L. 
324. Voici, d'après ces formules, la correspondance qui a lieu entre les 
trois variables ©, 4, A pendant les quatre premières demi-oscillations, au 
bout desquelles l’axe. AL et la situation du corps, à l'égard de cet axe, 
sont rétablis comme ils étaient au commencement du mouvement : 


sing =; 


en prenant, comme dans le premier cas, © — 


dj =,0, 11.00% (461805 6123507 50p?, 

Do 65. a 9’ ap ET Da 

0—=6 si à et ps 6 ; 0» 
Au premier instant, l’are LM est dans la situation L°M°, qui fait un augle 
droit avec le méridien DL; c’est donc alors Paxe AN qui se trouve situé 
dans le méridien. Du reste, on explique, par la figure 4, la correspondance 
des mouvemens d’ oc HRÉ DE et de DÉSUDES comme on l’a fait par la fig. 3 
dans le premier cas. | F 
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Si l’on avait & > 90°, on ferait &=— 180°— «/, et on parviendrait abso- 
lument aux mêmes conclusions. 

325. Il résulte de l'analyse précédente, que le mouvement d’un corps, 
considéré relativement à son axe moyen, présente deux cas dont voici les 
caractères distinctifs. 

Premier cas. Dans chaque oscillation il y a un instant où l'axe moyen 
AL, l’axe du plus grand moment AM, et l’axe de rotation instantané AI 
sont dans un même plan avec la FANS AD. Cet instant est le milieu 
d’une oscillation, époque où l’axe moyen est dans sa plus petite ou sa plus 
grande distance à l’égard de la directrice AD. Les formules données pour 
ce cas (art. 319), supposent que le temps commence à une de ces époques 
où le point L est le plus près de D. 

La distance IL étant connue au premier instant, et désignée par €, on 
trouve la distance DL=— 90° —6, qui donne la position de la directrice 
AD par la formule » 


tang DL = cot 6 — athée 


B+cC 

ainsi on a toujours, dans ce cas, DL'> IL. 
Connaissant 6, qui détermine la nutation de l’axe moyen, on a la quan- 

tité w, qui détermine l’étendue des oscillations par la formule sin 


lang €; 


_ TT sin* 6. Cette quantité w est toujours plus petite que 6, et à plus 
SRI it -e.B; 
ET C2? — B2? 


) Dans ce premier cas, le troisième axe 


il s’ensuit 


forte raison plus petite que 90°; et puisque 


qu’on a aussi sing << VE 


principal AN, qui a le plus petit moment À + B, ne peut jamais se trouver 
sur le méridien DL; car la plus petite valeur de Tics DLN est 90°—w, 
dans un sens ou du l’autre. L 

Second cas. Si l’on change B en C, et réciproquement, tout ce qu’on à 
dit du premier cas s’applique au second. Cest donc alors l’axe du plus 
petit moment AN, qui, au milieu de chaque oscillation, se trouve dans un 
même méridien avec l’axe moyen AL et l’axe de rotation instantané Al. 
L’axe du plus grand moment AM est toujours à une distance du méri- 
dien DL, qui ne peut être momdre que 90° —#. 

Dans le second cas, la distance DL se détermine par l'équation 


tang DL — cote = G tangé; 


A+B 
pt 4 es B+C 
ainsi on a toujours DL <IL. 


Fig. 4. 
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Au reste, ces deux cas se traitent analytiquement de la même manière, 
puisque la permutation des lettres B et C change 77 en —m, et qu’ainsi 
les formules trouvées pour le premier cas, s'appliquent également au second, 
comme on le verra ci-après. 

Ïl ne reste plus à examiner que le cas où l’on‘aurait m— cos 24 = 0: 


Troisième cas: cos 24 — m = 0. 


326. Alors l’équation (1) donne w — 0; ainsi le corps n’a aucun mou- 
vement autour de son axe moyen AL. Pour déterminer les deux autres 
variables 8 et @, il faut recourir aux équations (2) et (3) du n° 308, les- 
quelles donnent 


dô is sin 24 | 
COS Ê nn — cos 24 ?; ÿ 
d@ = Kdt. 


0 | 
Il en résulte d’abord 9 = K4£, ce qui prouve que le mouvement de l’axe 
moyen AL autour de la directrice AD est uniforme. 


K sin 24 dB à itéh 
——— —= 1, on aura ———— dt; ce qui donne, 
n— C0 24 cos 


Ensuite si on fait 
en intégrant, 
l'tang (45°4+ 2080) = l'tang (45°+ 27) — ce, 

tang (45°++0)= eT" tang (45° His). 
En faisant 4— «, on aura 8— 00° ou 8=—090°, selon que à sera négatif - 
ou positif; c’est-à-dire selon que & sera plus grand ou plus petit que 90°. 
Alors l'axe moyen sera réuni avec la directrice AD, dans un sens ou dans 
l’autre, et le mouvement de rotation autour de ces axes réunis, continuera 


ou 


de . L] à LL L] d 
de se faire umiformément avec la vitesse angulaire ; = K. 


Et quoique cette réunion des deux axes n’ait lieu rigoureusement qu'après 
un temps infini, cependant la rapidité avec laquelle croît ou décroît l’expo- 
nentielle e", permet de regarder ces axes comme sensiblement réunis après 
“un temps assez court. | 

327. Voilà donc un nouveau cas très remarquable où l’on peut déterminer 
exactement et d’une manière très simple le mouvement d’un corps de figure 


quelconque : c’est lorsque la valeur initiale de l’angle ILM, que nous avons 


- B? C2 2 s | 
appelée L, est telle qu’on a cosoa = m= abtenie nt Cette valeur, com- 


SECTION I... 383 


; : A+B — BC—A* 
binée avec l'équation tang &æ — A EC tang Le; donne cos 2L — A(C—E)? ou 
A—B}} CH A 2 pit | H pe 
tang® LS PBN ET . Ainsi, pourvu que l'axe de rotation primitif A 


soit placé sur Parc LI, déterminé par la valeur précédente de tang L, le cas 
dont il s’agit aura lieu : Parc LT pourrait d’ailleurs être situé de l’autre côté 
de larc LM, ce qui donnerait toujours le même cas susceptible d’une solu- 
tion très simple. ( 

328. Ayant développé léquation (r), qui contient la loi générale des os- 
cillations du corps autour de l’axe moyen, et de la nutation de cet axe, nous 
allons procéder à l’intégration des équations (2) et (3), qui feront connaître 
les variables © , 8 et ® au bout d’un temps quelconque t, Il suflira, pour cet 
objet, de considérer les formules de l’art. 319, puisqu'elles mess ess celles 
du second cas. 

Reprenons donc les formules 


k s 1—m : 
tang © — tang pe sin  , sin° uw — sin® 6, 
, sin 6 cos I cos° 6 
sn 0 = ——— Ÿ PE ane mx 2, 


vVa—e RASE —_ cos? x 
d’où l’on déduit | 
G—m)(1—csin#) do __ tang # dY VC —c° sin) 
1 tang*gsin®® ? sin sing — siné “ 1 + tang? x sin° à ‘ 


COS2d ns 


Substituant ces valeurs dans l'équation (2), où il faut faire 4— 0, on aura 


___n—m tangx dY . 
Kat = 1—m° sin6 ‘ (1—c*sin° ÿ) ? 


W cos: n—m NA aiC 


DE Fr 
d’ailleurs K — 2 sde met donc si on fait 
___ Wcose A—B 
7 lang * A+C? 
on aura 


AU d} 
er 


HET A, 
Ainsi étant donnée une valeur quelconque de l’angle À, on pourratrouver 
la valeur correspondante du temps #, et réciproquement. 


329. Soit Tr le temps d’une demi-oscillation, qui est aussi celui dite 
demi-nutation, on aura ir =F'c, et par PE ce temps pourra être 


et en intégrant 
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déterminé avec toute la précision qu’on voudra, par le moyen de la fonc- 
tion complète Fc. | 

Lorsque le corps différera peu derla figure sphérique , la quantité L sera 
très petite et T très grand ; de sorte que les mouvemens d’oscillation et. de 
nutalion seront très lents. 

Soit «L' la valeur de 4 qui répond à un temps quelconque # < T; si l’on 
fait en général 4= 2krÆ 1, À étant uv entier quelconque, on aura 

d=2k.irÆEn 

La constante Tr étant une fois calculée avec toute la précision nécessaire , 
par la théorie des fonctions elliptiques , on déterminera exactement l'angle 
À pour toute valeur de £ multiple de Tr. On pourra même déterminer algé- 
briquement cet angle pour une infinité d’autres valeurs de #, commensura- 


. ? Te Lt , , 
bles avec T; car on sait que l’équation - F'e = F (c, 4) est résoluble algé- 
T 
| é 
briquement , toutes les fois que - est rationnelle. 


330. Dans tous les eas, on pourra, par l’équation # = F (c, À), déter- 
miner aussi exactement qu'on voudra l’angle 4 au bout d’un temps quel- 
conque £; l’angle 4 étant connu, on connaîtra la distance 90°—8 de l’axe 
AL à la directrice AD, et l'angle © ou DLM qui fixe la situation du corps 
par rapport à l'axe AL, au moyen des formules 

sin6 cos Ÿ 2 
V/(1—c* sin? 4)? 
où il faudra se rappeler que « est toujours compris entre les limites w et 
— u, de même que 8 entre les limites + 6 et — 6. 

331. Il ne reste plus qu’à déterminer l'angle ® , qui fera connaître, au 
bout d’un temps quelconque #, la position du méridien DL. Or si, après 
avoir fait &— 0 , on substitue dans l'équation (3) les valeurs 


lang © = tang pm sind, sin0 = 


you da tange dy 
( cos 20 — m) sind — (G—m)sin6 " (1 —c sin ÿ)? 
2 
n — COS 20 —=Nn ER Er —— 
Le 1 + tang* & sin*\ ? 
on aura | 
ApUe 2 tang n +1 dy dis 
ÊT (i—m)siné \ 2 °° p(i—csin4)  (1+Htang' sind) /(1—c?sin*ÿ)/? 
; ATIE 2tangu sin6 
d’où Pon tire, en intégrant et observant que TE = =", 
(1 — mn) sine sin # COS æ 


né n + AT F 
Q= ne | F4) — (ang ue, 4) |. 
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Dans cette formule, I (tang* u, L) désigne la fonction elliptique de troi- 
sième espèce, dont tang* w est le paramètre, c étant d’ailleurs le module 
commun aux deux fonctions F et I]. 
332. La valeur de ® correspondante au temps d’une demi-oscillation, se 
trouvera en faisant À = 90° ; si l’on désigne cette valeur par ®, on aura 


A EE: FT: (tang* us) |. 


sin # cos 


La fonction complète I" (tang° &) pourra s’exprimer par des fonctions el- 
liptiques de la première et de la seconde espèce, au moyen de la formule du 
n° 107 ; mais pour cet objet, il sera bon de donner une autre forme à cette 
formule. | 

333. En suivant les dénominations de l’article cité, soit À un angle tel 
sin 4 


Root et cos À == 
A(6, 6) HAE DE M 


que tang ÀA= A , Ce qui donne SE À=s 
par les propriétés connues, 

F (2,8) + F (8,2) = F6, 

E (8,8) + E (8,a) = E'6 + 8° sin8 sin. 
Au moyen de ces équations, on éliminera F (2,6) et E (4, 6) de la valeur 
de Il! (7, c); puis réduisant d’après l'équation des fonctions complémen- 
taires, on aura la formule 


A (8,8 8) 1 cs Eu c* tang 4 - £ 
sin # cos4 Lave co) =Fe[e SE (2, à) —F(6,2) | E'cF (8, à), 


dans laquelle x = cot* 8. 
334. Pour appliquer cette formule au cas proposé, il faudra faire... 


Ban ns __ cos 6 . __ tangæ __ 1— m 
(= H; b= =» ce qui donnera tang À = F = (TE 
+) 
—— "4 = , et on aura 


- siné 


ne IT (tang®u) = F'e (sin 6 cot x — b* cos ue sin À) 

— Fce[F(,2)—E(8,a)]+ E'cF (6, à). 
J’observe maintenant que la quantité sin 6 cot m — b* cosu sin À se réduit 
d’abord à a (1 —b* sin À )— + ( cos À + c* sin* A); et parce que 


,» . rar \ FA 
c — tang* p cot* À, elle se réduit ultérieurement à —% TUNTEE 
sinÀ COS 


C? — ÀA° tang ee, 
AB" sinc ? G 
dus + 49 


donc enfin on aura 


es 


386 APPLICATION A LA MÉCANIQUÉ, 


dE EE): Re —E(8,2) | F'e + F(, À) (F'e—E'e). 
Par cette formule, on peut déterminer aussi exactement qu’on voudra lan- 
‘gle ® que décrit l'axe moyen autour de la directrice AD, pendant la durée 
T d’une demi-oscillation. 

335. Cela posé, pour avoir la valeur de ® au bout d’un temps quelconque 
£, on fera, comme ci-dessus, £ = 24T  #!. On cherchera , par ce qui a 
été déjà dit, l'angle 4/, qui répond au temps # << T; puis calculant par 
la formule générale la valeur de @ qui correspond à l’angle 4’, et appelant 
cette valeur @', on aura généralement 


p —= 2KD +). 


Aïnsi, au moyen de la seule constante ® une fois calculée avec toute la 
précision nécessäire, on connaîtra exactement @ pour toute valeur de £ mul- 
tüiple de + : on pourra encore déterminer @ algébriquement, et par le moyen 
des arcs de cercle, si £ est commensurable avec Tr; dans tout autre cas, on 
déterminera @ par les formules d’approximation connues dans la théorie 
des fonctions elliptiques. 


Développement du cas particulier où l’on a m—=—1x. 


336. Quoique ce cas suppose C = A, et retombe ainsi, à la notation 
près, dans celui qui a été traité n° 313, cependant le nouveau point de 
vue sous lequel nous envisageons ici le mouvement, et les intégrales exactes 
que nous obtiendrons, ne peuvent que répandre un nouveau jour sur cette 
matière. 

4 l 2AÀ. 
Sôit donc m—=— 1 ou G= A, on aura w— 6, cot6 — res: tang €, 
.  A—B 
C=0, ir W sine, et les variables w, 8, @ seront données par les 
équations 


tang Ÿ 
D lang C0 = — 
Ÿ, BÊTE 
agir y I 
7 2cosx ÉUCE (Œ 
ne © = lang sin +, 
sin 0 = sing cos, cosô cosw — cos . 


. . , “ 1 . LE _ | 
Voici, d’après ces équations, comment on déterminera la position du corps 
au bout du temps £. 


On connaît d’abord larc À par la valeur V = it, et l'arc & par l’équa- 
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ta _ 


üon tang (=, où il faut observer que / — .est toujours moindre 


que 90°. Par ces ro arcs on a la valeur de ®, qui détermine la position 
du méridien DL. On a ensuite les angles 8 et © par les équations sing = 
singe cos, tang © = tangp sin À ; la première fait connaître la distance 
DL= 90°— 8, et la seconde donne, avec le signe convenable, l'angle DLM 
qui détermine la position de axe AM, et par conséquent celle de tout le 
corps par rapport à l’axe AI 

337. Cette solution doit revenir au même que celle qu'on déduirait du 
n° 313; mais comme elles paraissent très différentes au premier coup d'œil, 
il sera bon d’en démontrer l'identité. 

Soit BL°I°DM° le méridien primitif où se trouvaient, lorsque £— 0, les 
axes AL, AM, et l’axe de rotation AI aux points marqués L°, M°, et L°. 
Supposons qu'au bout du temps £, les axes AL, AM forment, avec la direc- 
trice AD, le triangle sphérique DLM ; la position des points L et M sera 
déterminée par ce qui précède, au moyen des élémens BX=#, XL—4, 
DLM = ©, LM —90°. 

Dans le triangle DLM, où le côté LM est de 90°, on a cos DM — 
cos DLMsin DL= cos « cosû — cosu ; donc DM=y. Donc l’axe principal 
AM (celui qui n’est point semblable aux deux autres) est toujours égale- 


ment incliné à la directrice AD. 
sin MLD sin w 


sin DM T sing 
. . sin 
tang © — sin} tangu, tang À = cosy tang donnent sin Ÿ — Ra donc 


Le même triangle donne sin MDL — mais les formules 


l’angle £ est égal à l'angle MDL, ou à son supplément MDx. Or, lorsque 
t=0, le point M étant en M°, c’est le supplément MDx qui devient zéro; 
donc on a en général € = MDx. 

Il suit de là que l’angle MDM°, parcouru par l'axe AM autour du pôle D 
dans le temps &,=® +-C; de sorte qu’on aura 


2 A CŸ 2A Wésine 
A—B ° cosx AUS D cos 


MDM = 9 += — 


Donc l’axe AM se eut umformément autour du point D avec la vitesse 
W sin: 


; 2AÂ L 
angulaire AL cs > Ct Parce que pep=cté cote—colu cote, cette 
- 1 X ë W cos: 
vitesse peut aussi s exprimer par ————, 
sin 


Enfin , le même triangle DML donne encore sin DML= sin DL sin MDL — 
4G. à 


Fig. 


Cr 
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cos si tan 
cosû sin£ = "€, "= "6— sind; et puisque l'angle DML est zéro 
COS & ‘ sin pe tang 


en même temps que À, on a DML= 4. Donc le corps tourne uniformé- 
ment A fe l’axe mobile AM, dans le sens CB, avec une vitesse angu- 


*— 


laire + = By sin €. 


Ces mouvemens sont précisément ceux que nous avons indiqués n° 315, 
pourvu qu'on échange entre elles les lettres À et B, afin que la supposition 
actuelle C=— A revienne à celle du n° 313, C — B. 


Application des formules au second cas du problème, art. 325. 


338. Nous avons discuté fort au long le premier cas, qui est celui où l’axe 
du plus grand moment AM se trouve au milieu de chaque oscillation , dans 
le même plan avec l’axe moyen AL et la directrice AD. Venons mainte- 
nant au second cas, où l’axe du plus petit moment AN est celui qui se 
trouve périodiquement dans le même méridien que l’axe moyen AL, tandis 
que l'axe du plus grand moment reste toujours éloigné de ce méridien à a 
une distance qui n’est jamais moindre que 00° — 44. | 

Il suffit, pour la solution de ce second cas, d'échanger entre elles les lettres, 
B et C; et comme on suppose constamment m — EEE? afin de con” 
server l’ordre de grandeur C> A > B, il faudra en même temps changer lé 
signe de #1. Par l'effet de cetle permutation, la constante £ deviendrait né- 
gative ; ainsi il convient de changer le signe de 4, ce qui change en même 
temps le signe de w, comme l’exige la nature de la question (art. 323). Cela 
posé, voici les formules par lesquelles on déterminera la situation du corps et 
les vitesses de ses différens mouvemens au bout d’un temps quelconque. 


339. Connaissant 6 par l’équation coté — re tang e, on trouvera l’an- 


ar de C2 — À° 
2 = — B° 


gle w < 90° par la formule sin* y = sin*6. Faisant 


ensuite 
__W coss C—A 


T7 tange * A+B? 


= Etc) 


qu servira à déterminer £ par 4, ou réciproquement 4 par t£. Soit r le 


on aura l'équation 


. dt 1 
temps d’une demi-oscillation, on aura Tr = - F'e. 
è 
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L. 


Connaissant r avec toute l'exactitude nécessaire, on pourra supposer qu’un 
temps quelconque £, aussi grand qu’on ce soit représenté par la for- 
mule # 

Cor ss , 
k étant un entier, et #’ un temps < Tr. Soit [/ la valeur de 4 qui répond 
au temps £’, en sorte qu’on ait #=F(c, 4’) on aura en général, 
IL d=ok.ir Ed. 
4 étant connu, on déterminera la distance 90° — 8 de l’axe moyen AL 
à la directrice, et l’angle © que fait l’arc LN avec le méridien DL, par les 
formules suivantes : 


sin cos Ÿ. 


VQG — c? sin‘)? 


sin 0 — lang © —=— tangp sin 4, 


I— 7 , ° . 
où l’on a c' — ques tang*u. Ces formules détermineront toujours 8 et w 


sans ambiguité, parce qu’on sait que 0 est compris entre les limites € 
et —6, de même que w entre les limites He et — uw; d'ailleurs il faut se 
rappeler que « négatif suppose, comme dans la figure 2, l’angle DLN formé 
du même côté de DL que celui où se porte l’axe AL par son mouvement 
autour du point D, et que w positif suppose l’angle DLN formé de lantre 
côté de DL. 

340. Il ne reste plus qu'à déterminer la position du méridien DL, ce 
qui se fera par l'arc BX—9, dont la valeur est 

= RE F(c, À) I] (tang”w, QE +) |, 


ERETS B+C+2A n—1  B+A 
en supposant toujours 2= —< Es — » et = CZ: 


2 
Si l'on appelle ® la valeur de @ correspondante à 4—90°, ou au temps 
d’une demi-oscillation, on aura 


sinG n—1p, ; À 
Een (rangs, c) |; 


singe COS 


I Mr LS 


1—7n 


et en prenant un angle auxiliaire À d’après l’ équation tang À = V4 (= 


on aura 


he (A+C)(A+B) sin 6 s 
+ C? — B* Vu cote 1160) | Fe 


,—F(8,,X).(F'e—E'c). | 
Soit, comme ci-dessus, {—=24r = #, on aura = 24Drt@", @' étant la 
valeur de @ qui correspond au temps 7, ou à l’angle 4L/ déjà déterminé. 
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Formules particulières pour le cas où l'axe de rotation primitif est très 
près de l'axe du plus grand moment AM. F " 


341. Alors il faudra supposer e= +7 — d', d' étant une quantité très 
petite, dont on pourra négliger les puissances supérieures au second ordre. 
Appliquant donc les formules du premier cas, on aura d’abord les valeurs 
suivantes : 


Ces, A/S) = (ER), = in 


d’où il suit que la nutation de Paxe AL, et les oscillations du corps autour 
de cet axe, seront très petites de l’ordre d'. 
On aura ensuite 
AB Wind yy ee ee, CLÉ LA ble dn 
7 A+C° tange AB ° C+B .( CHA TEE ) 


et l'équation 4=F(c, d)=d(i+ie)—+#c sin 24 donnera récipro- 
quement 


d=(i—£c)it+ rc" sin ait. . 
On en tire le temps d’une demi-oscillation 
1 
Fair à : 
SES i (x de “+ ©); 


etce temps étant une fois calculé jusqu’à la précision des quantités du second 
ordre, on aura en général 


L’angle 4 étant connu pour un temps quelconque, on aura les valeurs de © 
et 8, savoir : 
©—psindt et 0—6 cos\. 


342. Enfin la valeur de ® , au bout du temps #, sera donnée par la formule 
p—= Wi(i—iM4rét) LI Gu(T—TEsin2d), 
où l’on pourra substituer la valeur À = it. 


Soit ® l’angle décrit par l’axe AL autour de la directrice, pendant le 
temps T d’une demi-oscillation, on aura 


D Wr(i—id+46)+LiGu.ir, 


Lg be —B 
ou, en substituant la valeur pis À 


AC d'W, 
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| A—B 
D Wr(r— id +369 )= Wr(i—ide RS) 
Aiïnsi l’axe AL tourne autour de la directrice AD avec une vitesse très peu 
différente de la vitesse angulaire initiale W. Cela s’explique en observant 
que l’axe de rotation primitif AT 4 ds rapproché de la directrice AD, 


PR quantité qui sera très petite, 


puisque la distance DI= d — 6 — “ss a ñ 


même par rapport à d', si l’on suppose le corps peu éloigné de la figure 
sphérique, ou À —B très petit par rapport à À + C. 

Au reste, on voit que dans le même cas, le temps d’une oscillalion re- 
présenté par 2T est très grand, puisqu’en négligeant les quantités de l’ordre 


d',ona 
| ee JAHB CHEN 
AA NT Ge COUR 


Ayant déterminé la constante ® ävec toute la précision nécessaire, on pourra 
mettre la valeur générale de @ sous cette forme , 


t MOD A D 
— - D — : Éu sin —. 
Qi 4 SM z 

PLIS LA n J | 4 : . 12 Job 

Aiünsi l’on voit qu'il ne s’en faut que d’une très petite quantité + 6x sin —, 
7 
v mouvement de l'axe. autour de la directrice ne soit uniforme. 
1e le Y t de L AL aut de la direct is f 


. , t 
Lorsque £ sera un multiple de Tr, on aura exactement ® = - ®. 
F 


Cas où le mouvement est le plus complique. 


343. La valeur de c* étant UE directement par l'angle donné €, 


on a 
C—B.C+A 
+: gs 


x lang” €. 


De la on voit que c est d’autant plus près de l’unité, que l’axe de rotation 
initial est plus près de l’axe moyen , cas où la distance € est très petite sans 
être nulle. Comme on a d'ailleurs OC > A >>: B; il en°résulte (EC — B) 
(C+ A) > (C++ B) (C— A); ainsi, dans aucun autre cas, on ne peut 
avoir c très peu différent de l'unité. Dañs ce cas done la nutation de laxe 
moyen est de près de 180°, et les oscillations autour de cet axe sont les 
plus grandes qu’il est possible. Ainsi le mouvement du Corps sera datant 
plus irrégulier, que laxe de rotation initial Sera. plus près de l’axe moyén. 

Iln’en est pas de même lorsque l’axe de rotation initial est fort près de 
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l’un des deux autres axes principaux. On a déjà vu, dans les art. 341 et342, 
et on démontrera plus en détail dans la suite, qu’alors le mouvement du 
corps est presque uniforme, et que l’axe de rotation ne varie que très peu. 

Il y a cependant un cas (n° 327) où l’axe moyen s'approche continuel- 
lement de la directrice, et se confond sensiblement avec elle au bout d’un 
temps assez court; de sorte qu'après la réunion de ces deux axes, le mou- 
vement devient uniforme. Ce cas séul excepté, et celui où l’axe de rotation 
initial serait précisément l’axe moyen, un corps ne peut tourner d’une 
manière sensiblement uniforme autour de son axe moyen. Si donc un corps 
paraît avoir un mouvement presque uniforme autour d’un axe sensiblement 
fixe, cet axe ne peut être son axe moyen. Les planètes, les comètes, et en 
général tous les corps sujets à quelque variation , ne tourneront jamais uni- 
formément autour de leur axe moyen. 


Seconde solution, AL étant l’axe du plus grand moment. 


344. Quoique le problème soit résolu dans toute sa généralité, par les 
formules précédentes, qui supposent 5 << 1, il ne sera cependant pas inu- 
tile d'examiner aussi le cas de m > 1 : les formules qu’on trouvera dans 
ce cas seront plus immédiatement applicables au mouvement de rotation 
des planètes. Mais pour ne pas entrer dans des détails superflus, nous sup- 
poserons qu'on a C > B > A ; alors l’axe AL aura le plus grand moment 
d'inertie B + C; l'axe AM, dont le moment d’inerte est AHC, sera l’axe 


moyen, et l’axe AN aura le plus petit moment À + B. Dans cette suppo- 
LS a, C? + B° — 24° e. RE 

sition | la quantité m — gp sera toujours posilive et plus grande 
que lunité. Cela posé, l’équation (1) donne 

m Sin°*y —+- COS 2& COS? y — COS ( 2® + 2%) 


sin 8 — 
Tu =—— COS ( 20 + 24) 


? 


et elle offre trois cas à distinguer. 
Premier cas : m sin° y + cos 2& cos y < 1. 


345. Comme le dénominateur mi — cos ( 20 + 24) est toujours positif, 
il faut que le numérateur soit positifaussi, ce qui exige que w ne s’étende 
pas de o° à 180°. Donc, dans ce cas, le corps ne peut faire que des oscil- 
lations autour de son axe principal AL. 

Pour en déterminer l'étendue, on prendra un angle x < 90°, tel qu’on 
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alt 
COS 24 = — In SiN*7y — COS 2% COS? 7; 

cette valeur donne cos(180° — 24) — cos 24 —=(m— 1)sin*y, quantité . 
positive; donc m > 90°— «. Maintenant pour que sin*8 soit positif, il faut 
que cos 244 + cos (26 + 24) ou 2 cos (æ + a + u)cos (wo +aæ—m) soit 
négatif; donc © positif a pour limite (90° — x +), et w négatif à 
pour limite — (œ + pe — 00° ); PARUS de chaque oscillation est donc 
l'arc 2u << 1802. 

On peut prendre pour époque du mouvement, le milieu d’une oscilla- 
tion, ce qui revient à faire «a—00°. Soit alors 0—6 ou y — 6 et on aura 
les équations 


Cn + 1 ) cos’6 


M + COS 2& 


Ce cas suppose, comme on voit, sin 6 < He) pe 1e Rs et 


puisqu’ au commencement du mouvement on a &æ = 90° Hi OU! 6 — 


7 sin° €. 


. I 
cos* ÿ — Pre 


A+B : ; : : B — A Se ; 
CHE tange, 1l faut qu'on ait aussi tange > UE PÉR'CH7" c’est le 


symptôme qui distingue ce premier cas des deux autres, 
De l'équation précédente on déduit 
sin? ge — sin” w 
0° 0 = ——————— 
d— + (m4 1) — sin’? 
et réciproquement, 
m1 sin°6 — sin’ 8 


sin? @ — 


a NM cos’ Ü ° 
Lie L M— 1 Ccos* 
Soit sin 0 = sin 6 cos d,et c'=— tane* 6 = 1——©, on aura 
2) D cop C 
sin sin cosé L/(1— c° sin? 
re Ÿ COS © = au AU GER D) 


HE ONE A V/(1—sin*6 cos’Ÿ)? V(Gi—sin?6 cos’ 4) 
On a mis le signe — à sin ®, parce qu’en faisant £=0 et w—=0, la première 
do ; 
oO f 
valeur de + (n° 314) est négative. 


D’après ces formules, la correspondance entre w, 8 et 4 dans les quatre 
premières demi-oscaillations, est telle qu'on le voit ici : 


= 06, Lo, 160%, EN 4007, 
b= 64 0, —6, OUT: 
O0, —4U, 0, FH, O. 
346. Maintenant, si dans l’équation (2) du n° 314, on fait æ — 90°, et 
EUR 5o 
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. du . ’ r 4 , 
qu’on substitue la valeur de = tirée des formules précédentes, on aura 


n 6 
— M singe dy 
Kdt = FRE * sin6cos6" 4/(1 —c* su U) 
: PPS n—m AB. 
? L = 
D'ailleurs on a K — Dre CoL6 = FE tange, et — Mardi? donc 


si lon fait 


Pue Wcoss cos. GA VUS C— A C—B 
on aura | 


st dj 
UT D? 


t—F(c, +). 


Soit r le temps d’une demi-oscillation ou celui d’une demi-nutation, on 


et en intégrant, 


I , ’ D . F: . 
aura T= Fe; en général, si l’on fait = 2Kr Æt, À étant un entier, 
et  <T, on aura 

LR ET ECS, 
AL! étant déterminé par l'équation # =F(c, 4"). 


/ 
Si = n'excède pas +, on aura d’une manière suflisamment approchée , 
ci! = log tang (45° +! 4’), 
ce qui servira à déterminer fort simplement L/ par le moyen de #’, et réci- 
proquement. 

On pourra donc connaître, par ces formules, aussi exactement qu’on vou- 
dra, l'angle! quirépond à un temps £ quelconque, et on voit que cet angle 
augmente proportionnellement au temps, toutes les fois que £est un mul- 
tiple de 7 

L’ ee AL étant connu, on connaîtra, par les formules précédentes, les 
quantités æ et 8 qui déterminent la position de l’axe principal AL par rap- 
port à la directrice AD, et celle du corps par rapport à son axe principal. 

347. I ne reste donc plus qu’à trouver la valeur de @, qui fixe la position 
du méridien DL dans l’espace. On a pour cet effet l’équation (3), savoir, 


qui devient 
ie 2 _sing _/A+B dY Le dy} 
TT sin€ cos6 \C— A" y (1—csin) 1 (1 + tang*6 sin?) /(1 — € sin’ au) dl 
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et dont l’intégrale est 


sin À 
FT PET er (0 + (uns 6, 63 4) ] 


Soit ® la valeur de @ lorsque 4 — 90°, on aura 


P= 


ts sin # A+B., à is ] 
= rc] C— rx Gti (tang® 6, c) |. 


"1 en À 
Pour avoir la valeur defl'(tang*6, c), on observera que a tang°6 ; 


ainsi en procédant comme dans l’art. 333, et faisant 


tangh = - runs = (/(—)= VC), 


SM# mi JE __ [. s'eosé : 
sin 6 cos ' (tang’6, c) + Lsiné sing E(, à) ] Fe 


—F(b, a).(F'e—E'c). 


On connaîtra donc aussi exactement qu'on voudra la valeur de ®. Faisant 
ensuite = 247 EE’, où d — 24.57 d/, on aura 


® —= 24D = ?, 


‘®' étant la valeur de @ correspondante à 4’, 


on aura 


Second cas : m sin*y - cos 2@ cosy > 1. 


348. Dans ce cas on voit par l'équation (1), que © n’a plus de limites, 
et que le corps doit tourner sans cesse dans le même sens autour de son 
axe principal, AL. Si l’on prend pour époque du mouvement l'instant 
d’une révolution où lon a æ — 00° et Ê— 6, l'équation (1) donnera 
(m<+1) cos 6 


cos 0 = -— 
M + COS2@ 


Ainsi on ne peut avoir Ê— 0; c’est-à-diré qué l’axe AL qui fait, au com- 
mencement du mouvement, un angle aigu 90°—6 avec la directrice AD, 
ne pourra jamais faire un MAG Aro avec celte directrice. Soit 6/ la abc 
petite valeur de 0, cette Sands aura lieu lorsque cos 20 = —- 5 ; ainsi on aura 
1 
cos € = 2 FT c05 €: 
Lo à | 
349. Ayant fait & — 90°, les formules de état initial du mouvement don- 
A+ B , 2 2 
nent cot6 = Fear tang e, et par conséquent DL° < I°L”°; cet étal est repré- 
| DO 
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- sentépar la fig. 4, où l’on voit qu'à cause de 4 — 90°, il faut qu’on ait aussi 


L = 90°, et qu’ainsi l'axe AN du plus petit moment se trouve en N° sur le pre- 
mier méridien DE. “ voit en même temps, par la formule du n° 314, que la 


première valeur de © rest négative, et qu’ainsi © est toujours négatif; c est- 


à-dire que pendant ci l’axe AL tourne autour du pointD dans le sens BC, le 
corps tourne sans cesse autour de laxe AL dans le sens opposé CB. 
D’après cette observation, soit tang © =—=—h tang (, À étant une constante 
que nous déterminerons de manière à plifiès les formules; en faisant 
cette substitution on aura 
cos (mr) cos’ 6 (cos 4 + Z° sin #) 
(an + x) cos Ÿ + (mm — 1) 2° sin*Ÿ 


: C' 
Soit À = T re 1h—T—, on aura 
M — cos 6 
cos" Ü— cos 6 cos’ + cos’ 6! sin*\ ; 


à in° 6 L 

et si l’on fait c=(}h— 1)cot6 — — coté — 1 — 5, on aura aussi 

M— 1 sin* 6 
sin* 0 —sin* 6 (1 — c*sin° À ). 
Ces équations déterminent les valeurs de w et de 8 en fonctions de 4 ; sur 
quoi il faut observer que 8 est toujours compris entre les limites 6 et 6’, 
mais que © négatif croît continuellement avec 4, en sorte que la différence 
: mue Le , "1 Fra (4 — 1)sin 2Ÿ at 
L + ® déterminée 59 l'équation tang (d + ©) — APE LS Dr YA 
est toujours plus pelite que 90°. 

350. Il faut maintenant substituer dans l’équation (2) la valeur de w tirée 
de l’équation tang © —— h tang L, et celle de sin 8 en fonction de 4, ce 


qui donnera 
(n—m)h dÿ 


(m+1)sin6 * y{(1—c sind)" 
W cos e D 7 D MAR 
sine mi CA? 


Kdt — 


soit donc 


Or.on a K = 


= W cose 7 EE m0 vom (CEA. EU 


et on aura en intégrant, 


= Fc): 


Si Von fait L = 90°, £ sera le temps d’une nutation dans laquelle 8 passe 
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de la valeur 6 à la valeur 6”, ou réciproquement ; soit r ce temps, on aura 
1 
T — 5 F'e. 


Lorsqu'il y aura peu de différence entre les quantités GC, B, A, ce qui a lieu 
lorsque le corps est compesé de couches peu éloignées de la figure sphéri- 
que, la quantité : sera très pelite, et le temps d’une nutation sera fort grand ; 
c’est-à-dire que le mouvement de nutation sera très lent. 


É $ = t 
Si - est un nombre entier, on aura exactement À Six. =) et par Conse- 
” 


t À 
2. AL 1 + ! . 
quent, = —N——;:7. n, On voit par conséquent que le mouvement 


particulier du corps autour ‘de son axe AL, dans le cas dont nous venons 
de parler, sera très lent, puisqu'il ne décrit 90° que dans le temps T, qui 
est celui d’une nutation ; mais ce mouvement #’exécute toujours dans le 
même sens, c’est-à-dire en sens contraire au mouvement de l’axe AL autour 
du point D. ( 

351. Il ne nous reste plus qu’à déterminer ce dernier mouvement mesuré 
par l’angle @; or on a | 


1e, do do Ad (1 — c° sin* J)75 \ 
de=Kd— x) simé — (cos Nu sin* 4) sin ? 
donc 
__A+B dy h  dY(1—csin +) 7? 
do C— A ‘sin6 * ÿ/(1—csin*) + Siné 1+(4°— 1) sin° Ÿ? 


et en intégrant, 


ç’ A+ 
PE osé ca F0 TE Ge 6, 4) ] 


Soit ® la valeur de ® lorsque À = 90°, on aura 

cos 6” 2 A B à 

mr ete rU: cH Il (c'tans* 6 D 
Mais par la formule du n° 333, on trouve 


cos 6” 3 cos” cosé < 
sin € Æcosé (c° tang” 6 = sin 6 +E (6, €) ]F'e 

— F(6, 6).(F'e—E'c). 
cos 6” RU cos 6 


siné osé ‘ sin 6 


cos 6’ cot(£—e— 17); donc 
D— [cos 6" cot (0He—i7)HE (8, 6)] F'e—F(8,6).(F'ce— E'c). 


D — 


D'ailleurs la quantité se: réduit à, 11502 dite, . 
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. A L2 j FA 
352. Si- est un entier, on aura @® = - ® ; on a en même temps...... 
T 


F . . e . "1 LA > L4 

LV —=+7.-; ainsi la situation du corps sera déterminée exactement au bout 
La 

d’un temps quelconque t{, multiple du temps Tr d’une nutation ; on pourra 


3 À À : é à 
déterminer exactement cette même situation lorsque - sera rationnelle, par 
T 


les propriétés connues des fonctions elliptiques. 

En général, soit & — 24r — 1', k étant un entier, et # << t, on aura 
J—=2k.ir Ed, ep — 24.0 Æ 9’, d' étant la même fonction: de # 
que + est de £#, et ®' la même fonction de 4” ue @-est de +. 


Au reste, si - = est une fraction plus petite que +, on aura, avec une exac- 


titude sante : 
cit! = l'tang (45° + +o\!); 
L’ étant connu, on en déduira | 


; W£ tte 


® — 
tang © = — h tang W”, 
sin* 8 = sin* 6 cos* A! + sin* 6’ sin sp 


ce qui détermine la position du corps au bout du temps £. 


[3h cot® 6 L'— (1 —Ecot* 6) w']. 


siné rt re 


Du cas où l'axe de rotation initial est très près de l'axe du plus grand 
moment AL. 


353. Alors l'arc € est très petit; et si on rejette les puissances de € supé- 
rieures à la seconde, les quantités 6 et 6”, qui déterminent l'étendue de la 
nutation de l’axe AL, seront ainsi exprimées : 


| A+B 
ir (cs 
’: 1 A +B 

ir c)hs; 


de là on tire 
Ç Hu. fl Le À + B F tre AE; C Lex B € 
C— Eh DER Es: 
Si la différence C — B est beaucoup plus petite que B — À, ainsi que cela 
doit avoir lieu dans le sphéroïde terrestre , À sera très peu RTE de l’u- 
C—B + 


nité, et on aura 6—(6= L— à 35 de sorte que l’arc de nutation 6 —€" 
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sera beaucoup plus petit que €. Dans la même hypothèse, on aura 


= W(—te)/(Er —— 
LH R(o 4) = (G Hit c*sin 24, 
J=i(i—7)+5 — Sin 244, 


354. Désignons toujours par T le temps d’une nutation, ou celui pendant 
lequel le corps fait un quart de révolution autour de son axe AL, on aura 


ego tietie) (Er 55): 


et l’expression de L pour un temps quelconque £ deviendra 
< É CE 
er LR D EL 
AL étant connu, on aura 8 par l'équation sin°0 = sin*6 cos Æsin? 6" sin°  ; 
et comme on peut négliger le carré de 6 — €, on aura avec une exactitude 
suffisante , 
f—6—(6—6!) sin" À. 


Quant à l’angle w, il est donné exactement par l'équation tangæo—=— htang|, 
ou d’une manière approchée par la valeur 


C?— B\ . 
© = = En 1) sin 2, 
si toutefois C — B est très petit par rapport à B— A. 


355. Il ne reste plus qu’à déterminer @. Pour cela nous remarquerons 
que la formule du n° 351 peut se réduire à 


di (1 +3 c° sin) 
DER ee TES 
CS hd 
Or, l'équation tang © = — h tang À donne do = — RS , et 
par conséquent, (4° — 1) fdeæ sin L = — hd —«; donc 


h dY(r+ic sind) Le -hdbo 
= DENT = /— & sin meC a c'sin Dors tr ; 75 


siné 


Or on a c"—(h— ;1)cot°6; donc 5 14 +4 Pets (hd +0); d'ail: 


—1 siné. ‘ , siné 


Fig. 12. 
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leurs comme cos*6 est une quantité très petite du second ordre, cette quan- 
tité se réduit à + cos’ 6(h4 Lo). On peat semblablement réduire ET. à 
ei (a — Lcos*6); ainsi l'intégrale précédente devient — © (1 + + cos*6) + 

1 cos 6 (hd +) =— 0 +EAd cos 6 —=—0+21hcos 6. it; donc enfin 
on à | 

P+eo—(K<+ihicosé)t. 

Ainsi langle pH « croît proportionnellement au temps, sans aucune iné- 
galité sensible; d’ailleurs en substituant les valeurs de K et de:,on a 


K. + + hi cos 6 — W cose( 1rcost 6. en —= W cose (1 Hire RE): 


donc enfin, 
p+o= Wire ee Re" 


ce qui fait voir que l’arc @ + w est décrit par un mouvement uniforme, 

dont la vitesse diffère très peu de la vitesse initiale VW, puisqu’elle est 
C—A 

W (r Tite KS). 

Si l’on appelle ® la valeur de @ lorsque À — 90°, ou pendant le temps 


d’une nutation, on aura 


D—1Tr— Wa(i—ie. re 


a Con un re (Cd) 


356. Voici comment, dans l'hypothèse précédente, on déterminera, au 
bout du temps £, la position d’un point quelconque du corps situé au com- 
mencement du mouvement sur le rayon AP° déterminé par les deux élé- 
MeUS ULE — Q  EPPRECP: 

Ayant fait l'arc FES on aura d’abord la position du méridien DX; 
prenant ensuite LX = 80—6—(6—6')sin 4, on aura la position de 
l'axe AL; enfin si l’on fait l'angle DLP = Q — w, puis l’arc LP — P, on 
aura le lieu cherché du rayon AP. 


dE PE UT : £ 
Supposons, pour plus de simplicité, que -soit un entier ,on aura dir. = 


o=—N—=—}i7.- =, 2—=W' t— w, en supposant W'=— mets TR ; 
pis Fr DL=ir—6+(6—6')sin = pie 1 2 CE re 2 sin “Ÿ). 


Connaissant DL, LP et l'angle DLP—Q —, la résolution du sd DLP 


#$ 
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donnera les formules suivantes pour déterminer l'angle BDP — zx et la 
distance DP = y. 


UE pal CRE CE :h) 
Soit f— se+i TS sin) ; si l’on néglige les quantités de 
l'ordre e?, on aura 


LDP= 7x —Q— 4 —fcotP sn(Q +), 

æ=Wi+ 7 — Q— fcotPsm(Q++{), 

= P —fcos(Q+4). 
On voit que Y varie depuis P — f jusqu’à P+f, et que l'angle BDP ne 
croit pas tout-à-fait proportionnellement au temps, puisqu'il y a dans son 
expression une équation ou inégalité f’cot P sin (Q +44), dont l’argument 
est @ + À. Cette équation, qui ne peut monter qu’à la petite quantité 
J cot P, dans un sens ou dans l’autre, et qui d’ailleurs ne peut que varier 
très peu pendant une révolution autour de l’axe de rotation diurne, sera 
toujours insensible dans le mouvement de la Terre. 


Troisieme cas : m sin° y +- cos 24 cosy = 1. 


: TD — 1 : 4 : | : 
357. Ce cas où l’on a sin*æ = ——tang* y, revient à celui de l’art. 326, fig. z. 


et n’exige aucun nouveau développement. En effet, la figure 2 représentant 
l’état des choses au commencement du mouvement, suppose DLM = &, 
LD = +7 — 7. Prolongeons l'arc LD à la distance DL’= 7 — DL, et soit 
DML' = à’, DM=:;7—7, afin que les quantités & et »” représentent, 
pour l’axe AM, des quantités analogues à & et y pour l’axe AL. Dans le 
triangle sphérique DLM, où le côté LM est de 90°, on aura 


. + LA 
sin sin 

_— cos a! = 27 cos & = 27. 
co C 


sy? os y ? 

donc 

sin° sin* an 2 

COQ 2 = 7 

cos° y 1— cos*y cos*s  tang”y—+ sin a Tim? 

et cos 24! — = CE: 
. Ce? B? ENT 2A° 0 , 
substituant la valeur eur ER mis il viendra 
- 2 2 2 
pen C + À are 2B = 


2 B? — 24° ; 
c'est ce que devient l’équation cos 24 = Ten , lorsqu'on échange 


Et | 51 


Fig. 7, 
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entre elles les lettres B et A, afin que l’axe AM désigne, dans le cas pré- 
sent, le même axe que AL Fu l'art. 327. 


Recherche de l'axe de rotation et de la vitesse anpulaire à chaaue instant. 
£ q 


358. Quoique le mouvement du corps soit déterminé par ce qui précède, 
d'une manière complète, cependant comme les trois mouvemens de rota- 
tion, continus ou alternatifs, que nous avons considérés, peuvent, pour 
chaque instant, se réduire à un seul mouvement de rotation autour d’un 
axe variable, il sera utile de déterminer la position de cet axe et la vitesse 
angulaire à l'instant donné. 

Supposons qu’au bout du temps £ l'axe de rotation rencontre la sphère au 
point E, et que la vitesse angulaire autour de cet axe, dans le sens BC, soit y. 
Faisons l'angle LDI=— 2, et la distance DI=», on trouvera comme au 


n° 310, 
dé " | 
— = — W Sin À sin 
dé V, 
— y sin CEA 
Ve * cosg ? 
d@ L 
= W (cosy — sin» tang 0 cos À ). 


Substituant ces valeurs dans les équations différentielles du n° 338, on aura 
les équations suivantes pour déterminer les trois quantités #, à, », re 
à l’axe instantané de rotation : 
tang =- sin (24 + 24) 1 
0$ (20 H2%)— m sin sin 4 
(cos24 — m) cosy ps tang 6 
RM (cos2e — m) cos’ y * cosA ? 


Ali, C08 4 — cos 24 
cos » y fly inee tre 


35a. Par la théorie précédente on connaît, pour un temps donné, les 
9 ? P P 2 
er A 1 f . 
quantités © et 0; on connaîtra donc, par la première équation, la valeur 
de À: par la seconde, celle de », et par la troisième , celle de la vitesse angu- 
5 P ; ? , F4 
laire #. Ainsi l'axe de rotation et la vitesse angulaire sont déterminés à 


tang TRES 


chaque instant. 

La troisième équation offre ce théorème remarquable, que la vitesse an- 
gulaire est toujours réciproquement proportionnelle au cosinus de la distance 
de l'axe de rotation à la directrice. IL s'ensuit que ce cosinus n’est jamais 
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Zéro, et qu'ainsi l'axe de rotation qui, au commencement du mouvement, 
fait un angle aigu avec la directrice , fera perpétuellement un angle aigu avec 
elle, et ne s’en écartera plus où moins que par ün mouvement “de nutation 
qu x] est facile de déterminer. 

Cette propriété, au reste, confirme cé qué nous avons déjà dit, n° 311, 
sur linvariabilité de la directrice, quel que soit celui des trois axes princi- 
paux dont on se sert pour déterminer le mouvement du corps. 

Nous observerons enfin que les valeurs de À, », # sont indépendantes de 
®, et peuvent par conséquent se déterminer par les seules fonctions QUE 
tiques de la première espèce. 


360. Si du point I on mène l'arc IQ perpendiculaire au méridien mobile 
DX, la position du point I pourra être déterminée assez simplement par 
les cocrdonnées DQ = x, QI=7; or ona 


. . . cosy . 
lang x —tang » cos À, smYy—sin y sin À, COsY — To tan8Y sin x tang À; 


ainsi les valeurs de x et de y seront données immédiatement par les équa- 
tions 
Le (cos24— m) co$ y 
fe n— m4 (m—cos2æ) cos’ y ? 
sin x sin (24 + 24) 
sin * cos (24 + 2z) — mm 


tang æ = f tang 6, 


tang YŸ = 


Comme les valeurs de » et de 8 reviennent toujours les mêmes après deux 
nutations de l’axe AL, il s'ensuit que dans cet intervalle de temps, le point 
I, extrémité de l’axe de rotation, décrit, relativement au méridien mobile 
DL, une ovale, ou en général une courbe rentrante, et revient au point 
d’où il est parti. Nous examinerons plus particulièrement la figure de cette 
ovale dans les différens cas généraux qui ont été traités jusqu'ici. 

361. Lorsque le mouvement de l’axe AL est tel que les valeurs de 4 sont 
alternativement positives et négatives, la nutation de cet axe s'étendant de- 
puis 0 — 6 jusqu’à 0 ——6, alors on voit par l’équation tang x — f tangb, 
où f est un coeflicient constant, que la valeur de x sera aussi alternative- 
ment positive et négative; de sorte que les limites de x seront + 4 et— a. 
Dans le même cas, on verra que les limites de y sont + ê' et — b/ ; d’où 
il suit que le point I, considéré relativement au méridien mobile DL, dé- 
crira une espèce d’ellipse dont D est le centre, et qui aura deux diamètres, 
l’un 24, dirigé suivant le méridien, l’autre 20°, perpendiculaire au mé- 
ridien, 

362. Considérons, par exemple, le premier des deux cas qui peuvent 

5r 


Fig. 8. 
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avoir lieu lorsque AL est axe moyen; alors on a (art. 319)æ =0, y=s6, 
— Jn À 
2 


. I . . 
sin — sin* 6 , ce qui donne 


se (1—m) cos’ 6 io (A—B) cos’ 6 
7 n—m—(1—m)cos 6 A+C—(A—B) cos €” 


Soit a’ la valeur de x qui répond à 8 — 6, on aura 


(A—B) sin6 cos6 


y CMS er PP ete Dr AR ETS 
lang a =ftansé=z PO TI ere 


Soit b' la valeur de y qui répond à 0 — o, on aura 


tang b'— fsin2æ __ ftang*6__ tanga’tange, 
D cos2um—m  tange _  tangx ? 


j 6 
d ang PME, on à pe €: donc ab. 


Dans ce premier cas, l’axe de rotation AÏ, considéré toujours par rap- 
port au méridien DL, comme si celui-ci était fixe, décrit, dans le sens I° I" 
ou BC, un quart de son orbite, pendant le temps Tr d’une demi-oscillation, 
ou pendant que l'axe AL passe de L° à L’ ou B. Il continue son mouve- 
ment dans le même sens pendant les trois demi-oscillations suivantes ; de 
sorte qu'après le temps 4T, qui est celui de deux oscillations ou de deux 
nutations ; l’axe a parcouru son orbite entière, et se retrouve au point [°, 
d’où il était paru. 

Pendant ce mouvement, la vitesse angulaire, qui est toujours comme 
W cos a 
cos »? cos b” 
du méridien [°, I* ; la seconde aux points l', 1°, qui en sont les plus éloi- 
gnés ; d’ailleurs puisqu'on a a’ << b', on voit que la vitesse hors du méri- 
dien est toujours plus grande que la vitesse dans le méridien. 


ne varie qu'entre les limites W et ; la première a lieu aux points 


365. Dans le second cas du mouvement de l’axe moyen (art. 323), on à 


1 mm . . 
+ - sin* 6, ce qui donne 


&æ — 90°, 7=6, sin° WU — 


(C—A) cos'6 


tang x — f tang 0, DER TR AS ti 


sin x sin 26 sinx (C'— B? tangk sind 


tan — —- CU TE 10 eus Peters ZE AT Ro er D 
CA sin 7 +- COS 2% sin © C?— A? ° 1 —c* sin 


Dans ce cas, comme dans le précédent, on suppose C> A > B; ainsi f'est 
nésative, et par conséquent la première valeur de x, lorsque = 0, est 
aussi négative : faisant alors x = — 4', on a tauga = — ftangé =... 


… 


f 
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(C—A)siné cosé 
A+HB+(C—A) cos £” 
vement, que le point D doit se trouver entre [° et L°. Ayant fait d’ailleurs 


En effet, nous savions déjà, par Pétat initial du mou- 


L'I=e, DL°—=}i7—6, et ayant trouvé EEE 
tang s — cot 6 
1 tange cot 6? 
en substituant la valeur de tang € en cot 6, revient à la valeur précédente. 

Les valeurs x= — 4’, y = 0 répondent à 4 = o ou 4 = 0. Soit main- 
tenant { — Trou À —9o°, on aura Ê—oet x —0; ensuite si l’on fait 
==) DR On atra 

2— B? tan Dos tangx cos’ tang* 6 
tangb'=—f. 2 PR are Pl LdC LE LT 


AVES co QUE tang pe ? 


tang €, on a DI° 


ua’ —e—(i7—6), et par conséquent tang a — ; Ce qui, 


tang 0" _tangé 
ce qui donne encore 
tanga” 7 tang 12 


de sorte que l’ovale décrite par le point 1 autour du centre D, a, comme 
dans le premier cas , son grand diamètre perpendiculaire au méridien. 

Il résulte de ces formules, que l’axe de rotation passe de T° en [', c’est-à- 
dire décrit le quart de son orbite dans le temps Tr d’une demi-osaillation : 
il continue ainsi dans les trois demi-oscillations suivantes, et son orbite en- 
üère est parcourue dans le temps 47, qui est celui de deux oscillations ou 
de deux nutations. Ce mouvement qui a toujours lieu dans le même sens, 
c’est-à-dire dans le sens CB, se renouvelle de la même manière dans les 
périodes suivantes , et ainsi à l’infini. 

On fera d’ailleurs la même remarque que dans l’article précédent, sur la 
variation de la vitesse angulaire. Elle est la plus petite — VW sur le méri- 
dien en [° et L°, et la plus grande en E' et L, lorsque le point I est le plus 


;: etcommeona6 >, ils’ensuit # > 4’: 


cos a’ 
cos & 

Tels sont les mouvemens que l’axe de Be AT exécute par rapport au 
méridien où se trouve l’axe moyen AL, dans les deux cas qui peuvent avoir 
lieu, selon que l’axe AM ou l’axe AN est au commencement du mou- 
vement dans le même méridien que l’axe AL avec l’axe de rotation pri- 
mitif Al°. 

364. Si m est positif et plus grand que l'unité, ce qui a lieu, comme 
nous Pavons vu, dans l’hypothèse C > B > A, où AL est l'axe du plus 
grand moment , et AM lPaxe moyen, il faut distinguer, comme ci-dessus, 
deux cas qui donnent lieu à des mouvemens très dfférens. 

Premier cas.. Si la position iniliale de l’axe de rotalion est telle que le 


éloigné du méridien, où sa valeur est AA rer 


Fig. 9. 


Fig. ro. 
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corps ne puisse faire que des oscillations autour de l’axe AL, alors on trou- 
vera des résultats analogues aux précédens, mais avec des différences qui 
méritent d’être remarquées. 
e . rt 1 . 
Il faudra, dans ce cas, faire & = £7,y=6,sinm=— ——sim* 6, ce 
qui donnera 
ù (C—A) cos 6 

ans XX = a = ee —© —— " — ———, 

tangx = ftangé, AZLB-H (C— A) cos? 
sin x sin 26 ef cos sin 2œ 


tang Y= —. = j. ; . 
CEA sinê mcos2% cos 4 ‘ m + cos 20 


Mais par les formules du n° 345 , on a 


sin 24 2 sing E . à 
mosae (m—+ 1) ssc-‘in À Cie sin* +); 


de SPRL N TER SIDE Cosx : Au re 
BP = D oi oei sin À y/(1—c* sin* 4). 


donc 


Au commencement du mouvement où £—=0 et 4 —0o, on aura ÿ —0;et 


si l’on faitx —— a, on aura 
nr ___  (C—A)sin6 cos6 
ane = rh À ans 6— A+B+(C—A) cos C? 


ce qui s’accorde avec la valeur donnée immédiatement par l'état initial du 
À + B 
pes 1 \ 12 EEE 
mouvement a! —€e—(:7—6,), où l’on a cor tang €. 


Pour avoir la position de l’axe de rotation au bout du temps T, qui ést ce- 
lui d’une demi-oscillation , on fera — +7, 0 — 0, ce qui donnera x = 0: 
et si lon fait y = b", on aura 


tansc b! — _Fsine cos _._.ftang'6 . 
o ({m+1)cosé  cos6 tange ? 
DL: tang bd” tang G : : 
d’où résulte encore 5 — “5 ; mais comme dans ce cas 6 << w,ils’en- 
tang a tang x ? à 


suit qu'on a b' à. 

On voit par là que pendant le temps + d’une demi-oscillation , axe de 
rotation décrit un quart de son orbite en passant de I° en I: ; il continue 
ce mouvement dans le même sens pendant les trois autres demi-oscillations ; 
de sorte que dans le temps {Tr , qui est celui de deux oscillations ou de 
deux nutations, l’axe de rotation parcourt son orbite entière , et les choses 
sont rétablies dans le même état qu’au commencement du mouvement. 

L’ovale décrite par l'axe de rotation a pour centre le point D, comme 
cela a lieu dans les mouvemens rapportés à l’axe moyen ; mais 1l y a cette 
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différence dans le cas présent , que ovale est alongée dans le sens du mé- 
ridien , puisqu'on a trouvé d’ << a, tandis que dans les deux cas qui sont 
relatifs à l’axe moyen, on a à > 4°. 

Dans ce cas donc la plus grande vitesse W aura lieu dans le méridien, 


lorsque l’axe de rotation répondra aux points 1° et 1°, et la plus petite 


W cos a’ 
np aura lieu aux points I' et F, les plus éloignés du méridien. 
cos 


365. Second cas. Si l’état initial du corps est tel qu’il doive tourner sans 
cesse autour de l’axe AL, cet axe ne peut plus s'éloigner de 90° de la direc- 
trice AD, et sa nutation est limitée depuis f—6 jusqu’à 4= 6’, valeurs 
entre lesquelles on a cette relation : 


En C? — A? 


cos® 6 — Cost 6 = —— cos* 6 ; 


de sorte que, pour que ce second cas ait lieu, il faut qu’on ait. ..... 


cos 6 € VE — = à ou sin6 > ue 7) Soit alors €? — — cot’6, 


sin? ç’ 4 , . 
OÙ I — 2) les équations qui servent à déterminer © et 8 par le 


moyen de la variable 4, sont 


tangæo——htangd, = ct =), 


cosé 
sin 0=— sin 6 y(1—c* sin). 
Pour avoir maintenant les coordonnées x et y qui déterminent la position 
de axe de rotation à un instant quelconque, on fera, comme dans Part. 349; 


a—}7,7—=6, et les formules du n° 360, combinées avec les précédentes, 
donneront 


Pate as _ (C—'A)cos’6 
lang /tangt,,, (Se peace 

#'sinx sm2w 2hsinŸ cosŸ sin x 
PS7 A ane! ME co820 7 m1 ‘sine ) 


Comme 8 est toujours positive, on voit que x est toujours négative, et 
qu’ainsi l’ovale décrite par laxe de rotation est tout entière d’un même 
côté du pôle D; en quoi ce cas diffère de tous les précédens, où le point 
D était le centre de l’ovale décrite par l’axe de rotation. 

Les limites de 8, savoir, 0—6 et 0— 6, ont lieu, la première lorsque 
t=0 et d —0o, la seconde lorsque t=7T et d —?i7. Soient dans ces 
deux mêmes points, x=—4 etx —=— a", les limites de x; on aura 


tanga'=—ftangé et tanga"=— ftang 6’; 


Fig. 11. 
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on a 6 > 6", on aura donc aussi a! > a". Dans ces deux points, ÿ=0; d’ail- 
leurs en fisant L <+7, on voit que tang y est positive. Donc, pendant 
le temps Tr que l’axe AL emploie à parcourir son arc de nutation de L° 
en L, l’axe de rotation parcourt la moitié de son ovale I°41' dans le sens CB. 

Lorsque l’axe AL reviendra de L: à L®, l’axe de rotation parcourra l’autre 
moitié de son ovale, et reviendra au point 1° en même temps que l’axe AL 
au point L®, et ainsi à l'infini. 

Ainsi, pendant que laxe de rotation fait une révolution entière dans son 
orbite, l’axe du plus grand moment AL parcourt deux arcs de nutation qui 
le ramènent au point d’où il était parti, et le corps fait une demi-révolu- 
tion autour de l’axe AL, 

La vitesse angulaire la plus grande sera W au point 1°, et la plus petite 

Woee au point Î'. 

366. Si l’on suppose € infiniment petit, comme dans l’art. 353, les points 
I° et I', qui sont les extrémités du diamètre de l’ovale dans le sens du méri- 
dien, seront déterminés par les valeurs 

a = SF € 
B+C°? 


VC) 
AIR 


Si l’on suppose C— B beaucoup plus petit que C— A, en sorte qu’on ait 
C*—B'=J(C— A*), J' étant très petit, on aura 


sera 


Cas CiEs gui 


BA? 
C— A CB 
À ! Lhaee 1 4 ET 
et a —a—E; gide—=ie.s ; 


donc a'—a" est encore beaucoup plus petit que l’arc de nutation 6 — 6”, 
puisqu'on a 


d — a" est l'axe de l’ovale dirigée dans le sens du méridien. Pour avoir 


. l’autre axe perpendiculaire au FR UTIE il faut chercher la valeur de y 


lorsque £ = 45°, et on aura ' 
É=2B 4 
PCR 


Cette valeur de y est égale à a’ — a". Donc, dans l’ovale décrite par l’axe 
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de rotation, l'axe perpendiculaire au méridien est double de l'axe dirigé 
dans le sens du méridien. 
La vitesse angulaire est la plus grande au point 1°, où elle est égale à la 


vitesse initiale W; elle est la plus petite au point [°, où elle est Le bd 


= W[i—2(a—a"s)], c’est-à-dire 


HO BACSU 
Wie. *CHB CEA) 


Mais la différence de ces deux vitesses est un infiniment petit qu'on peut 
regarder comme fort au-dessous du second ordre. 


Remarque sur le mouvement de l'axe de la T'erre. 


367. Comme il est infiniment probable que l’axe de rotation primitif de 
la Terre n’a pas coïncidé exactement avec un axe principal, ou du moins 
que ces deux axes'se sont séparés par quelque variation arrivée à la sur- 
face ou dans l’intérieur du globe, il est à présumer que les inégalités qu’on 
vient de calculer ont lieu effectivement dans le mouvement de rotation de 
la Terre. Mais comme elles sont extrêmement peu sensibles, et que la quan- 
tité e, beaucoup plus grande que 4’, ne peut monter tout au plus qu’à 
quelques secondes, ce n’est que par une longue suite d’observations très 
délicates qu'on pourra s'assurer de leur existence. | | 

Soit D le point fixe du ciel, très voisin du pôle mobile autour duquel 
la Terre paraît tourner à peu près dans un jour, la distance de ces deux 
points étant tellement petite qu’elle ne pourra jamais devenir sensible par 
l'observation. Soit L l’extrémité de l'axe principal de la Terre, voisin du 


A+ C 
pôle, de mamière que la distance DL, ou = Fc g «n’est peut-être pas insen- 
sible; on peut au moins la regarder comme constante, et négliger la nuta- 
tion 6 — 6. Soit P le zénith d’un lieu de la Terre qui ne soit pas fort 


près de L; soit la constante LP = p, et l’angle variable DLP = Q — w, 


| HaG C 
on aura DP = p — B+ce (Q —»). D'où il suit que la distance du 
A : ; d : A 
zénith au pôle variera pour un lieu quelconque, depuis p— =——< € jusqu’à 


B+C 
p+pic e. Donc si, par des observations exactes de la hauteur du pôle, 


dégagées de la réfraction, de l’aberration et des nutations dues aux causes 


externes, on trouve que cette hauteur n’est pas constante, ce sera une preuve 
PEL = 22 


Fig. 12 
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qu'il y a un mouvement naturel dans l’axe terrestre; mouvement dont la 
cause est dans la Terre même, et qui doit être distinguée de la nutation 
causée par l’action de la Lune et des planètes. C’est peut-être par ce mouve- 
ment qu'on pourrait expliquer la petite différence que des observateurs 
exacts ont trouvée entre l’obliquité de l’écliptique, déduite des solstices 
d’hiver, et l’obliquité déduite des solstices d’été. 

On peut remarquer que depuis la plus grande jusqu’à la plus petite hau- 
teur du pôle pour un lieu quelconque, la Terre fait une demi-révolution 
autour de son axe principal. Le nombre de jours écoulés dans cet intervalle 


Ê B+A C+A C+ A 
2 eu EU DRE ARR 2 L'RUMUEES 
est donc, d’après nos formules, * /(G VE JT OÙ > C 


admet, ce qui est fort vraisemblable, que C diffère beaucoup moins de B que 
de A. D’un autre côté, il paraît, par le phénomène de la précession des 


, si l’on 


ae C x 302, , 322. 
équinoxes, que la valeur de + est comprise entre = et =; donc le temps 


dont il s’agit est d'environ 150 ou 160 jours. Ces he auraient encore 
lieu, quand même on aurait exactement B—C, ce qui est le cas de l’art. 313. 


Remarque générale. 


368. Quelles que soient la figure et la constitution intérieure d’un corps 
solide qui peut librement tourner dans tous les sens autour d’un point fixe, 
et qui n’est soumis à l’action d’aucune force accélératrice, le mouvement de 
ce corps peut toujours être assimilé à celui d’un ellipsoide homogène de 
même masse, dont les demi-axes principaux &', L', c’, dirigés dans le même 
sens que les axes principaux du corps proposé, ont les mêmes momens d’iner- 
tie, et qui aurait reçu la même vitesse imitiale, dans le même sens et autour 
du même axe de rotation. s 

En effet, les seuls élémens qui, dans la théorie précédente, dépendent 
de la futé du corps et de la loi que suit la densité de ses différentes molé- 
cules, sont les quantités A, B, C, par lesquelles se forment les momens 
d'inertie du corps tcisti sé a aux trois axes principaux. Donc si ces quan- 
tités sont égales dans deux corps, et si l'impulsion primitive est la même, 
ces deux corps auront nécessairement la même position et les mêmes vi- 
tesses au bout d’un temps quelconque. 
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LAS AA RAA AAA AAA RAA A AA 


AS AAA AA AAAAARARAAARANS SEAL AAA AAA AAA AS 


SECTION I. 


Du mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes. 


369. Nos supposerons d’abord que la vitesse initiale du corps est dirigée 
toute entière dans un plan qui passe par les deux centres fixes, et qu’ainsi 
le corps est assujetti à se mouvoir dans ce plan. Cela posé, nous suivrons 
l'analyse qu'Euler a donnée le premier de ce problème, dans les Mémoires 
de l’Académie de Berlin, ann. 1760. Nous donnerons ensuite les dévelop- 
pemens que fournit la théorie des fonctions elliptiques pour en compléter 
la solution. 


Analyse du problème. 


370. Soient F et G les, centres vers, lesquels sont dirigées les deux forces Fig. 13. 
attraclives ; soient À et B les intensités de ces forces, mesurées à l’u- 
nité de distance ; M le lieu du corps au bout du temps £. se abaissé MP 
perpendiculaire sur l’axe EFG, nous ferons 


FG—=e,GP=2 Men EMer Ms, 
l'angle EFM=—#9, langle EGM= w, 
ce qui donnera 
Xma=rc0s®, f=rsinp=ssint, LS COS «. 
Au point M le corps est sollicité par la force À dirigée suivant ME, et 
par la force :. dirigée suivant MG; donc, en supposant df constant, les 
S 


équations différentielles du mouvement seront. 


ddx __ A(x—a) _Bx 
TT n° 0 
ŒIPAUN AY By 


AMATEUR 
Multipliant la première par dx, la seconde par dy; ajoutant les produits, 
52e: 
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et intégrant, on aura 
(a) 40 HIS HS, 
24£* 
équation qui, après avoir déterminé la constante C, donnera la vitesse du 
corps en chaque point de son orbite. Il en résulte que si le corps passe deux 
fois par le même point, il aura la même vitesse en ce point, mais avec 
une direction qui pourra être différente ou même opposée. On voit ausst 
que la vitesse sera la même dans deux points de l’orbite qni seraient sem- 
blablement situés au-dessus et au-dessous de l’axe FG. 
371. Pour obtenir une seconde intégrale, considérons les aires élémen- 

taires 

da=(x—a) dy —ydx = r"d?, 

dé = xdy — ydx = s'do, 


dont les différentielles sont 


dda — (x — a) ddy — yddx, 
ddé = xddy — yddx. 
Si dans ces expressions on met pour ddx et ddy leurs valeurs données par 
les équations du mouvement, on aura 
dda _Bay dd Aa 
| dé Pos dt Int 7 
donc 
dudde + dédde _ aBydé  aAyde 
de SCAN PRIE Te 
Mais on a yd6 = s‘dw sin © et yda = r°dg sin @; donc 
dadds di : « 
D = Bdo sin © — Ad sin @. 


Cette équation est intégrable immédiatement, et son intégrale est 


LÉ = À cos @ — B cos & + C, 


ou, en substituant les valeurs de de et dé, 


22400 
(2) TE = = À cos ® — B cosw + C’. 


Au moyen de ces deux intégrales, le problème peut être réduit aux qua- 
dratures. 


372. En effet, soient p et q Aus nouvelles variables, telles qu’on ait 


tang+o=pq,tang:0 = .e ce qui donnera 
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: 2pq Perd 
sin ® = ——— cos ? = — = 
TZ +3"? ÊTS p°+ 9°? 
: 2pq 1 nd 
sin © — "#21. COS ® = -—— "+ ; 
1 + p°q*? > 1 + p°q 2 
dans le triangle FMG on aura 
Don asine DMC APR gite OM ja aa” 
7 osn(@g—a). G—p)(i+g)  1=p  1+9 
Aro AU ALERT )RN KE aq” 


sin(p—a) (plie) 1—p 149 
Par ces valeurs on trouve qe 77 PA 
# AT À Pt, - : (Cp +g)Ci1+p'g ja dp®_ ad" 
des + de = de + dpt = EREREES ter 7: AS 
20 — hat (p+g) (+ p'9°) (p'dg — g'dp*). 
Eu Ca COCA) 


mais par les équations (1) et (2) on a 
r°s‘dgde __;a(A cos @ — Bcosa + C') 
TS ER RETEPAT D TTC à 
%° + dy HE + 


Donc si lon exprime toutes ces quantités en fonctions de p et q, on aura, 
entre ces deux dermières variables, l'équation 


YA UE ET 1p 1=P9 20 


p’dg° APE p+Hg ". 1+p9 


Ge) EG =pydf, G—P)GES) ip CP) +), € 
ue FR eos 


qui se réduit à | 
dp[fiA—:3B)(—g)+Cp +iCG+g)] 
= ds [CA HEB) (1 pé) + Gp C1 pe}. 


PÆ(LAHEB)(1— pt) + Gp 3 C'(1— pt), 
QAR) (rs) GRR SC (neE 7, 
et on aura l’équation différentielle séparée 
= dg_ 
(3) sex, 
laquelle suflit pour détermimer la Lee décrite. Quant au signe ambigu de 
premier membre, on verra bientôt comment il se détermine d’après l’état 
initial du mouvement. 


Soit donc 


373. Il reste à trouver la valeur de dé. Pour cela soit, M — HE SHC 


et N=%A cos @ — = B cosw ++ C', afin qu’on ait, comme dans l'arele 
précédent, | ii | 


Fig. 13. 
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p'dg— gap x 
C9") ape + (1 —pt)dg— 

Cette équation, d’où lon a déduit Qdp* = Pdq*, donne 

P=MpP—N(i—p), 

Q=MP HN (r+ 9"), 

P'Q— FPE =N(p+ g) (1 + pot). 
Soit dp* = PdR?, on aura dy — QdR?, et par conséquent 
p'dg® — gp = (p°Q — gl) dR° = NdR*(p° + g°) (1 + p°g°). 

Or on a par l'équation (2), ” 


Ss “r à — ha} Cp'ag" — g'ap”) (p+g°) QG +p'9°). 
TS dpde — 2aNdt NN a tu nEN (OCE LICE 


de 2ÈR +9} G+ pe Me 
Ro DU CE DL 


donc 


et par conséquent, 
dé a am Al An de CE EU p°dR 48 g’dR 


caves Gp) G+E} CETTE TD 
Mais dR= "+ LS ST donc on a enfin 
de 7 d 
PE bar 
@ aV Ca) (i—pY V ne v'Q: 


Cette formule, ainsi que-la formnle (3); est écrite dans la supposition que 


d LZ L] e, 4 L3 L2 LL 
TL est positif, au moins dans les premiers instans du mouvement; car il 


faut que ses deux termes soient tous deux positifs, puisqu'ils résultent du 
produit de dit, qw'on doit regarder comme positif par la somme des deux 
p' 2 
FR C + G+gY 
On voit par ce résultat que la valeur de-t, qui correspond à des valeurs 
données de p et q, dépend en général des fonctions elliptiques de la troi- 
sième espèce, lesquelles peuvent, dans beaucoup de cas, être réduites aux 
fonctions de la première et de la seconde espèce. D’ailleurs l'équation (3), 
qui ne dépend que des fonctions elliptiques de la première espèce, donne 
la relation entre p et g, nécessaire pour déterminer la courbe décrite. 
374. Il faut maintenant. déterminer les constantes G et C’. Pour cela 
nous supposerons que le mouvement commence en un point À de: Paxe, 


quarrés 
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situé sur le prolongement de FG du côté de F, et faisant 


FA Ê 

Ga —=?7#°, On aura 
n am 
FA = ere 


CN ——. Cela posé, soit V la vitesse initiale suivant la | 
tangente AH, et soit l'angle EAH =; il faudra qu’on ait à vs fois 4 — 0, 


am° a dx? + dy? rd@ _ 
=0, O=0,7=——, S—— 7 — RE 
? 0; ? 1 — m°? Dr n°07 dr Nr dt Vsiny; 


de plus, en vertu des valeurs de ret des, on aura en même temps p°=—m° 


et 9 —0. Substituant donc toutes ces valeurs dans les équations (1) et (2), 
on en déduira 


L a A Le) 
= +aV — (+8) (: Em }* 
» “am°V?sin°n 
Reese me 


et on remarquera que la supposition faite sur la situation du premier point À 


FF + 


APTE De dQ ip 
satisfait à la condition que + soit positif. 

375. Pour déterminer le signe ambigu des équations (3) et (4), j’observe 

? LA À 7 a(r=Fp” Je £ Le ° 
qu’on a en général (art. 372) r+s— Er d’où il suit que l'équation 
p° = m° appartient à l’ellipse dont A est le sommet, F et G lés deux foyers. 
Or, dans le temps dé, le corps décrit, suivant la tangente AH, Pespace 


Azx = Vdi, faisant avec l’axe un angle EAH = et on voit que le point 
æ sera situé dans l’ellipse ou hors He. l’ellipse, selon que cosp sera négatif 


ou positif; donc en général +; aura le même signe 4, cosx; c’est-à-dire 


que dans les équations (3) et 4) on devra prendre <£ avec le signe = si cosy 


a 
est positif, et avec le signe — si cos est négatif. 

Pour savoir quel est le signe qui doit avoir lieu, lorsqu'on a cosu = 0 
ou w=?7, il faut observer GRR P aura pour facteur p°—m°, de sorte 
+ m'aV? 


(rnb: m° }?? 
P=(p—m)[ 2 —(D+B)p | 


Soit, dans un temps très petit 8, p°=—m°(1#{), € étant une quantité 
très petite de l’ordre 8, on aura P=—#{[D(1 —1n°*) A — Bm° | Ainsi, en 


qu’en faisant, pour abréger, D=— on aura 


| de à 
4 A > a 02. sen 
général, € sera du même signe que D(1—m°)— A — Bm°°; or, 7 est 


aussi du même signe que p°— m° =m%; donc lorsqu'on aw—=?#, on 
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devra, dans les équations (3) et (4), prendre avec le signe +, si 
D>— ae si V> ———> STE US et avec le signe —, si V°< nm 
mp mp” 
#2 L 1 + n° 
suppose ici f°—ia.—— AC, C étant le milieu de FG. 
A + Bm° 


Si l’on a exactement V° — , on voit que la quantité p*—m° 


en 
devra être zéro, au moins pendant quelques instans ; mais il est facile de 
s'assurer qu’elle sera toujours zéro , et qu’ainsi la courbe décrite par le corps 
sera l’ellipse p° = 7° : c’est un cas que nous examinerons ci-après avec le 
détail nécessaire. | 

376. Avant d'aller plus loin , il sera bon de faire voir quelles sont les 
limites de la vitesse initiale, pour que l'orbite s’étende ou ne s’étende pas 


à linfini. Lorsque r et s sont infinis, le second membre de l’équation (1) 
A x Ne A | HR LN à 4% 
se réduit à =; ainsi pour que ce cas ait lieu, il faut que G soit positif. Or, 


quel quesoït le point À où commence le mouvement, soit qu’on le prenne sur 
Vaxe EFG ou hors de cet axe, si l’on appelle V la vitesse initiale, k et A’ les 


distances AF, AG du point A aux deux centres F et G, on aura... 


VE 


773 donc en général le corps s’éloignera à l'infini si l'on a 


V: > me F Es au contraire, l'orbite sera renfermée dans un espace fini, 


=< 2 2B . = 
ci. Ta et AT Sr À , A 1 à p: : 
si l’on a V <E+ 77 : en Cas d'égalité, le corps s’éloignera à l'infini. 
Si l’on fait B=— 0, on aura les conditions connues pour qu’un corps sou- 
is à lattraction de la force A décrive telle ou telle section conique. En 


à : : ; À . 

eFet, on sait que lorbite sera une ellipse si V? < — ; une parabole si 
_2A É A 
= ,.et une hyperbole si V?> Te 


377. Nous allons maintenant procéder au développement et à l’intégra- 
tion des formules générales du problème; mais pour ne pas donner trop 
d’étendue à nos recherches, nous nous bornerons à considérer les cas ou 
l'orbite est renfermée dans un espace fini. Ces cas, dont le symptôme vient 
d’être déterminé par la limite de la vitesse initiale, sont les seuls qui aient 
quelque rapport au mouvement des planètes et autres astres qui ont des 
retours périodiques. Nous supposerons donc en général que la valeur de p* 
ne surpasse pas une certaine limite 3 plus petite que l’unité; car dès qu’on 
a p*=1, les valeurs des rayons vecteurs 7 et s deviennent infinies. 
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Cela posé, le polynome P ne pourra être que de l’une des deux formes 
P=M(m—p)(p—m), 
P=M(m—p°)(p +). 

Dans le premier système, p° sera toujours compris entre les limites 72 et 
m', où lon suppose 7» << m; dans le second, p* pourra avoir toutes les 
valeurs depuis zéro jusqu’à 77. Il s’agit donc de développer les formules 
générales dans ces deux systèmes, qui doivent comprendre tous les cas pos- 
sibles. 

Le premier système se développera sans difficulté dans la supposition que 
nous avons faite sur la situation du point À, où commence le mouvement ; 
mais pour développer le second d’une dus complète, il conviendra de 
placer le point À entre les deux centres F et G, ce qui donnera une autre 
forme aux constantes C et C’; sans cette précaution, il pourrait y avoir 
des cas que les formules ne représenteraient pas, savoir, ceux où l'orbite 
ne coupe l’axe qu'entre les deux centres F et G: | 

378. Dans le premier système on aura d’abord à substituer les valeurs des 
constantes GC et C’ de l'art. 374, dans l’expression du polynome P, savoir, 

P—iA+HIB—:C+H(C+HC')p—(iAHEiBHiC)pt; 

et pour que cette expression soit aussi PUR NU par M(m—p*)(p—m), 
il faudra qu’on ait 

ARTE + aV?m° sin” ée —A(i— m° } 

LaV°m° sin°u + B(1 — m° )°? 

+aV?(1— 2° cos’ pe + ma) — (58m) (1— mY 

2aV°m sin ue B(1—m°} PATAUN 
M = + aV°m° ne D A+B 


(1—m) 1—mm 


mm = 


Ainsi les quantités »m, m' et M, par lesquelles on exprime le polynome P 
dans le premier système , sont faciles à déduire des données immédiates du 
problème m°, V, pu. 

379. De même puisqu'on a Q =; BL C'H(C-+HC') g + 
.(2C'—+AH+2B)gf, on pourra donner au polynome Q la forme corres- 
LORDNIE 
Q—=M—B+M(m+m)g +(M—A)gt, 


d’où résulte 


(1 mmt) Q=A + Bt (A HB) (mm) g9+ (Bt Amm') 
ECG 53 


Fig, 14. 


Fig. 13. 


Fig. 15, 
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Nous allons suspendre un moment la suite de ces Re pour nous 
occuper d’une remarque sur l'emploi des variables p et g, et de la consi- 
dération de quelques cas particuliers. 


Remarque sur l'emploi des variables p et q. 


380. L'emploi des variables p et g, pour exprimer les rayons vecteurs r 
et s, et en général pour construire la courbe décrite par le mobile, exige 
quelques développemens qui pourront d’ailleurs être utiles dans d’autres 
recherches d'analyse. 

Il résulte d’abord des valeurs de r et s, données dans l’art. 372, qu’on a 
JUN QUES 7 PAPE PERRET 

? 1 Hg < 
Donc, 1°. si p est constant, r +5 sera constant, et la courbe décrite sera 
une ellipse dont F et G sont les foyers, et le ES axe AL = 2f — 
ai +p a(i + p°) 
1—p° 

2°. Si g est constant, s—r sera constant ; ce qui fait voir que la courbe 
décrite sera une hyperbole dont F et G sont les foyers. Mais alors le point 
À ne peut se trouver sur le FÉDES de FG:; il devra être situé 


entre les points F et G; et si l’on fait 


a(i— m). 
Em 


_ = 77, ON aura, au point À, 


dm, pp, ets —n— : c’est la valeur de l’axe transverse 
AL = 2CA. 

381. IL suit de là que lorsqu'on veut déterminer un point de la trajec- 
toire par des valeurs données de-p*-et 9°, savoir, p°= «a, q*=£@, on peut 
regarder ce point comme étant l’intersection de lellipse où p° = & avec 
lhyperbole où g —6. Mais cette construction laisserait incertain si le 
point cherché est au-dessus de l’axe ou au-dessous. Pour éviter à cet égard 
touté”ambiguité, il convient de déterminer chaque point de la courbe par 
des coordonnées rt telles que GP= zx, PM=7y, dont les valeurs 
sont 

d 0 à Gps “ha a 8 A PAS 

Tor 97 2 Gp) Ga) Le 

382. Les points où la courbe rencontre son axe méritent une attention 
particulière : voici les symptômes par lesquels ils doivent être distingués 
es les différens cas. 


°. Si la: courbe rencontre Faxe en un point B-situé au-delàrde-G par 
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rapport à F, on aura en ce point r—s—4a, et par conséquent g = © ; 
2 ? 2 


c’est le symptôme de ce premier cas. On aura en même temps p°=— 1: 
GO TE: , Ga rr . 
= ÿg ; ainsi la valeur connue de p* sera égale au rapport 5 qui détermine 
la position du point B. C’est ce qu’on trouverait directement, en considé- 

rant un point M infiniment près de B; car dans ce point on aura 


.__ tangse __ tang ; MFB _ sin MFB __ GM 'u GB 
7 tangi®  tangiMGB  sinMGB FM FB 


Si l’intersection avait lieu en G, on aurait toujours 9 =, mais en 
même temps p° = 0. 

2°, Si l'intersection a lieu en un point I situé entre F et G, on aura dans 
ce point r+s—a, et par conséquent p—0o; c’est le symptôme de ce 


ns £ akr—s r FI | 
second cas : on aura en même temps g =- —=-= ; ainsi la va- 


dLér it rte 
leur connue de g* déterminera la position du point I. 
Si l’intersection avait lieu en G, on aurait, comme ci-dessus, p — 0, 
q9—=®; si elle a lieu en F, on aura à la fois p—0,q—o. 
3°. Enfin si l'intersection a lieu en un point A situé sur le prolongement 
de FG, du côté de F, on aura en ce point s—r= 4, ce qui donne 9=0 


pour le symptôme de ce troisième cas. On aura en même temps p* — 
7527 FE: ainsi la valeur connue de : déterminera la position 
r+s+a ss GA’ P | L 


du point A, 


383. On voit par ces détails, que la quantité g, relative à l’hyperbole, 
peut avoir, suivant les différens cas, toutes les valeurs positives ou néga- 
tives, depuis zéro jusqu’à l'infini; mais que la quantité p, relative à l’el- 
lipse, est toujours comprise entre ir et — 1. Lorsque p°= 1, on a 
rs — w; et par conséquent le point M est infiniment éloigné. Dans ce 
cas , si l’on appelle 8 l’angle que l’asymptote de la courbe fait avec l’axe GF, 
cet angle, qui est alors la valeur de w , se déterminera par l'équation tang +0 
= pq, ce qui s'accorde d’ailleurs avec la valeur ? = tang © — RES 

384. I est important de remarquer que la description de la courbe serait 
quelquefois incomplète , si l’on n’attribuait à pet à g que des valeurs réelles; 
car il y a, dans certains cas, des branches qui ne sont représentées qu’en 
donnant à p et q des valeurs imaginaires. Ces cas se rencontrent dans Île 
problème des deux centres d’attraction; c’est pourquoi il convient de donner 
d'avance l'explication de cette difficulté. 


5341, 


Fig: 16. 


Fig. 13. 


Fig. 17. 
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Supposons que le point M, qui décrit la courbe, soit parvenu de À en G, 
où l’on a g—= et p —=0; sil continue sa marche au-delà de G, les for- 
mules ne peuvent plus représenter la portion GM/ située au-dessous de 
axe, du moins en donnant à g et p des valeurs réelles. 

a(i + p°q°) ap° a 

Car puisqu'on a s — Data) + RENE Per on con- 
coit que s diminue de plus en plus à mesure que p devient plus petit et g 
plus grand. Enfin au point G, où l’on fait à la fois p=0 et g— ©, on 
a S—0; mais passé ce point, comme la valeur p° = o ne peut être suivie 
d’une valeur p° > 1, 1l n’y a aucunes valeurs réelles de p et g qui rendent 
s négative, comme il le faudrait pour que les formules représentassent la 
portion de courbe GM’. à 

385. En effet, dans le cas où l’arc GM! et l’arc GM sont situés du même 
côté de la tangente commune TGT, les valeurs de w et de @ varient infini- 
ment peu du point G au point M’, que nous supposons infiniment près de G. 
On a au point G, ®=7, © — FGT, et au point M’, o=7+GFM', 
= FGT + TGV, GV étant le prolongement de la corde M'G. Il faudrait 
donc que la valeur de s, qui ne peut plus être dirigée suivant GV, devint 
négative pour répondre à sa véritable position GM', directement opposée à 
GV. Or, on vient de voir que la valeur analytique de s ne peut devenir néga- 
tive, tant que p et q sont réelles. Le calcul se refuse donc, dans ce cas, 
à représenter la branche GM'; car puisque s ne peut pas dhReute négative , 
après avoir fait 6 —=FGT au set G, 1l faudrait tout d’un coup augmenter 
w de 7 + 'T'GM', pour passer du point G au point infiniment proche M, 
ce qui ne s’accorde point avec la loi de continuité à laquelle doivent être 
assujetties les quantités algébriques. 

386. Il en serait de même si la courbe avait un point d’inflexion en G, 
et qu’elle se continuât dans la ‘branche GM", située de l’autre côté de la 
tangente GT’. Le passage du point G au point M" ne peut plus se faire en 
augmentant par degrés ©, même en admettant que s devint négatif ; car si 
lon fait © = FGV, FGV Rouen infiniment peu de FGT, la AU GV, 
prolongée MP de FG, ne rencontre pas la branche CM’ . Ainsi il Let 
admettre que l’angle © passera tout d’un coup de la valeur FGT qu'il a au 
point G., à la valeur FGT +7 — T'GM° qu'il a au point M”; supposition 
qui est encore contraire à la loi de continuité, et qui ne peut subsister en 
donnant à p et g des valeurs réelles. CA | | 

387. Voici maintenant la seule manière de passer analytiquement de la 
branche MG à la branche inférieure GM°. 


SECTION IE | ‘3740 
Soit FM =», GM'=5s, HGM’ = w’, HFM' = ©, tang : ® = p'q/, 


1 


tang + &' = Z, on trouvera, paf les formules du n° 372, en accentuant les 
P | 
lettres, et changeant ren s, 


ES Qi 2 PE) ! taf —7") 
+ s DE An pee À names at à 
De 1+9 
Mais si l’on étend au cas présent les formules qui ont lieu pour la branche 
MG. il faudra changer r en r’ et sen —5s', ce qui donnera 
, 5 , 


0 eus. Le a (1+p° ) À 
Li 24 de rs 

Ces valeurs ne peuvent avoir lieu, à moins de supposer que p* et q* devien- 
nent tout-à-coup négatives en passant du point G aux points situés au-dessous 
de l’axe; et pour qu'il y ait identité entre les deux résultats , il faut supposer 


2— la t Er 
P PAIN EEE ps 


D'ailleurs les premières valeurs de p' et g', au point G, sont p’ = 0, 
g =0, ce qui s'accorde avec les valeurs de p et q en ce même point, sa- 
Voir, P=0, Q=®. | 

388. Pour confirmer cette théorie par un exemple très simple, soit FMG 
un arc de cercle plus petit que la demi-circonférence , et soit O le centre 
de ce cercle. Ayant fait FC=— CG = 4, CO=c, FO=k4= (+3), 
GP=x, PM=7, on aura, suivant les formules générales, 

a (G—p'g) r= 2apq 
G—p9G +9)? Gp) G +9)? 
d’ailleurs , par la nature du cercle, on a (yæ+c}+(ia—zx) = 8, 


ou y? + 207 + x° — ax = 0. Soit M un point infiniment proche de G, 
ensorte que x et y soient infiniment petits et positifs; si l’on dis 8 l'an- 


FF idee) 


gle que fait la tangente en G avec l’axe GC, on aura tang = T et L aura 
pour limite tang 0. En effet, soit x = ad , d' étant infiniment DE > On 
aura, par l’équation du cercle, y = AE — d' VE Sun ie) IDAIS 2e. à. 


Ÿ = 7 P9 -; donc 
x 1— p°q 


— bals: cs RAGE 5) ]= ang (12), 


Fig. 


Fig. 13. 
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ce qui donne pq = tang À 1 — 7). Pour avoir séparément p et q, 1l 
faut combiner cette équation avec l’é Ne ne PA Re 
TR 4 ; sh “x G—p?) G +91 


Cette dernière, où l’on voit que g* doit être de l’ordre 5 donne 
ie KR F2 Mere)? 
d Has obtè Ç H7= pure ) ? 


-=d'(i+d), te 28 Sa rm LA substituant la valeur de 


TO 1—pg ; 


on en tire - 
pq donnée par ul première state , On aura 
1 __ d'cosô cos* 20 (1 + à) 
g* cos" ô—+2d'sin16 ? 
à 9'cos 8 sin°3 8 (1 + d) 
PAF cos* 0 20 cos? + 6 


Ces valeurs de p* et sont positives tant que d'est positif; elles sont nulles 


lorsque d'= 0. Mais si on fait d' négatif, elles deviennent négatives, et par 
conséquent p et g sont imaginaires. 
Au reste, cés valeurs s'accordent avec les formules de l’art. fat lesquelles, 


en supposant p* et . infiniment petits, donnent 


r'— s =a(1#2p"), l+s=a(i À); 


à sin° + 
et comme en changeant le signe de S,onap=—————........... 
cos # 
I cos 18 .… , 
== — ———-, il en résulte 
q cos 8 
! / 2ad sin? (—), 
Tes Ep = a — ad' 
cos 
ll 2ad' cos? x 8 k +c 
PH a+ = à Had (TS). 


Ce sont en effet les vraies valeurs de 7’ + s'et r' — s' au point M', en faisant 


GP'—= d\ 


Ducas particulier où l'une des forces est nulle. 


389. Soit B= 0; alors la distance FG devient arbitraire, ainsi que m°, 


am” 
5 que nous nomme- 


et il n’y a de déterminé que la distance AF = —— 
I1=7m 


rons 4. Dans ét cas, on sait que la coufbe décrite doit être une ellipse, ou 


v né D: com rs 
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plus généralement une section conique, dont F est l’un des foyers. Il faut 
one voir comment ce résultat peut être déduit de nos formules, en les 
considérant dans leur plus grande généralité, et sans s’astreindre à lPhypo- 
thèse de Particle 377. 

J’observe d’abord que comme la direction de l’axe FG est à volonté, on 
peut prendre , pour origine du mouvement, un point déterminé À, dans 
lequel AF sera perpendiculaire à la courbe. Ainsi, sans diminuer la géné- 
ralité de la solution, on pourra supposer w — 7 ; et en mettant simple- 


, A 
. ment 77 au lieu de m°, on aura (art.374), C3 aV—=(i—m),... 


amV? 5 : : hu : 
CL Sem TT À , valeurs où il reste deux indéterminées a et 77; mais 
comme on a entre elles la relation am = }h(1—m), on peutne conserver que 
. ’ . , . Mi 710 
lindéterminée », ce qui donnera C — (+ hAV* — A) ( æ ), Ter 


Cr Are A. Soit D — Jar ; les valeurs des polynomes P et Q 


I 77 


(art. 322 ) pourront être mises sous cette forme 
D; A: : 
P=(— — su. (p°—m), 
Q=(D+ 2 9) (1 +mg), 


et l'équation de la trajectoire sera, en faisant D-— À — mkD, 
Æ dp dq 
VER) VU —p)— VG+mg). VO+R) 
Dans cette équation on peut rendre le second membre semblable au pre- 
k— 2 
CRC ARE APE COR St Pen 
VE? —m) Gp) VTC —m) (6 — 2) 


390. L'intégrale complète de cette équation , NE EN la constante 
arbitraire c, est 


ME (PA ne) Ge" = 2ps NRA Ceete) (&—c)]; 


et comme on doit avoir simultanément P°: = m , g=0,2*—=1m, On trou- 
vera c==10 j!6t Vintégräle-deviendra Simplement 3 = = p, d’où résulte 


. « Z mr , 
mier en faisant mg° = — , et on aura la transformée 


PER) = — 


RRRQN : 1 Gux IQ}. FE pi) 
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RCE du à 


Soitrhs—=au. s—r—=a@v,onauau— TE 
MT: ? 2 - HE 1 + g° 


"x | l'heure 

g = 
u HI , I Es 
l'équation précédente, et faisant, pour abréger , «a — 


donne réciproquement p° = 
mk+ om: 


FL DVk = DIN = 


5 —— , on aura uv—a—{@uv, ou 
aar = da? ob (9 — 71). 


SoientAP= x, PM=7y,onaurar =y+(h—x),s—7 = a +aa(li—x) 
doncr=}a(a—6)—6@(h—x). Cette équation, qu'on peut mettre 
aussi sous la forme 


7° =% (@— 6) — 06 (a — €) (x) — (1 — €) (h— 2), 


apparent en général à une section conique, dont À est un sommet et F 
un foyer ; elle appartiendra en particulier à à l’elhipse si l’on a 6° 1, à la 
parabole si 6*= 1 , et à l’hyperbole si 6* > r. 

391. Dans le premier cas, comme le point G peut être pris à volonté, 
on pourra supposer que G est le second foyer de l’ellipse. Alors’ on aura 


h k : 
rhs=at+2h= (1m), ce qui donnerap®= m, et par suite k= m. 
Substituant cette valeur dans l’équation D — À = mkD, on en tire 


D= à 
EX — 


’ A : 
, et par conséquent V°— FC C’est le quarré de la vitesse 


mr? 
: Fe, z 
nécessaire pour décrire PRE dont le grand axe est = (1 + m), et dans la- 


1 FA 
quelle m représente e rapport Le 


Si lonam=o, le grand axe devient infini, et l’ellipse se nee en pa- 
rabole; ainsi la He décrite sera une parabole si l’on a V° = ; ellese- 
rait une hyperbole si.” était négatif, ou si l’on avait V° > 2. 

392. Pour avoir le temps du mouvement dans le cas de l'orbite ellipti- 
que , il faut ons l'équation 
| Va = Gi Rp + (€: on) Ai TU 
et y HNttUer les. valeurs p=m,Q=D (1+mg),.ce qui donnera. 

dyD LS. ( 7 + g ) dq_. 
a VCo) — \G=m} TG g)7 1 + mg? 
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| 1+m 
ou, en faisant le demi-grand axe + a. Di ri = f, 
dtVA ___ 1 (mg) dg 


ff fo 1tm G+g) 
Soit 9=—= tang Ë, et on aura l'intégrale 
tV'A 
PT TV me SU (==) sin Ê cos € ; 


faisant { = 7, et doublant la valeur de #, on aura le temps d’une ré- 
volution, savoir, 


—2%f VS 
AI7A:7 


ce qui s'accorde avec les formules connues du mouvement elliptique. 
Du cas particulier où l’on a m — nm, dans le premier système, art. 377. 


393. Alors la valeur du polynome P se réduit : à la forme 


P=—M(p— mm}. 
Or, M est essentiellement positif, puisqu'on a M — ET de là on voit 
que l’équation (3) ne peut subsister, à moins qu’on n’ait dans toute l’éten- 
due de la courbe décrite, | 
| p°—m—=o; 


cette courbe, dans laquelle r + s est constant, sera donc une ellipse, dont 
F et G sont les deux foyers. 

Cela posé, le point A, intersection de la courbe avec l'axe, ne peut être 
-que le sommet de l’ellipse, et on aura, en ce pont, u—=2?r,m°=—m, ce 


; ; maV? 
qui donnera M=# > +. B—+° à CE par cONséquent. . ........,.. 


A+ Bm 1—m 


V* — naeiter in Ua Eh substituant la valeur ma = h (1 —m), 
V» — 2A—+2mB, 
DUC R(T Em) 00 


donc avec une vitesse initiale ainsi déterminée , le corps décrira la même 


ellipse qu'avec la vitesse / (rs): si la force À agissait seule, ou 
ÿ 
qu'avec la vitesse V4 GE Le , Si la force À était nulle. On peut tirer 
de là un théorème assez remarquable. 
LE 54 
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« Soit À le sommet d’une elhipse dont F et G sont les deux foyers ;' soit 
» V' la vitesse en À nécessaire pour que cette ellipse soit décrite en vertu 
» de la force À placée au foyer F; soit pareillement V"” la vitesse en A né- 
» cessaire pour que l’ellipse soit décrite en vertu de la force B située à lau- 
» tre foyer G ; si ces deux forces Agen à la fois sur le mobile, et que sa 
» vitesse initiale V soit telle, qu’on ait V°= V" + V", il décrira encore 
» la même ellipse. » 

394. Pour avoir le temps employé à parcourir un are quelconque de 
cette ellipse, déterminé par la variable g, on observera que dans ce cas par- 
ticulier, la valeur de ie se réduit à cette forme, 


ce sua donnera la formule à intégrer 


(Mb (m+g) GQ + mg") dg 
7 (1+4-g*) VA + Brn° +2 (A + B) mg° + (Am + B) DYui 


Soit R= y [A1 LA mg) +B(m+q)], on aura, par les réductions 


connues, 


(im) (A+B)4 ka (1 + g°) dg 
NE ln een IEEE 


+(A—B) (: Ba) PRÉ 


On voit que la valeur de £ ne contiendra pas de fonctions elliptiques de la 
troisième espèce, si l’on a A = B; c’est pourquoi nous nous bornerons à 
développer ce cas particulier. 
395. Soit donc À —B, ce qui donne le quarré de la vitesse initiale 
F2 HE 2À (1+m*) A A(im) 
h (14m) mf  ? , « 


on aura immédiatement 
(+ m) dt PA (nm + q°) (1 + mq°) dq à 
Afvf é MCE VTLCim?) (+4 gt) + 4mg*]" 


Soit g = tang id, cosû — ,c=sint8, 6 = cos 24, onaurala trans- 


FR 
formée 
bdt  V2A dŸ (1— 20° se sin*+}) 
qui) | ere 4 a VGi—csin#)  ? 
dont l'intégrale est 


= A CBF (0, V)—E(c, 4] 
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Dans le mouvement que nous considérons, la vitesse est la même aux deux 
extrémités du grand axe; elle est aussi la même aux deux extrémités du 
petit axe. En appelant celle-ci V’, on aura 


CE LUE 0 4 Vera 
mf fi 
d’où 1l suit que la vitesse va en diminuant de l’extrémité du grand axe à 
Vextrémité du petit. 
Il est évident, d’ailleurs, que chaque quart d’ellipse est parcouru dans le 
même temps qui sera le quart du temps d’une révolution ; de sorte qu’en 
appelant ce dernier temps T, on aura 


T=; LE L (abF'e—Efc). 


396. Les deux forces À et B sont égales : elles agissent aux deux foyers 
de lellipse. Si l’on voulait que la même courbe fût parcourue en vertu 
d’une seule force attractive 2A, placée dans lun des foyers, le temps de 


, . . 3 #. 
la révolution serait, comme nous lavons vu n° 392, T° — dc: donc 


on a 


Asa 2bF'e—>E'c:7. 


Pour savoir lequel de ces deux temps est le plus grand, j’observe qu’on a 


en général, E = &'F + [ILEE; donc 
20F'c — 5 Etre bF'e—— 7: 


NL DN, d@ cos’ : É ; 
Z' etant l'intégrale (TE, prise depuis P—0o jusqu’à = +7. Mais 
’ . ’ d I — c° . À : % 
bF'c représente l’intégrale [EE prise entre les mêmes limites ; 
et puisque 1 — c* est plus petit que 1 — c* sin°*®, cette intégrale est plus 
; ; L ASE 
petite que /dp ou 5 : donc, à plus forte raison, 20F'e—-E£tc<;37; donc 
on a T << 'T’. Ainsi la masse 2A, partagée également dans les deux foyers, 
agit plus fortement que la même masse réunie dans un seul foyer, c'est- 
à-dire fait circuler le corps dans un moindre temps. 
397. Pour juger de la différence numérique de ces termes dans un cas par- 
ticulier, soit c— sin 30°, on aura par la table des fonctions complètes, 


54e 
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log F'e— 0.226793 2509758, 
log E'c = 0.166566 925942, 
ce qui donnera 


= 0.780066 690223. 


Ainsi les deux temps dont il s’agit seront à très peu près dans le rapport 
de 78 à 100. 

Au reste, les vitesses aux extrémités du ja axe, ne sont pas les mêmes: 
dans les deux cas, et lear différence sert à expliquer en grande partie la 
différence des résultats. Si Pon appelle V'et V’ies vitesses aux apsides supé- 
rieure et inférieure, dans le cas d’une seule force attractive 2A , concentrée 


dans l’un des foyers, on aura 


LS fm? 
: ÿ, À en A (1 + m 
et dans le cas des forces séparées, on a V° — 2; donc V°— 


(VE + V'), c'est-à-dire que V* tent le milieu juste entre V'* et V”#. 
Quant à l'effet de ces vitesses sur le temps périodique, il n’y a que le 
calcul qui puisse l’apprécier, et à cet égard il ne reste rien à désirer. 


Solution d’une difficulté analytique. 


398. Puisque l’elipse satisfait dans un cas fort étendu où les forces attrac- 
üves À et B sont situées respectivement dans les deux foyers F et G; on 
peut partir de la courbe connue pour faire les substitutions dans les équa- 
tions générales (1) et (2), afin d’en déduire les conditions nécessaires pour 
que ce mouvement puisse avoir lieu. a 

& 


Ayant donc fait CA =f, CF=CG—g—+a, rire soit de 


plus 7 — Fe ;, On aura par les propriétés: de lellipse, 


D 20 
fe «= Lg (+8) +ncoe) 
Tf+g cos? orraul, f+gcose ! ? 
AT 2 xD au Vagal ds CS En 2 LP = 21 
RO RES 5 068 0 ? tang PTS © tang 3 ® — 1m" tang RP, à 
ta ga 1 t 
nr g = lang ; © tang = ® —m tang* +, 
D D mt DER NRA 22. 2 2 Ant M 


_ f°+g  1+ncoso? f+gcose ? 
A ns (JEUN (F2 + g°) (+ n cosg)dg 
ri TRE ŒHgcose} 1 > 
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Ces valeurs , et celles des constantes:G et C!’ (art, 374 ), où l’on fera 


2— , . , ’ 
m=37, ct pour abréger, D — PRFRES V?, étant substituées dans les équa- 


4g 


tions (1) et (2), on trouvera que ces deux équations conduisent également, 
et sans aucune condition, à cette valeur de de, 


Hg Nr CPS) T nc?) de 
4 V5) T0 (f+gooseY VN ? 
dans laquelle 


N=— 2D(1-—ncos®)— A(r—cos®)(1+neosp)+B(1— 7) (1 —cos). 
Ce résultat, qui n’impose aucune condition à la vitesse initiale, a de quoi 
surprendre, ou doit même paraître fautif, puisque s’il y a une vitesse ini- 
tiale propre à décrire l’ellipse donnée, toute vitesse plus grande où plus 
petite fera nécessairement décrire une autre courbe. 

399. Pour rendre raison de ce paradoxe, il faut considérer que les équa- 
tions (1) et (2) ne sont pas linéaires par rapport aux différences d®, de, 
dt, et qu’un facteur qui est nul dans lellipse, a pu satisfaire à ces équa- 
tions, sans qu’on soit en droit d’en conclure que ces deux équations se 
réduisent absolument à une seule. 

Toute incertitude à cet égard disparaîtra, si l’on remonte aux équations 
différentielles du second ordre, et qu’on fasse les substitutions convenables 
dans ces équations. On devra obtenir ainsi la condition pour que l’ellipse 
soit décrite en vertu des deux forces d’attraction et de la vitesse initiale V, 
dirigée perpendiculairement à la ligne des centres KG. 

Faisant donc, comme au n° 370, x—a<+rcvus, y —=rsin®, les 
équations différentielles du second ordre donneront immédiatement, 


rddp + 2drdp __B 
VTT n'es sin (® —  ). 


ddr— rdg* __ A B cos(g — «) 


Ces équations servent en général à déterminer la courbe décrite et le heu 
du corps au bout du temps & Maintenant si celte courbe est Pellipse qui 


a pour équation r( f+gcos®) = f°—$g", on aura 


pére dr 56 prlp à É rdde + 2drd@\ | de 

(F+£g cos®) Cdanai ai 2 sin (y) (ES) = frs: 
' Q Là Q d ‘4 . / pl , 
Au moyen de ces trois équations et de la valeur de — ürée d résultat de 


: 


Particle précédent, on trouve l'équation de condition 
. . 
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NA, fBoos(p—a)+gBcose (f+g cop) Nr 
CAT 6600 CE Gt 
Substituant les valeurs de r, $, cosw, cos (p—«) en fonctions de ®, on aura 
enfin, 


Nn= A(ineose) +B (LE) 


Comparant cette valeur de N avec celle de article précédent, on trouve 
qu'elles sont identiques, si lon a 2nD— A(1+n)+B(i1—n), cest- 
à-dire si la vitesse initiale V est telle qu’on ait 
AE — ACF+gY +B(—s) — À + Br 
AO VTT, fm? 


ce qui s'accorde entiérement avec les résultats précédens. 
Du cas particulier où B—— A. 


400. Dans ce cas, la force placée au second foyer G est répulsive, et égale 
en intensité à la force attractive placée au foyer F. Pour que lellipse soit 
décrite en vertu de ces deux forces, il faut , d’après la formule précédente, 
qu'on ait 


vs _{Ag __A(i—m 2h 
TP —g —S— fm 
Alors la vitesse » en un point quelconque est donnée par l'équation (1). 
Savoir, 
2ÂÀ 2A 2AÂ _2A 
US NE Aa Ve 
À 2ÂÀ 2AÂ 
Mais on à, par hypothèse, V° — jAg — — ———— ; donc 
P P Ph f—-gn f+ 
p? — 2A LEE: 2A 


a ; s 
On voit, par cette equation, que la vitesse diminue de plus en plus, à me- 
sure que le corps s'éloigne de l’extrémité du grand axe; elle sera nulle à 
l'extrémité du petit axe, où lon a r—5s. Aïnsi, à partir de ce point, le 
corps reviendra sur ses pas, et décrira le quart d’ellipse dans le sens con- 
traire. Arrivé au point A avec une vitesse V égale à la vitesse initiale , mais 
dirigée en sens contraire, il continuera son mouvement sur l’ellipse, jusqu’à 
ce qu'il pafvienne à l’autre extrémité du petit axe, où sa vitesse sera nulle. 
Ainsi, dans le cas où les deux forces situées aux deux foyers sont égales, 
mais agissent en sens contraire, le mobile, en supposant sa vitesse initiale 


me 
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telle que nous l’avons fixée, parcourra la demi-ellipse, d’une extrémité à 
l’autre du petit axe, par un mouvement analogue à celui d’un pendule 
qui oscillerait dans une demi-ellipse dont le grand axe serait vertical. Cet 
exemple d’un mouvement d’oscillation, que des forces accélératrices pro- 
duisent sur un corps parfaitement libre, s’il n’est pas le premier que la 
mécanique ait offert jusqu’à présent, est au moins digne de remarque. 

4o1. Pour trouver le temps du mouvement, il faut faire B—— A dans 
la forraule du n° 394, ce qui donnera 


déV'A 1 Cmæ+ g*) (1 + mg*) dq 
TUE) Vin) GÆEg}vVG—9) 
Soit =, q — HT (1 — €? sin À) — À, on aura 
dq PU cr EE qe ROUE on mL Een bu … 
Vi g#) — A? MH — 1 (1 — m)A ; ne em re m)A j 


donc le second membre de Léon précédente étant nommé dZ, on aura 


cd 


di {Qm+ (im) At—(i— m} A], 


ce qui donne en pr 


ZL= cm (ce, d)+ce(i—m}E(c, L)—c(1 —m}) fASd\. 


Mais on a 


SASd\Y = + A sind cosd + E(c, L)—+cF(ce, 4); 


donc 
c x ‘u ROUTE 
Z=5(i+émt+m)F(c, 4)—-(i—m) A sin 4 cos}: 
Cette intégrale, quine comprend que la fonction de premiére espèce F(c, 4), 


est la valeur de ÉV 


à (1m) y/(1— in); et en faisant m=ŸE£ 


lave PTE gr Re 
déduit | . 
/ (20 32 — 
t—= __— PE FCc, À) — A sin À cos | 


Si l’on fait g=1, où d—217, on aura le temps employé à parcourir le 
quart d’ellipse. Aïnsi en as T le temps d’une oscillation, on aura 


DT En 
= re 
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Du cas particulier où lon a C+C'— 0. 


4o2. Dans ce cas, les polynomes P et Q se réduisent à deux termes, 


savoir, 
P = à — Gp, 
Q= y + dgt. 
Dans le premier, les coefliciens & et 6 sont toujours positifs; dans l'autre, 
les coefficiens y et d' peuvent être tous deux positifs, où lun positif et 
l'autre négatif. 
d 
D’après ces valeurs, chaque membre de l’équation VF _e st pourra tou- 
«de 


ours se réduire à la forme ——"" 
s Vi — 6 sin 


\ 1 Ê Sade >” K 
ang)" (Où Von a c* = ;; donc l’équa 


: . . A , &dy 
üuon dont il s’agit peut être repr oéné 5 = 
n do s’agit peu présentée en général Par =) 
dé 
V'Cr — c'sin*é) 


, et son intégrale sera 


kKEF(c, L)=F(c, C)+ const., 
où simplement #F (d)=F(£) + const., le module commun à'ces fonctions 
étant c— V5. 

On pourra toujours supposer que dans l’état initial du mouvement, l’une 
des variables 4, € est nulle. Soit cette variable £, et soit en même temps 
NT = €, alors léquation de la courbe sera 

k(EL — Fe) = FC; 
et si l’on prend une nouvelle variable £, telle que F£ = FAT — Fée, on 
aura plus simplement FE = Ff. 

403. Telle est, sous la forme la plus simple, Péquation de la trajectoire, 
lorsque la vitesse initiale satisfera à la condition C + C'— 0. Dans cette 
équation, # sera en général une fonction donnée:des quantités A; B,:a, 
et de celles qui sont relatives à Pétat initial du corps: si l’on suppose que 


; à ; | 1 É L os 
k est égal à une fraction rationnelle -> prise à volonté entre des limites con- 


venables, cette condition établira, entre les données du problème, une rela- 
tion au moyen de laquelle la courbe décrite par le corps sera une courbe 
algébrique, puisqu'il y à ‘eng une équation algébrique qui représente 
Péquation transcendante 


4e = er. 


y a donc une infinité de cas où la courbe décrite par un corps attiré vers 
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deux centres fixes, est une courbe algébrique. Cette courbe sera nécessai- 
rement rentrante sur elle-même, lorsque la vitesse initiale sera telle, que le 
corps ne peut s'éloigner à linfini; alors il y aura une période composée 
d’une ou de plusieurs révolutions, laquelle se répétera à l'infini; de sorte 
qu'il suffira de calculer le mouvement du corps dans une de ces périodes, 
pour pouvoir assigner le lieu du corps et toutes les circonstances du mou- 
vement au bout d’un temps quelconque. 


Les courbes alsébriques que nous venons d'indiquer, et qui seront déter- 
minées d’une maniére plus particulière dans l'examen que nous ferons des 
différens cas principaux du problème, sont les seules qu’Euler ait données 
dans les Mémoires de Berlin, ann. 1760. Mais nous ferons voir qu'il y 
a une infinité d’autres systèmes de courbes algébriques qui peuvent éga- 
lement satisfaire au problème; et cette multitude de solutions est une nou- 
velle ‘preuve des avantages que peut procurer, dans les applications, la 
théorie des fonctions elliptiques. 


Recherche des cas principaux contenus dans le premier système. 


404. Jusqu'ici nous n’avons considéré que des cas particuliers ; nous 
‘allons maintenant procéder à l'intégration de l'équation (3). Pour cela, il 
faudra distinguer dans chacun des deux systèmes indiqués art. 377, les 
différens cas principaux qui peuvent y être renfermés, et qui donnent lieu 
à des résultats de forme différente. 

En général, on sait que chaque membre de l'équation (3) peut être réduit 


a la forme D: cette équation sera donc toujours de la forme 
dé 


k DCE, AUTRE; RARES 
VG—csim 4) y{(1— xsinê)? 
et son intégrale sera, par conséquent, 


KF(c, d)=F(x,C)+ const. 


En supposant que le point À, origine du mouvement, est situé sur laxe 
EFG; soit dans son prolongement du côté de F, soit entre les deux centres 
Fet G, on pourra toujours faire en sorte qu’une des variables 4, £ soit 


3 LULE di dt 
nulle au point À ; alors on devra supposer que + et —> sont tous deux po- 


stifs, afin que les angles 4 et © croissent continuellement avec le temps : 
c’est sur ce principe que seront dirigées les transformations par lesquelles 


4 KA À 29 
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on obtient, dans les différens cas, l’équation de la courbe décrite 


kKF(c, A)=F(x, €)#- const. 


Cette équation, de même forme dans tous les cas, et facile à résoudre 
pour déterminer tant de points qu’on voudra de l'orbite, est remarquable 
surtout en ce que le coefficient Æ s’exprime toujours très simplement par 
les deux modules c et x; d’où il suit que les cas les plus variés du mouve- 
ment d’un corps attiré vers deux centres fixes, sont toujours résolus par 
une équation finale, où il n’y a que deux constantes arbitraires pour repré- 
senter toutes les données du problème. 

405. Dans le premier système que nous nous proposons maintenant de 
développer, le polynome P est de la forme 

P=M(m—p)(p—m),. 
où l’on suppose "met #° posilifs, et m > m'. La valeur de p* est donc tou- 
jours comprise entre les limites m et m'. Or, le lieu de tous les points où 
l’on a p°=m, est une ellipse décrite des foyers F et G, et dont le som- 


14 
I — 


met E est placé à la distance EF — ns de même, le lieu de tous les 


points où l’on a p* = m', est une ellipse décrite des mêmes foyers, et dont 
le sommet D est placé à la distance FD — Fa Donc, dans tous les 


cas qui appartiennent au premier système, la courbe décrite par le mobile 
sera toujours comprise dans l’espace que laissent entre eux les périmètres 
des deux ellipses que nous venons de déterminer; de sorte que les inter- 
sections de cette courbe avec l’axe ne pourront se faire que dans les par- 
es de cet axe ED, KL comprises entre les deux ellhipses. 

406. Nous appellerons apsides supérieures; les points de l'orbite S', S», 
S, etc., où l’on a p° = m, et apsides inférieures les points F', [°, F, etc., 
où l’on a p*=—m/. La raison de cette dénomination est que la somme des 
rayons vecteurs r+s est un #7aximum dans les premiers points, et un 7n1- 
nimum dans les autres; mais il importe surtout de remarquer une propriété 
générale des apsides, tant supérieures qu’inférieures, savoir, que dans ces 
points Porbite est toujours tangente à l’ellipse terminatrice p° = # ou 
p° = mm, "4 

En effet, si l'orbite, qui a un point S commun avec l’ellipse supérieure 
p°—=m, coupait cette ellipse, il y aurait des points de l'orbite qui appar- 
tiendraient à ane ellipse plus grande, et pour lesquels, par conséquent ; 
on aurait p° 4m; ce qui ne peut avoir lieu, puisque #.est la plus grande 
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valeur de p*. De même si lorbite; qui a un point À commun avec l’ellipse 
inférieure p° = »', entrait dans cette ellipse, il y aurait des points de lor- 
bite qui appartiendraient à une ellipse plus petite, et pour lesquels on 
aurait p* << m'; ce qui ne peut encore avoir lieu, puisque 77’ est la plus 
petute valeur rh p*. 

Une peut y ayoir d'exception à! cette propriété générale, que dans le 
cas où lorbite aurait un point de rebroussement qui aboutirait à l’une dés 
ellipses terminatrices, ou bien dans le cas où la vitesse du corps serait zéro 
au point S ; car alors il reviendrait sur ses pas; en suivant le même arc 
de courbe. 

407. Pour procéder maintenant à l'intégration de l’équation (3) , 1l faut 
transformer convenablement les deux menibres. Et d’abord puisqu'on a 

P=M (m=—p°)(p°—m!), si Von fait = 1 me et p=m(i—csin* À), 
on aura la transformée 

D = LA 2:38 Er 
TP CT : VG— € sin #)" 
On a ensuite, d’après les EN eR J’art. 350; 


(1—mm)Q=A+Bmm + (m+m)(A+B) g"+4(Amm+B) gt; 


mais il y a deux cas à distinguer, selon que les facteurs du second membre 
sont réels ou imaginaires. 


408. Premier cas. Si ces facteurs sont imaginaires, ou si l’on a 


on pourra supposer | 
Q=(M—B)(1+ 22 cosû.g" + agt), 


a et À étant déterminés par les cagotprs 


* TA + Brm 7 HS +) ER ? 
A + B À 
d’ailleurs on a, comme dans l’art. 378 , M ee M—B:=— __— : 


Cal: Fe i lon fait x—=sini8, = À tang£C, on aura la transformée 


1 PTS. bete 
{js = 2V (Ma Ba)‘ Vi — x sin €)" 


mi 2 (RD) RER) = CRE 
55. 
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Pair, ; rt 20° sr ne . u 
ee / (TS), et l'équation (3) deviendra | 

Se) dy dé 

LE Va—c sind) — Vu — = sin né)? 
mais j'observe qu’on peut mettre æ—Ù à la place de 4, sans changer la 

valeur supposée p°=1m(1—c? sin); ainsi on peut supprimer le iobble 
signe de cette équalion, et écrire simplement 
dy dé 
FC Pad APE LES AN. Re LE à 
pi ct sin 4) TT y(1— x*sin"C)? 
ce qui donnera, en intégrant, 
KF(c, d)=F(x, €) +0". 

409. Il s’agit maintenant de déterminer la constante C”. Or, d’après l’état 
initial du mouvement, tel qu'il est supposé dans l’art. 374, on doit avoir au 
point À, g—0o et p*—m°. Faisant donc {—=o et v= = €, ce qui donnera 
M mn ( — c*sin*e), où 

M — m° m — m° 


enr | RELe hu ss es. 
SD E = ——— 5, 


m — I7b 
on aura C"—— XF (c, €); ainsi l'équation de la courbe sera 
AF(c,d)—AF(c,e)=F(x, €). 


Mais il importe de savoir si l’angle €, déterminé par la valeur de sin*e, est 
aigu ou obtus; car l'équation de la courbe ne serait plus la même si l'on 


mettait 7 — € à la place de €. 
Pour cela il faut, comme nous l’avons déjà dit, faire en sorte que les coef- 


; dé Ep) es Me CET €" 
ficiens 5 7; Soient tous deux positifs au commencement du mouvement. 


Or, on a au point À, @=0, w—=0, 9—=0, p = Vm°, dr =Vdtcosu, 


een 


a 
1— p° 1+g°? 
tang 2 @ = ? étant différenciées, donnent au même point À où g=0 , dr=— 
8 a pli. , 


(i— m°) V/m° 


2am° 


rd@ = Vdt sin w; d’un autre côté les équations r = 


Vsinu; mais, 


on a en géuéral g= — tang ; ie ce us pa au d pont A 4 D = = a ; Be 


dé sir 7m 
\ Prrileny ne (2). V sine; 


d d d 
PIRE eee 0 MAUVE 


donc 


. _ «AUOIMAOMASEOTION ÆDIT ALI 437 
| RUE {ute af} GENOAC 0) »! dY és ; 
cette valeur est toujours positive. Pour avoit celle de =, j'observe qu’on a 


dr = Ndiçosu = a Tia doncau point À, + = Dur) -Voosp; d’ail- 


— p DEA ÿ =  saÿ/m° 
leurs léquation p a (# —c*Sin*4}) donne Ep Bd # Ÿdy; 


1) 


donc au point À, où 4 —€, on a | 


RREUT V/rn° NU FN (— m° y V cos 
dE mc* simécCose dé 2amc° sint COSé | 


x ; d JUL 1e | 
De là on voit que pour rendre CE posiuif, il faut toujours prendre éoss de 


signe-contrairé à cosw, c’est-à-dire: que les angles « et pe seront toujours , 
lun aigu, l’autre obtus. | 

Par cette condition, langle € sera entièrement détente et la bite 
décrite par le mobile se construira.au moyen de l'équation 


KE fic: À) — RE (c, e)=F (x, C); 
qu'il faudra combiner avec les équations p°= m(1— - c° sin’ L),q3—= 


1 
Ve tang+£, On voit par ces dernières que P restera loujours positive, mais 
æ 


que g prendra toutes les valeurs positives et négatives, depuis zéro jusqu’à 
l'infini. On déterminera d’ailleurs les coordonnées x et y par.les formules 
de Part. 381, où l’on voit que lordonnée y change de signe en même temps 
que la De q. 

410. L’ équation du ’on vient de trouver pour la courbe décrite, peut en 
général se réduire à. deux termes; car en faisant F(4)— F()=F(£), « 
étant le module commun à ces fonctions, on aura 


Ce EE Gi 


mais alors il pit: exprimer P en fonction de £. Or, d après Péquation 
supposée , on à (art. 18); en ARRET vil e sin *£)=A(E) Lt. 
vi — c* sine) = A(e), 


AeAË — c° sine cose sin Eco 
nb -— 1—0c! -sin* tesin & 


} 
Mais cette expression étant assez compliquée, il est. t'préférable de laisser 
l'ÉGENUOIE dé la courbe dans sa forme à trois Lérmes,, laquelle, ‘d’ ailleurs , 
n’est pas moins facile à résoudre, Jorsqu' dk s'agit ( den À parle 


moyen de €, ou réciproqüement. 
Cette équation se simplifie d'elle-même dans les déux cas particuliers.où 
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le point À, origine du, mouvement, est une apside supérieure ou  infé- 
rieure. | 

41:81 lé -point A ést une apsidé supérieure, ce point né pourra être 
qu'un des sommets de l’ellipse. p°=— m3 on-aura par conséquent, dans ce 
point, m°—m etu—+7, ce qui donnera e0,/et l'équation de la 
courbe sera simplement À gi 
HE (0, D) (x, €). 
Si le point À est une apside inférieure, ce point sera un sommet de l’ellipse 
p°="/, et on àura m—m > H=3T; ce qui donnera e—}7. Dans ce cas, 
EE de la courbe vonlient encore trois termes, savoir, AF(e, 4)=-#4F'e 
—F(x, €); mais en faisant la même transformation que ‘dans l’article pré- 
cédent, et substituant dans la formule la valeur e—2#, on trouve: p — 


bV/m À | ' s 
4€ Strass sin* ji 4€ TEE 16)? RF(c, E)=F(x, t); et comme rien n em- 


pêche de mettre 4 au liéu de £ dans ce résultat, l’éqüation de la courbe 
sera toujours de da forme NT [, 


KF (ce, Ÿ)=F (x, CIE 


Van delle: : 
VAE din) et q— Va t2n8: Ç. 


412. Sécond cäs. Si les facteurs du polÿnome Q sont réels, ou si l’on a 


mals On aura p = 


on pourra supposer 
Q=(M—B) (+ ag) (1 +aæg), 
æ et a’ étant des quantités réelles et positives données par les équations 


— (mm) (AB) DEA Amm' +8 
a+ à eme CSD CLR 


-Soit & > &!, si l’on fait «= 1 — - etq—= _ tangt, on aura la trans- 


formée 


Li d_; 
vQ = VE D) 
Sait pa à Le € er VG= a et on aura Feapatien de ss 


courbe th1f#19 
KF (c,4)—kF (c, €) —F# es )YT' 1 rit 
e étant ka valeur de 4 au point A, donnée par léquatioso : 2110 
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On trouvera, comme ci-dessus, que angle € est toujours de même espèce 
que 7 — pm, ce qui achèvera de déterminer cet angle. Ensuite, pour con- 
struire la ‘courbe ; #l faudra joindre à l'équation précédente les équations 


DEN ( 1e À sind), q= tang £. 


413. Si le point A est une apside supérieure , on aura 6 = 0, et l’équa- 
tion de la courbe sera simplement 


Fe, J'EF(, €). 


. . À ? PL. 
Si le paint À est une apside inférieuré, on aura e== 27 ; alors RUE 
tion de la courbe sera encore de la même forme, mais on aura .....:% 


/ 


+ 
3 : 
P = 


12 

Lang et q—= zu 8 

Les deux cas principaux que nous venons de développer sont les seuls 
qui soient compris dans le premier système. Nous allons donc passer à l’exa- 
men des cas qui appärtiennent an Second sÿstème; mais pour cet effet il 
faut, comme nous l’avons déjà dit, déterminer les constantes C et C’ dans 
l'hypothèse que le point À, origine du mouvement, est situé sur l’axe en- 
tre les deux centres des Gas F et G. Fr 


Recherche des cas pee conéenus dans le second système. 


414. On a déà vu que, ph E CALE sfstère, la valeur de P doit tou- 
jours être de la forme 


M (hp) (pm) 

dans laquelle he GES 13m étant positif aussi, fais d'une gran- 
deur non limitée. | te | 

Dans ce système, la valeur de p* varie entre la He zéro et 72; tous 
les points où p* — m sont les apsides supérieures S', S*, S$, etc., dans les- 
qe l'orbite est tangente à l'ellipse terminalrice P== m ; tou les points 
où p*=0 peuvent être régardés cümmé' des âpsides A uyés Pl P'eto 
puisque la somme des soyons vecteurs FE:+- 1G:, égale à FG;'estrun mini- 


muTt ; Ces points sont en même temps les intersections de la courbe avec 
l'axe entre les deux centres Fet G. vb 


415: Soit A Je point de l'axe ‘situé entre F et G, qu’on prend pour ori- Fig. 
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gine du mouvement ; soit V la. vitesse initiale, et p l’angle EAH que fait 
la direction de cette vitesse avec l’axe : les angles g, ®, © sont ouverts d’un 
même côté ; ils prennent naissance lorsque leurs côtés sont confondus avec 


la partie de l’axe dirigée dans le sens GFE. | bts 
Cela posé, on aura, au point À, les valeurs t = 0, P=7,œ=0, 
LL CAS en a rdg _ La af à sdo 
PERS IEEE mise Lin D rm 472 Vsinpe, © dé ma 


Substituant ces valeurs dans les équations (1) et (2), afin de déterminer 
les constantes C et C!, on en déduira 


C= ! av —(5+B)( 1m), 
se aV? m° sin° dk 
C'= A +B — TG Er) 
Mais puisqu'on a en re 

P=iA—IB+ 2 C+(CHO)p— (AH EBH+1 0) pt 
et que cette même quantilé est représentée, dans le second système , par 
la formule 


P=M (mm! + (mm) ppt], 


on aura pour déterminer M, 7, m', les équations 


mm! = | + aV®m° sing 
7 (AB) (1 m0) — ! aV mt sin° 4? 
(: aV® — de Ge Be ) (1+m°) — aV?m° sin’ 02 
m—m= (AB) (1+m°) — ia V?m sin? p 4 
À + B 3, MSI 
M — TE ro ID ES a ‘G+r y? 


ensuite la valeur de Q sera donnée. par la formule 
(1 +mm) Q= A, Bmm'+ (A +B) (m— m') q* + (B—;Amm') gt: 
416. Procédons maintenant à At de l’équation (3), et soit d’a- 


bord p = ÿ/m cos£, c° 


— , on aura la tr ansformée 


Tata 
1 5 dE! li 
Et Mn) US sc du als Lu 


maisiol convient FHOP ARE uà résultat positif, parce que la première delèur 


de'p étant zéto, celle de 4 A B doit être positive. Or, en faisant F e—(c, D = 


F (c, +), M On tang Z,tang N = LR on aura PL POUR 
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mire rt et comme l’équation supposée donne cos £ —..... 

b sin ÿ AY . + 1 cg cV/r' sin Ÿ 
———— ,1l s'ensuit quessi l’on fait directement p = =" 
Cr —c sin? Ÿ) ? P V/Ci — c? sin° 4)’ 
on aura 


Là, de Pots 8 hot 
PP ÿ(Mm)° y(1—csin 4) 
Cette valeur pa toujours la même dans tous les cas du second système ; 


mais celle de + TL sera d’une forme différente, suivant les différens cas, c’est- 


va 


à-dire suivant les différentes formes que peuvent prendre les facteurs dont 
le polynome Q est composé. Nous allons examiner successivement ces diffé- 
rens Cas, mais nous nous bornerons toujours à ceux qui supposent les quan- 
tités À et B positives. 

417. Premier cas. Supposons qu’on ait à la fois A>Bmm'etB> Amm!, 


en sorte que 77m soit on moindre que l'unité, mais moindre que 


le plus petit des rapports À 5. Soit de plus (AB) (m— my ....... 
<4(A — Bmm') EN a ou, ce qui revient au même, 
| ON OU AAA TPE. 

. 1 mm A+. 


Ces conditions ayant lieu , on pourra faire 


Q—=(M—B) (1 + 24 cos . g + gt), 


a et 8 étant déterminés par les équations 


B— Amnm 3(m— m )(A<+B) 
PE RE 26. 5 PR ARRET =, s 
HA Bmm” æ cos + A — Bmm 
Cela posé, soit g = a tang +0, x=—=sim+0, on aura la transformée 
dg 1 dk 


va — 2 (Ma— Ba) W(1—x° sin) 


Soit enfin 


Me — Ba | a M — Im 4c* SE 
ka = / Fan) ve Ha) 
lé ESAUANpR G) deviendra | 
Le dy de d: 
M Vue Ne VQG— x sin 6)? 
et son intégrale sera 
Ac, 4)=F(x, €) —F(xe), 
LE | 56 
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e étant la valeur de £ lorsque t=— 0: alors on a g= y/m°; ainsi € est donné 
par l'équation tang + e — y/(æm°). 


F Le 


418. Cherchons maintenant les valeurs de += et > lorsque t= 0. Puis- 


qu'on ar — re — Fe. , tang + © —= pq, ces équations étant différen- 
., * à d 
ciées , donnent pour le point À où p=o etw=0, dr= CTP + do =qdp; 


dp _ Là do 1+ m° 


donc + dd — 2q NAS 24 aÿ/m° 


d 
.Vsing. Cette valeur est positive; donc +, qui 


dp 
est du même signe que + mr St aussi positif. Il reste à fawre en sorte que = 


soit aussi positif. 


Or, on a dr =—Ndtcosu— c ES donc GER ave V PEUT 


7 tang st donne dq => er _—. é donc 


d’un autre côté, l’équauon 9 = — 
au point À, on aura 
Ë LE (+ mm) Ye 
tn On het MU .Vcos(r—p). 


dé 


Ainsi la valeur de > ne sera positive que lorsque l'angle pe sera plus grand 


qu'un droit. Dans cette hypothèse, l’équation de l’article précédent est 
exacte, et il ny a aucune ambiguïté sur la valeur de l’angle € déduit de 


l'équation tang+s— (am). 
dé 
dé 


deviendra négatif, et l'équation (3), dans laquelle nous avions négligé le 
double signe, devra être écrite ainsi, 

PER AE PTS AN NT < 

V (—csin 4) Vi—xsinê) 


Pour la ramener à la forme De ) nous RE une nouvelle va- 


419. Mais si l’angle & est moindre qu’un Ar alors le coeflicient — 


riable £, telle que tang £ tang£ — d == 
dé dé 


TV) v VOST alors q devra être exprimée en fonction 


7j» ce qui donnera. ...,... 


de £, et on aura q=— va RE PRET ie Par le moyen de cette 


NAC sin ) + sin£ ne 
Pr substituée den dans la quantité 27 /G? on aurait trouvé. 


Ma 1 dE V 
VQ — 2e) pü=<sugp ainsi l'équation (3), qui est alors 
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D = — Pb a pour transformée 


DAS dé 


VC — c° sin) ya sin n°£)? 


et son intégrale est 


kF(c, d)=F(x, £)—F(x, €), 


e étant déterminé par l'équation y/(æm°) — PR d’où 
l’on tire 

tance == PT en 0 

RIT 264/(aem°) 


420. Il résulte de cette analyse, que, dans tous les cas, l'équation de la 
courbe sera représentée par la même formule 


AF (oc, d)=F (x, C)—F(x,e); 

cy/m' sin Ÿ ! 
Vo eg) Mais | que 
les formules qui donnent les valeurs de la variable g et de la constante €, 
seront différentes, selon que langle w qui détermine la direction de la 
vitesse initiale est plus grand ou plus petit qu’un angle droit. 

Si l’on a m ><. les formules dont il s’agit seront 


que, dans tous les cas, la valeur de p sera p = 


Li . . 

| tang Le — ÿ/(am°), Q= 7 2083 05 
si l’on a w << 57, ces formules seront 

tang € == Ven? Er rs ATEN Ce STEP EE 
D 264/(am°)? EE Es Gi — x sin 52) +ésne 

421. On pourra éviter la distinction de ces deux cas, et s’en tenir au pre- 
mier, qui est le plus simple, si l’on désigne constamment par F celui des 
deux centres où l’angle FAH, formé par la tangente AH avec l'axe du côté 
de F, est un angle obtus. Cette hypothèse ne diminue en rien la généralité 


a . L L] LA FA 
de la solution, puisque d’ailleurs »°, qui représente le rapport =, peut 


avoir une valeur quelconque depuis zéro jusqu’à l'infini, et qu'il n’y a 
aucun avantage à supposer le point À plus près de F que de G, ce qui 
rendrait m° € 1. 

Pour éviter une subdivision inutile, nous choisirons de même, dans les 
autres cas généraux qui nous restent à examiner, le centre relativement 
auquel la solution se présente sous la forme la plus simple, lorsque cette 
solution sera susceptible de deux formes. 

als 5e 
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422. Nous pourrions passer sous silence le cas de w=—}:r, parce que 
ce cas particulier ne peut avoir lieu dans le cas général dont nous nous occu- 


d 
pons. En eflet, comme on aurait alors % —o, il faudrait qu'on eût en 


même temps Q—o, et qu’ainsi g*— m° fût facteur du polynome Q; ce 
qui n’a pas lieu, puisque les facteurs de Q sont imaginaires, excepté dans le 
seul cas de Û— 0, où ils deviennent égaux et de la forme 1 + æg°, non 
semblable à g°* — me°. 

Au reste, si, dans la supposition de u—+7, on cherchait à vérifier la 
condition (A + B }*(m— 77") << 4 (A — Bmim!) (B— Amm'), d’après les 
valeurs de #m' et m— m" données art. 419, on trouverait que cette con- 
dition n’a pas lieu; car elle donnerait pour résultat, 


1 a o A ° "\13 
[raVs(5— m )=(+ Bm ) (1 +m)] SD 
m + m 2 y AB 
1 + mm A+B? 
angles droits entre les deux centres F et G. 


423. Second cas. Soit encore À > Bmm' et B > Amm', et supposons de 
plus qu’on ait 


>‘ 


Aïnsi lorsqu'on a l'orbite ne coupera jameis l'axe à 


mm 2 VAB. 
1 mm A+B? 


ces conditions ayant lieu, les facteurs du RON AONE Q seront réels, mais 1l 
y aura deux cas à Men ne selon que m—m' est POLE ou négatif. 
424. Soit, 1°. m'<m, on pourra faire, 
Q=(M—B)(1+ag)(1+ eg"), 


æ et æ&’ étant des quantités réelles et positives données par les équations 


1 __(m—m) (A+B) ,__B—Âmm 

erhe Gr A — Brnm 0 04e — A—Bmm 

Soit & > a’; si l’on fait «= 1 —* CHU 
NP GE NES de 

v (Ma— Ba) V(1— x sin) 


Le VC — ) = He) I 
dY dt 
Vs) 7 Vase) 


x dq 
—— tan ON AUTA —— = 
3 06 0» Wa 7Q 


Soit ensuite 


l'équation (3) deviendra #. , et son intégrale 


sera 
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kF(c, +)=F (x, ji EC; €), 


£ étant la valeur de { au commencement du mouvement, valeur connue 
par l’équation | 
tang € — v(am°). 


Mais pour que l’équation générale, dans laquelle nous avons supprimé le 
d 
signe ambigu, soit gr il faut que É soit positif. Or on a, au point À, 


ao Cr. 2°)" 


2aV/m° 


comme dans l'art. 418 .V cos(7 —u). D'ailleurs l'équation 


, : 

I À . dé LL « dq . d& cars 

= tan8t, donne au même point, = ÿ/æ.cos*e. 2; donc + sera 
positif si cos(æ —w) est positif, ou si lonaum>2iy. 

Dans le cas contraire, il faudra transformer la variable £ comme on Fa 

fait dans l’art. 419; mais on peut se dispenser de ce SE en choisissant, 


pour le centre F, celui des deux pour lequel l'angle w est os grand qu’un 
angle droit. 


425. Soit, 2, m> m, les autres conditions étant les mêmes que dans 
l’art. 423, on pourra faire. 


QÆ(M—A)(7— a)(g —«"), 
a et «’ étant des quantités réelles et positives données par les équations 


y __(m—m)(A+B) A — Br 
FRANS B—Amm ? Ai 


— Âmm 


: | 
ST Cr bli sb À SEAT CHINE = 
Soit a>a;s l'on fat x*=— et 7= ie On aura v$. 


I = <C (ab } Pas æ M—A se) 
VO Ve nu0) Soit donc À=c /C Fr )= = ) À 
et l'équation (3) deviendra, en supprimant le signe Etre et intégrant, 

KP (ce, A)=E(x, ê)—F(x, 6); 
c’est l'équation de la courbe qu’il faudra combiner avec les équations 


= cn sin _ Ve. 
Are QG —c° sin°ÿ)? PPS sin €” 


426. Pour déterminer la constante €, on aura d’abord Féquation sin € 


{f 


a v (= =); mais cette équation laisse incertain si l'angle e est aigu ou obtus. 


Il faut fixer cette incertitude en satisfaisant à à la condition que? $ Au positif 


au commencement du mouvement. 
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dy: Q+m°) 


Or on a, comme dans l’art. 118 
4 t 418, dé 2aÿm 


. Vcos(z —m); d’ail- 


, : Lstph 6.) . dé sin” € dq 
leurs l’équation 9 — ne donne au point À, D =— ve | ou 
dé __(G+m) 
LH = sens: V Cos 4 tang €; 


dé 


donc + sera toujours positif, si l’on prend é dé même espèce que y. Cette 


. e e A < [2 ,’ e LA ÿ 
condition, jointe à la valeur sim € — 5 — , détermine complétement l’anglee, 


qui, dans ce cas comme CA tous les autres, est toujours moindre que deux 
angles droits. 

Si l'angle pe est droif, c’est-à-dire si la tangente én À est perpendiculaire 
\ . r . 7 . 4 æ 
a Paxe, on aura aussi = +7, ét l'équation sine = = donnera &4—mn° ; 
alors Q aura pour facteur g° —m°; c’est un cas dont nous avons déjà ren - 
contré un exemple, art. 422. 

Dans ce cas, l'équation de la courbe deviendra AF(c, d)=F(x,€)—F'%x, 


et on peut réduire le second membre à un seul terme, en faisant F(x, D 
cos C” 


à VA sin£"} 


les accens dans le résultat, on voit que pour le cas de w—=5#, on aura les 
équations 


AF(c, V)=F(x,c), pe q= V1 2 Cmnes sin 12] 


(1— c%sin° 4)? cos € 


Fx=F(x, €’), ce quidonnera sin £ = 


Supprimant ensuite 


427. Troisième cas. Supposons maintenant. À < Bmm'.et B>> Amim', 
ou, en d’autres termes ; À <B , et mm’ tout-à-la-fois > Set < À ; alors 
on devra faire À 

Q—(M—A)(g—a)(g + a), 
æ et æ' étant des quantités réelles et positives déterminées par les équations 


(m'—m)(A+B) aa! — Prime — À 


AA = TE B— Amm! ? 7 B— Amm 
à M æ Le. A bn NA 
Soit x Fr ppretr, et g — cor 2 on aura MO TE — Au) I y(Gi—x sin )? 


soit enfin 4 = - AV é Le = V4 (= ), l'équation @) deviendra, 


en substituant et en intégrant, 


RE (c, DEF EN POSE 


: 
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c’est l'équation de la courbe qu’il faudra combiner avec les équations 


cV/rn'.sinŸ Ve 
A x: VG—e sin)? 1 Sost 
Quant à la valeur de €, elle devra satisfaire à l’équation cos «= V4 (5); où 
l’on voit que € sera toujours < 27; mais il faut en qutre que le coefficient 
: soit positif à l’origine du mouvement. 
Or, Péquation g cos{ = ÿ/z donne an point ds Ê = FF = cot e; substi- 


tuant la valeur de “4 de lärt. 418, il viendra : 


ee BU 
TRE 


UT V cote cos (7 —u); 


ve d pre. 
ainsi la valeur de & ne sera positive que lorsqu'on aura m=>27%. 


Si lon aw—77, il faudra, d’après l’équation précédente, qu'on ait 
e=0, et par conséquent à =m°; cest aussi ce qu’on peut vérifier, d’après 
les équations de Part. 415, en y faisant w—;#, et combinant ces équa- 
tions avec celles qui, dans le cas présent, servent à déterminer « et &/. 

Dans ce cas donc, l'équation de la courbe se simplifie et devient AF(c, 4) 


= F(x;, €). On peut d’ailleurs s'assurer que la valeur de a qui reste indé- 


terminée dans la formule précédente, devra être positive. En eflet, puis- 
qu'on a æ—1n°, la valeur de Q devient : 


Q=(M—A)(7—m)(g +), 

d’où l’on voit que m° est la’ plus petite valeur de g*; donc “4 est positif, et 
par conséquent aussi A 

428. Si l’anple Aïest L57, on ne pourra plus, comme dans les cas pré- 
cédens , obtenir la solution en choisissant pour le centre F celui qui est 
placé du côté de l’angle w > +7; car l'échange qu’on ferait entre A et 
B, substituerait aux conditions À < Brun’, B>> Amum', des conditions dif- 
férentes B << Amm', À >> Bmm/', inconvénient qui ne s’est pas rencontré 
dans les cas précédens. Mais il y a un moyen très simple de changer la 


d&” 


variable €, pour laquelle sera négatif, en une autre €”, pour laquelle = 


sera positif; il consiste, comme nous l’avons déjà vu, à faire FH EC" =F'x 
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Re nd 10 NE 9 NON EEE 

VG—xsin te) V/(Gi—ssin) 

Et comme par cette supposition on a tang € tange Ÿ” Le, il en résulte. . 
6 sin C' HUE Ve, VQG— x sin 8) _ Va .VG—s sin sin°@") 

tin sin?" )? ge EE sin ” Te | :4 a 8m LU 


Soit d’ailleurs €’ la valeur de £"! ne ue t— 0; ou lorsque g° — m°, on aura 
q ; que q » 


+ 
cosE — — 


Cela posé, on se supprimer Jes accens qui affectent (/ et e/, et la solu- 
tion, pour le cas de m < +7, sera donnée par les formules 


RF (ce, A)=F(x, &)—F(x, €), 


x étant le module commun, ce qui donnera 


cos Ç — 


b cV/m'.sinŸÿ Vs VOTE sin*€) =) 
PSE VG — c sin°Ÿ)? 1 site) UE? cose= (/(— +) 


429. Ici se termine l’examen que nous voulions faire des cas principaux 
du problème. Car si on avait à la fois B<< Amm et À ©> Bmim', ce cas, 
qui suppose À > B, est entièrement semblable au troisième cas, où l’on 
a À << Bmm' et B>> Amm', qui suppose B > A. Ces deux cas se réduiront 
à un seul, en désignant constamment par F celui des deux centres ou 
réside la moindre force. Enfin si l’on supposait pour dernière combinaison 
A <Bmm' et B< Amm', ce qui rendrait négatifs le premier et le troisième 
terme du polynome Q, il faudrait qu’au moins le second füt positif, et 
qu’ainsi on eût ae mais les conditions A<<Bmm', B<Amm', supposent 


mn'>1,oum>— —, Ce qui ne peut s ’aceorder avec la condition m'< m. 
Ainsi ce cas ne peut avoir lieu. 


430. Pour plus de clarté, nous joignons ici un tableau général qui con- 
tient le résultat de tous les calculs précédens. On _y trouvera les formules 
qui servent à distinguer et à résoudre les différens cas principaux dans les- 
quels se divise le SNA général du mouvement d’un corps attiré vers 
deux centres fixes. | 
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T'ableau général des cas principaux du Problème. 


Nota. Dans les deux premiers cas, les valeurs de #2 et m° se déduisent des données im- 
médiates du problème m°, V. «, par les formules de l’art. 398; ces deux cas composent 
le premier système, dans lequel la courbe décrite ne peut jamais rencontrer son axe 
entre les centres F et G. 


Dans les quatre autres cas, les valeurs de m et m’ sont déduites des données m°, 
V, &, par les formules de l’art. 415; ces cas composent le second système, dans lequel il 
y a toujours, entre les centres F et G, un ou plusieurs points d’intersection de la courbe 
avee l’axe; le point A, origine du mouvement, auquel se rapportent les données m°, V, 
#, est un de ces points d’intersection. 


Conditions et dénominations. | Équation de la courbe. 


mm, 0 it SAS 
mr 
M — Im 2V AB 
Lt ren * Acte D kF(c,Ÿ)—4F (ce) =F(x,6), 
, __ Amm+B à) 3 (n+m") (A+B) = m(1—csinŸ), 
ALBmm °° y/{Amm +B).V(A+Bmm) 


q = tang : © 
AT: TE 
= sin +6, = 1/(É =), 


: de même espèce que —}. 


kF (c,Ÿ)=F (x,0), 
p=m{(1—0csin+), 


Corollaire I. Sion a m° = m, 


| q— 57 tant. 


| 

| | EH ERE (58), 
| np 

| Corollaire II. Silonam =", EEE 2 {? 


q = tngié 


LR | 57 
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Côndilions et dénominations. Équation de la courbe. 


, Lu 


{m<m, cie, 
. : m 
mm. 3/AB 
I— nm A+B 
,_ChEM)(EB)  ,_ Amm #B 
LT 7 ATFBmm  ? 4 AE Emn! 


&’ CE) 
ee > ROUX = Ktm LE 
> La à ? TS) 


In — n° 
SIN ç — —., 
I — In 


« de même espèce que 7 — ke. 


CAS II. 


&F(c, Ÿ)—ÆF(c, e)—=F(x ; €) , 


p=m(i—c sin? Ÿ) : 


CR me .tang 
V'« 


BFC, Ÿ =F(e, 0), 
p°—= me €" sin), 


Corollaire 1I. Si Von a m°—m, 


ice fa: lang C. 
{ ÆF(c, Y) = (x, 8), 
D + mn 
Corollaire II. Si l'on a m° =", NS D EEE sin" 
ï 
gi= ——.tang €. 


V4 


(cas III. 

AD Bmm', B> Amm', 

mm. 2V:AB NL  m 

1+mm SA+B ° Tm+m EËC, D)'=F (x, 0) —Px, e) 
eis B— Arnm cos0 2(m—m') (A+B) cV/m'.sin Ÿ 


PE VG—e su) 
I 1 
q EAy/a Rs 


<. V(A—Bmm ).V(B—Amm )? 


On devra prendre pour F celui des deux centres vers 


tang + UT. 
lequel d’a#fte x =TA Host plus grand qu’un droit. 


L2 
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Conditions et dénominations. Équation de la courbe. 
CAS IV. 

AZ Bmm, B> Amm, mm, 

mm 2V AB EN ré | 

Em? AB! mn HF(c,Ÿ)—F(s,0) —F( 0), 

(um) (AH) ,B—Amm he cy/m'.sinÿ. 

#7 7e _A—Brnm NAS A — Bmm ? Vi — 0° sin°Ÿ)’ 

>, n° — A cs TER q = —-,tangé. 
pr PAUTTE ï ë=4/(—), Va 


On prendra pour F celui de deux centres vers le- 
quel l'angle # —FAH est plus grand qu'un droit. 


CAS V. 
ASœBmm, B>Amm, m>m, 


tang s — Eux 


mm >V/AB n fafalé 
1+ mm 7 A+B? mm} J 
,__(m'—m)(A+8B) , A—Bmm EF(c,Ÿ)=F(,8) —Frs), 
M Gi A à APR 
B— Amm' DTA SAONE ERA LA 
d V(Gi—csin’Ÿ) 
{ 2 æ +) 
es N'aret = (TT), Ave 


pee 


« de mème espèce que pe. 


Le eas de #—;7 donne s—È2#r, et les mêmes for- { #F(c, dE E(«,6), 


mules sont applicables. Mais Péquation de la courbe se p=— RURAL 
réduira à deux termes, au moyen des formules ci- VCG—csint)” 
jointes. et! VG—x sin 16) ) 
7 Ve cosé 
ACBmm, B>Amm, —=-7T 
‘ 1 | Mmhm? il 

- 5; _ Gr — A) Fi an do Bmm co : , ÆF(e, Ÿ)=F(+, C)—F(x, s), 

B — Amm B— Amm |  cy/m'.sind 
ps GES) bare) 

ni a + + ? "nr 1 — —) V 
1 cos € 


lé > 37) ose (1/2, 


EFIT 550. 
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Conditions et dénominations. Équations de la courbe. 


 AF(c, Ÿ)=F(x, C)—F(x,:), 
ve __ cVm'.sinÿ 
PAGES C08,4— ee _—) ; PU VQ—E sind)" 

Ve Va—e sin *&) 


22 sin L 


Nota. Si l’on avait les conditions B << Amm’, 
A > Brum’, il faudrait faire la permutation entre A | 
et B, ainsi qu'entre F et G , et les formules du cas VI 
deviendraient applicables au cas proposé. 


Nous allons maintenant développer les solutions indiquées dans ce tableau 
général, en nous bornant à celles qui offrent les résultats les plus remar- 
quables. Nous. donnerons aussi, dans les cas principaux, les formules qui 
servent à déterminer le temps. | 


Développement du cas x. 


431. Si la vitesse initiale et sa direction satisfont aux conditions du 

cas 1, on connaîtra, par les formules du tableau, les modules c et x, ainsi 
sé 2 

que les constantes &, e et À — V4 (£ 2) ; au moyen de toutes ces don- 
, 1— 2x 

nées, l'équation de l’orbite sera 4F(c, LL) — AF(c, e) = F(x, €), et on aura 


tang2C; on pourra donc 


en même temps p° Ti m(i—csn\À), g=— a 
trouver tant de points qu’on voudra de l’orbite. En effet, prenant à volonté 
lun des arcs 4, €, qui peut comprendre plusieurs circonférences , l’autre 
se trouvera par la résolution de l’é équation kF(c, d)=4AF(c, €) + F(x, C), 
où un seul terme deviendra inconnu. On connaîtra donc les valeurs de p 
et g; quant aux signes de ces quantités, on observera que p reste toujours 
positif, parce qu'il ne devient jamais zéro, ses limites étant y/" et y/m'; 
mais que g prendra le signe qui convient à tang+®, suivant les valeurs 
indéfiniment grandes de l’arc {. Ensuite le point correspondant de la courbe 
se trouvera, soit par les valeurs de r et s exprimées en fonctions de p et g 


L 
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(art. 392), soit plutôt, pour ne laisser aucune indétermination, par les 
valeurs des coordonnées GP =x, PM=—Y, lesquelles sont 


CAES 2 1 FRNEE VCAPERS 2apq 
_ G—r)G +7) Gp) G +9) 
432. Puisque l'orbite dont il s’agit est renfermée tout entière dans l’es- 
pace que laissent entre eux les périmètres des deux ellipses p°=, p°=m', 
décrites des mêmes foyers F et G; soient E et D les sommets voisins de ces 


| EE EF DF 
ellipses, en sorte qu'on ait m=;}- et m'=;5g; les deux autres sommets 


étant L et K ; il est visible que l’orbite qui commence au point A ne pourra, 
dans ses circonvolutions, couper l’axe que dans les intervalles KL et DE. 
Voyons d’abord comment on détermine ces intersections , qui sont des points 
d’autant plus remarquables, qu'ils servent à compter les révolutions et 
demi-révolutions du corps dans son orbite. 

À partir du point À, le point B', où la courbe rencontre son axe, se 
trouvera , d’après le n° 382, en faisant 9 = «© ou = #7. Soit y’ la valeur 
correspondante de 4! , de sorte qu’on ait 


2 
E(S 3) =E(c; e)+ZF'x 
supposons qu'on ait déterminé d' par l'équation F(ce, d')= F'x, ce qui 
peut se faire par la méthode du n° 71, il restera à Ré l'équation 
F(c,% =F(c, QrEC d"), ou simplement Fy'=Fe+Fd", c étant le 
module commun à ces fonctions ; or, celle-ci se résout par les formules du 
n° 18, qui donnent 


V'@ — ce? sin d)1/(1—c° sin°e) — c° sind” sine cosd” cose 
1— c? sin° d sin°?s ; 


(1 — c sin) — 

L 0 B! L] . . La e # 

de là, p=m(i— csiny)= er ainsi le point B' est déterminé. 
433. A partir du point B', l’intersection suivante, qui doit avoir lieu en 
un point A! situé sur la partie de l’axe ED , se déterminera en faisant 9—0 
ou £ —27. Appelant donc y” la valeur correspondante de +, on trouvera 


7” par la résolution de l'équation F(c, v')=F(c, e)+> EP r Ce, €) 
+ 2F(c, d'). | 
Soit d” l’amplitude qui donne F(c, d")=2F(c, d"), d" pourra se dé- 
duire trigonométriquement de d", par les formules de la duplication des 
fonctions ; ensuite il faudra résoudre l'équation Fy"= Fe + Fd", et on en 


Fig. 20. 
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déduira une valeur de ÿ/(1 — c* sin") pareille à celle que nous avons 
trouvée dans l’article précédent. | 

434. En général, soient B', B*, B?, etc., les intersections successives qui 
ont lieu du côté du centre G; soient A', A?, AS, ete., celles qui ont lieu du 
côté de F; les valeurs de € et 4 correspondantes à ces différens points, sui- 
vant lordre avec lequel ils se succèdent dans le mouvement du corps, pour- 
ront se désigner comme il suit, en y joignant les auxiliaires d’, d”, d'", etc. 


Intérsécuions. .....-." BUVATTD", A?,0D7,/A°)"B6 etc, 


L'OPAUN. he sroces ANRT, STAR DR, 07; 7m; ete; 
Auailidites. 4 LISE PANNES da a d',Ld' 2 
SOIR REC ANNEE ER, RC AE ELA REED Ne 


À yant donc déterminé la première auxiliaire d'avec tonte Pexactitude néces- 

‘ ’ . 2 , . . 
saire, par léquation F(c, A”) = F'x, on déterminera les suivantes, d", 
d"”, d"', etc., par les formules connues pour la multiplication de la fonc- 
on F(c, d') ou Fd", de manière qu’on ait 

Fd=2FS#, FI 3F#, Fu F9", etc. 

Cela posé, chaque valeur de y se déduira du ? correspondant, en résol- 
vant l'équation Fy = FJ + Fe, dans laquelle + et d prendront un même 
nombre d’accens, tandis que € reste toujours le même; or, la résolution 
de cette équation donne en général 


| J 1— c° sin° à 1 — c° sine) — € sin e sin djcose cos d 
vi — ce sin?) = Amar IAA a NE et Cités cette 
On connaîtra ainsi la valeur de p° = m(1 — c* sin° y), laquelle étant égale à 

GB" Y. FA° 
FF où à Gar , 
Les points B', B°, B°, etc., sont ceux où le corps termine la 1°, la 3e, 
la 5°, etc., demi-révolution; les points A', A*, A, etc., sont ceux où 
il termine Ja 1°, la 2°, la 3°, etc., révolution. Ces points seront tous dif- 


déterminera le point d’intersection correspondant B” ou A”. 


at 5 …. ÊF'E 
férens les uns des autres, dans chaque série, si la quantité est irra- 


tionnelle; mais si cette quantité est rationnelle, le corps reviendra, après 
un certain nombre de révolutions ,.au point A, d’où il était PATES et la 
mème période de mouvement se renouvellera à linfns 

En effet, le corps reviendra au point À , si l’on peut faire à la fois fa A7 et 
d = exe, iete étant des nombres entiers. Ces valeurs étant substituées 
dans l'équation 4F (c, 4) — 4F(c, )=F(x,8), ou eu tire 24eF'c = 4iF'x, 
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F'c 
u—— —-. Donc si la quantité ps est un nombre rationnel : , le corps 


reviendra au pote de départ À, après une période composée nu ê révo- 
lutions, ce qui résulte de la valeur £ = 217. En revenant ainsi au même 
point, on voit, par l’équation {x}, que le corps aura la même vitesse qu’à 
l’origine du mouvement ; mais celte vitesse sera-t-elle dirigée dans le même 
sens ? c’est ce qu'il faut examiner. 

435. En général, quel que soit l’état initial du mouvement, si le corps 
passe deux fois dans un même point M de son orbite ,-sa vitesse en ce point 
sera égale dans les deux cas, et la direction de cette vitesse devra faire un 
angle égal , dans un sens ou dans l’autre, avec la droite MQ, qui divise en 
Je ir égales l'angle FMG. 


Eo effet, àl PA re He équations (1) f : (2), que si on désigne par dz 


d 
l’élément de la wourbe, da valeur de et celle de 2,2, seront les 


mêmes dans les deux passages du corps par ir point M. Le première quan- 
tité est le carré de la vitesse ; donc la vitesse est égale dans les deux cas; 
la seconde représente le produit sin TMF . sin TMG, ou + cos FMG..... 
— 7 cos 21MQ, MQ étant la droite qui divise en deux également l’angle 
FMG. Donc si TM est la tangente de l'orbite au premier passage, la tan- 
gente de Porbite , au second passage, sera nécessairement lune des deux 
droites TM, T'M, également inclinées sur MQ. à 

Le point M devient un point double, lorsque l’orbite a deux tangentes 
différentes TM, T'M; jamais il n’y aura de point triple, car il est impos- 
sible que trois tangentes différentes donnent une même valeur pour le pro- 
duit sin TME . sin TMG. 

436. On voit maintenant que si _. est rationnelle, et qu’en conséquence 


on puisse faire L — er “+ € et € = 2ir, ce qui ramëne le corps, après un 
nombre ‘de révolutions, au point À d’où il était parti, il aura en ce point 
la même vitesse V qu'au point de départ, et Ja direction de eette vitesse 
devra être également inclinée, dans an sens-ou dans d’antre, avec d’axe FG ; 
c’est-à-dire -que l'angle EAH, «qui est ge au point A dans l’état imitial du 
mouvement ,,ne pourra être que mou 7 —#4, lorsque le corps:sera re- 
venu au point A. Mais par la valeur .de ant. 409 ),-on voit que S ne 
pourraitvontinuer d'être posiuve, s1°à la,place.dew onmettait «.— we, puis- 
que d’ailleurs l’angle € reste toujours le même. Donc le corps À revenu au 
point À après un nombre # de révolutions , aura en ce point la même vi- 


Fig. x3. 
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tesse et la même direction qu’au commencement du: mouvement; ‘ainsi éette 
HSSS de L révolutions devra se répéter à à l'infini. 


3 


né. 2 '1a 4 ja ) HUOBALT II 
437. Siau contraire la quantité =. est ‘rationnelle : l'onbite, com posée 
d’une infinité de circonvolutions toutes différentés les'unes des + devra 
r je tout l’espace renfermé-enitré les périmètres des deux ellipses/p" #7, 
p* m'; de sorte qu il n’y aura aucun point de cet espace qui ne,soit un point 
dé Pope, ou an n’en soit infiniment péu distant. Il faut excepter seule- 
ment leicas:dé m° = 0, 4 donné lieu à lune, figure. particulière. L = 

Cette propriété n’est qu’ une conséquence fort . simple des. ‘considérations 
précédentes ; ; mais on peut la démontrer directement au moyen de l’'équa- 
tion 4AF(oÿd)—kF(c, = F(x, €), qüi doit satisfaire à tous les points 
de l'orbite. En:effet, supposons: que-:pôur- un’point-déterminé M; :6ompris 
entre les ds ellipses qu limitent l'orbite, on ait P=m (1— csin? Je) 


et q = ea tang €; si l’on satisfait à le équation, &E(c; Ÿ) — AAC €) 


= À (x, drÿ en EU Le et (Que Jeu s’ensuivra que le RE M est 
un point de l'orbite. Supposons donc qu’il existé une différence quelconque 
entreles quantités 4F (c, d°).— 4E (e,.e)et Fi(x, 6° ); Je-dis qu'on, pourra 
néanmoins satisfaire à l'équation 4F (c, d)—4F(c, e) =F(x,K);,1dans un 
point de l'orbite dont la distance au pont M sera plus petite que toute. tuens 
tité, donnée. gx 


Pour cet si soit v= = TX + Je à et pa 2x Le (æ ety. étant. FE 


} t.1Bh7 


point. M Due que, soient les enliers. x et y. ne qui il soit enmême temps 
un point RE l'orbite, il faut, qu'on. ait | 


EE Mae NT Dem ns tp 


eq qui dEnus Lx — My= =N, en faisant, , pour abréger, 1 L=XF'c,N NN | 

ne LP (e, DE CC, J ) +2 F (x, ©°). Or, en prenant les entiers x 
et r suffisamment grands, il sera toujours Fetes de satisfaire à équation 
Lx —Mr = = NE de manière que la différence’ des deux membrès soit plus 
petite que: toute e uantté donnée. Car. soit pris à volonté Vi 0 ‘étant un 
Cr N 


4 


entier , et SAR EN — ad + d, a! étant un entier, et d' au téeo fist 


petit que l'unité ;;si l’on fait x =—,4", on aura ee —Mr= =N — LA. Sup- 


posons qu'en-réduisant la-quantité. irrationnelle m © EHoE continue, et 
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. N > 0 2 y Ef CT: 
prolongeant le calcul jusqu’à un terme assez éloigné, on ail; pour la der- 


nière fraction convergente vers =, on aura, par les propriétés connues de 


M 
fi . | #4 hs d' d' » . r ne ° , . 
ces fractions, MW = Mi? etant une quantité posilive ou négative 
Li . » Lt Là / M . . 
plus petite que l'unité, d’où résultera LM" — L'M = -;-. Soit maintenant 


d'Mz 
= + Mz,7=6 + L's,0on aura Lx — My =N — LI + 
gra JM JLM\ DA Or ar pr 4 IN 
= N + Fr C— Tr ; soit donc ir = © + d”, c' étant un entier, 
et d” un reste plus petit que l'unité; si l’on fait 3 = c’, ce qui donne 
\ SM 
z= a + cM, 7 =6+ cl", on aura Lx —My=N — —% 


l'équation proposée Lx — My = N sera résolue ; de manière que l'erreur 


A 


ou la différence entre les deux membres ne sera que Tr » quantité moin- 


M , : , , 
dre que sr: Or, le dénominateur M’ donné par le développement d’une 


. Ainsi, 


RER 1; ; . 
quantilé irrationnelle gr © fracuon continue, sera aussi grand qu'on vou- 


dra ; donc l’erreur dont il s’agit pourra être rendue moindre que toute 
quantité donnée. 


438. Après avoir déterminé les différens points d’intersection de la courbe 
avec l’axe, il importe de déterminer avec la même précision les apsides tant 
supérieures qu'inférieures, c’est-à-dire les points où l'orbite est tangente aux 
ellipses terminatrices p° = 7m, p* — m'; car la connaissance de ces points, 
jointe à celle des intersections de la courbe avec l’axe, contribuera beau- 
coup à donner une idée exacte de la figure de cette courbe. 


Puisqu’on a, au commencement du mouvement, 4 = €, £ étant moin- 
dre que 180°, on voit, d’après l’équation p° = m (1 — c* sin° 4), que la 
première apside rencontrée par le corps sera une apside inférieure si l’on à 
EL 57, et une apside supérieure si l’on a € >> +7, En général, si l’on 
désigne par S', S*, S’, et.c, les apsides supérieures , et par 1', F°, I, If, etc., 
les apsides inférieures, auxquelles le corps parvient successivement à par- 
tir du point À, ces points se détermineront en donnant à 4 les valeurs 
successives , Savoir : 


OUI DONS, D, SM 1, 07, lc: ; 


esse IT) MIT 27,27) IN ST EN, EC. 
db 58 
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Il faudra donc calculer les valeurs correspondantes de £, en observant que 
le premier point I' doit être omis, comme se rapportant à une époque an- 
térieure à l’origine du mouvement, si l’on ae > 2#. 1] n’enest pas moins 
nécessaire de calculer dans tous les cas la valeur de € qui répond au point 1, 
parce qué cette valeur , une fois connue avec toute la précision nécessaire, 
sert à calculer trigonométriquement les valeurs de £ qui répondent aux 
autres points Ï et > 

En faisant 4 = ; æ, on aura à résoudre l'équation RE'c—RkE (c,e) — 
(x, €); en FR À =7 on aurait à résoudre l’équation 24F'c —XF (6,6) 
= F (x, €), ainsi des autres. Pour obtenir une plus grande uniformité dans 
la résolution de ces équations, supposons qu’on ait déterminé n et d’ par 
les équations F(x,n) =AF(c,e),F (x, d')= AF'c; connaissant lauxi- 
liaire de on déterminera les auxiliaires suivantes d", dm AT EEE de 1 ma- 
nière e qu on ait 

FJ"ÆHold" de EM QE A ect 
x étant le module commun à ces fonctions. 

Cela posé, si l’on appelle à”, À", A", A5, ete., les valeurs de & qui répon- 
dent aux valeurs successives L—2i7, 7, 7, 27, elc., ces quantités 
seront déterminées par les équations suivantes, où x est le module commun 
des fonctions ; 


N—= FI" —Fn, 
FA= Ed" Fr, 
Fa" = FA" — Fy, etc. 
Ces équations étant toutes de la même forme, il suffira de résoudre l’équa- 
tion générale FA=Fd'— Fr, d’où l’on tire, par les formules de Part. 19. 


sin d cos f/(15—x° sin°#) —sin# cos d 4/(r — x? sin°d) 
1 + cosd cos y—*’sin" d' sin” y + sin d'sin » W/(1—*° sin»). W/(1—#° sin" à) 


tangs A — 


? 


Par cette formule, où l’on donnera à d'et À un même nombre d’accens, 
on connaîtra les valeurs successives à, à", A7, A1*, A*, AM, etc. ; ensuite les 
apsides inférieures 1°, 1°, 15, If, etc., seront déterminées par la valeur con- 


stante p* = m° combinée avec les valeurs successives q = tang à x", 


 tang A", g—=—tang+A", etc.;et les apsides supérieuresS',S:, 5°, 


I 
TT Ve DE 
Sf,-elt,, seront dhespinées par la valeur constante p° = 7" à pete avec les 
va ve 


valeurs successives g= = tangià", g= = tano A", g=— A Bpsx LAS, e 
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Ainsi, la série finie ou infinie des apsides, tant supérieures qu’inférieures, 
peut être déterminée par de simples formules trigonométriques, dès qu'une 
fois on a calculé avec la précision nécessaire, les deux quantités n et d". 


» h « 0 , &F' 
Au reste, cette série sera finie si la quantité re 
x 


infinie dans le cas contraire. Dans le premier cas sont compris tous ceux où 
l'orbite est une courbe algébrique. 

439. Il ne sera pas inutilé de chercher dans quels cas l'orbite peut avoir 
une apside supérieure ou inférieure située sur l’axe EFGL ; car dans ces cas, 
l'équation de la courbe se réduira à deux termes, en prenant cette apside 
pour l’origine du mouvement; et alors on a les formules qui répondent à 
l’un dés corollaires I et IT du cas E, dans le tableau général. 


estrationnelle, et eile sera 


2 
Lorsque la quantité + DS est irrationnelle, la courbe passe exactement, ou 


à un infiniment petit près, par tous les points de l’axe EL non situés entre 
F et G; ainsi on peut placer indifféremment l’origine du mouvement, soit, 
dans une apside supérieure au point E ou au point L, soit dans une apside 
inférieure au pomt D'ou K; et on remmplira également des deux manières le: 
but qu'on peut avoir de réduire l’équation de la courbe à la forme Ja plus. 
simple, telle que la donnent les corollaires I et II du cas I. 

Il n’en est pas de même si la quantité Le 


22 ; ‘ ; ., 
par —; car ce n’est que dans un petit nombre de cas que l'orbite pourra 


est rationnelle et représentée 


avoir une apside située sur l’axe. 
En effet, s’il y a une apside supérieure ou inférieure située sur l’axe, il 


= . - d .: FT r 
faut qu’on puisse avoir à la fois 4 = - = n, et C—=rn',n et n! étant des 


entiers. Substituant ces valeurs dans l'équation AF(c,L)—AF(c,e)=F(x,0), 
il en résulte la condition | 
F'(c, €) LT n en’ 
Fe pis ,,; 
; | F(c,:) 


Ainsi, il n’y aura d’apside sur l’axe qu’autant que —p#— serà une fraction ra- 


tionnelle, qui a pour dénominateur & où un diviseur de £. Si cette con- 
dition a lieu, on pourra prendre pour équations du mouvement celles qui 
appartiennent à lun des corollaires 1 et 11; dans le cas contraire, cette 
réduction ne pourra avoir lieu. 

On voit par là, que la solution du problème donné par les formules 
du cas [ aurait perdu beaucoup de sa généralité, si l’on avait supposé 


58. 
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qu au point À, origine du mouyement, l'angle est droit, ce qui revient 
à supposer que “{k point À est un apside supérieure ou Nues: d 

- 44o. Il reste à trouver l'expression générale du temps employé à par- 
courir un arc quelconque de lPorbite. PU? cela, il faut recourir à la for- 
mule (4), où l’on voit que le temps est composé de deux parties toujours 
additives, l’une, fonction de p ou de 4; V'autre, fonction de q ou L de 4 
Nous liste chercher successivement ces (eux par ties. 


’ 


: dé 
Désignant 4 première parte, par £', il faudra, dans l'équation - ET 


Le EY 3 
— 7 EL les valeurs trouvées p* = m (1—c situ #) 
bts à ? F0 ( 
1 — nm dy 
Ness nt répémprent Le nié rer 
= VS): ACTE TUE et-on;aura hi formule à à intég | 
dvGi—c sinty) 
PDT Gr 
CT " bré mc° | __m—m __ a V5am CE) 
ou l'on a fait, pour a TégeT ESETT Ca Méceen ii Ste ro rer 


Soit Z(1}) = fee A étant mis pour Las api) on aura, 


par les réductions connues, 


MR 2 Gp Lt a paf +2)r(e 4 


+ (one) H(n310,) her 
Lorsque d —:7, l'intégrale Z(Y) deyenant Z',on aura 
2(+r)L' SE e— (à +7) F'e + (ac En c). 
Soit z = cot° À, on aura, pan) la formule de l’art. 108, . 
LCI [H'(2, €) — sin Fe] — —=2?7 + (F'e — E'c)F(6, A) — CRE b. PA). 
Donc en faisant, pour abréger, ner be DEN en , À), 


on aura 


Z'=}:sin* X(E'o+ b* sin PARA m sin? à 2x). 


Vos sinA 
44x. 1l résulte de ces calculs > que pour une valeur quelconque de 4, on 
aura £’ou 


POD= em /(E) 2() 202 5 


et pour la valeur déterminée 4 = 47 ,  dévenant T, où aura 
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ay/@am) LM) ps Ty7 

Tee VC = DZ. 
Donc, si l’on.a en général L = 17 + ma f étant un entier quelconque, et 
A’ un arc positif ou négatif moindre que 27, la valeur correspondante de t' 


ou #'(N) sera 

(A) =21T + ZE (7), 
d (4) désignant la valeur de £' qui répond à l'amplitude 4”, et qui est du 
même signe que V'; cette quantité sera toujours moindre que TL’, et pourra 
être alu avec tel degré d’approximation qu’on voudra, par 7e formules 
que nous avons ae ts pour,cet objet, 

On voit donc ti la valeur de t', pour une amplitude «! composée de tant 
de circonférences qu’on voudra, se détermine en supposant connue la valeur 
de cette quantité pour toute amplitude non plus grande qne 5 7. Si la quan- 
tité c sin Ÿ est assez petite pour qu’on-puisse prendre 1 — + c* sin F ob pour 
G—c*sin* 4"), la valeur de #(") se trouvera très AE par la 


tan 
formule suivante, où l'on a pris un angle auxiliaire @ tel que tang Q — sr. 


d'(d')=2D sin A[Q HE sin 2Q Li —ie)sin A(Q—£2sin 20 )]. 

Ces formules supposent le temps compté depuis J =0; mais coïnme au 
commencement du,mouyement, on a =, il faut regarder l’époque où 
À —=0o comme antérieure à celle où }=é, et en conséquence retrancher 


du temps’ trouvé pour une-valeur NE PRT de , la quantité constante 
L'(£), qu’on déterminera par les mêmes formules. 


? 


- + à 2 - L » , dt 
2. Pour avoir l’autre partie du temps, 1l faut, dans la formule 
5% | | PR° 2 ay/2a 


RE DE f SE substituer les VA 4 = 7 tang 17, ne = 
I 1— nm 5 'dGr a EI 
ve VB) ET an | ce qui donnera 
| I: ay/(+äx). VQG— mm RCA LL ns g 13e" 
LT VA + Bron) PRIE ACTA ! 4 ss gos£} VQG—xsin €) 


Pour obtenir cette intégrale, il faut la partager en deux parties 4447, dont 
les valeurs seront, en faisant 4 çcot*5n, = col'n, 


| "# aù 1— mm 
J: sb sd) = VC  ASRD nd se SAS Er) 
a (1 + 2» — » sin° 0) dÛ 
nv LOS forever 


Fra , 220$ sx — dÙ cosé sin°é 
ee =—D'W (D W (= ES J (ia sin° 2)" V/(—x?sint FT 
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4 
Soit £ un arc moindre que 17, tel qu'on ait tang £ = Ven) ou 


sin £ 


V/Cxt +» cos) 
ww () = __ sin” cos” : (£ — sin £ cosË). 


(1 — 6? sin°#}) 


sin / = , On aura, en faisant 6*—1— x", 


Cette quantité est nulle, lorsque € est un muluple de 7; elle est à son maxi- 
mum positif ou négatif, lorsque £ est un multiple impair de 57. En général, 
il suffira de connaître la fonction WV (€) depuis £ = 0 jusqu'à (= 2, car 
ona W({)=W(r—£t) et W(r+E) = —W (ê). 

443. Quant à la valeur de lintégrale U ou U(#), on trouvera, par le 
formules connues, en faisant A= y(1—x° sin €), 

(1 —E* sin?) U(G=— SRE — — sin? rE(x, €) I Cv x, Ü). 
Soit U' la valeur de U(£) lorsque = ;7, on aura 
(1 — 6 sin*n) U'= — sin°nE'x HIT (y, «) 


D'ailleurs, par la formule du n° 108, on trouve . 


(1 — € sin? }3 it 1 SL Fr 
EDEN ['T' (», x) sin °1F k] == 27 + (F'x Ex)F(6, } 
R — F'xE(6,n). | 
Donc, si l’on fait pour abréger, H=:74(F'x—E'x)F(6, n)—F'xE(6, ”);: 
on aura alu 


sin# COS 


(16% sintn) U'Æsinn (Fix — Ex) + VG—E sin») 


444. Cela posé, soit {= Lr + (’, L étant un nombre entier, et €! un 
arc positif ou négatif moindre que +7, on aura le temps Re D 
{+ 47, par les formules fr 1 4 

"= D'[2LU' +U(Z)], 
= — D' cos Lr. W(£"). 

Soit T” la valeur qui répond à £=+7, savoir, T'=D'U', on aura plus 
simplement 
= 2LT Æ D'U (6. 

445. Étant donnée la valeur {= L + {’, comme dans l’article précé- 
dent, si l’on veut avoir-le temps total: du mouvement, il faudra chercher la 
valeur de + correspondante, afin d’en déduire la première partie du temps 
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désignée par 4’. Soit done, comme ci-dessus, 4 — 17 + 4', L'étant un en- 
tier, et A’ un arc 37; substituant ces valeurs dans l’équation de la 
ak be RF (c, L)—AF(c,E) =F(x, Ç), on aura 

Al N = 2LF'x + F(x,C)+H4&F(c,e) 
À ce Pb ERP NT 7 DA EAU 
&F'e 
Le second: membre étant un nombre connu, on connaîtra l’entier pair 21, 
qui en approche le plus; on connaîtra en même temps la valeur et le signe 


_. "px 


; ainsi, il ne restera à résoudre que l'équation F(c, NS) 


de la partie — 


= Éd re Dia k!' sera un nombre donné plus petit Te unité. 
Or, cette équation peut être résolue avec tel re de ne qu’on vou- 
dra, par la méthode dun° 71 
416. Ayant donc à la fois 4 Tr + Ÿ',€=Lr +i,on trouvera , 
par les formules précédentes, les différentes rs du temps, savoir : 
€ = 217" + # (À), 
= 2LT + (0), 
= —D' cos Lr. W (©), 
où il faut observer que les fonctions #! (4'), 2" (£!), W (£'); prermetit le 
même signe que les. variables 4” et {”, dont elles dépendent. De là résulte 
le temps cherché | Œ! TN TN NT PS TE: # 
4 21T' + LT" 8 (LH (CD! cos La . W (&) — # (e): 
447: Si l'on faité = 2N7 ,. ou si l’on,suppose que le corps a achevé un 
nombre N de révolutions , on aura L= 2N,€—0o, ce qui donnera: 
| = dur ANT + 4 (L) — # (6). 


EG GA = {NE + BP ( c, ss 


TON TE done, 


Mais dans ce même cas on a 21+- 


L=—= 4N (Tr For nn " ae AEDPR FC Je {! M 1! #9 


Désignons par r. la durée Hpyene d'éne révolution 


< , nous aurons 


r= 41" Fais F'x LS n (CCE +. AC er HESPSS F(c, d’) 


Ec ON AT TT Co Fran? | 


Fc r) te 
Si ou T sont plus petites que ‘deux ünités et presque 


dés EG), 


or, les quantités 


égales entre élles : de ème fe quantités sont plus petites que 
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l'unité, et presque égales entre elles ; donc le temps moyen d’une révolu- 


tion approchera de plus en plus d’être égal à la limite 41" + 4T". _ 


’ \ DA £F'e . 
Il sera exactement égal à cette limite, lorsque -— sera rationnel, et que 
{ LA 
le temps comprendra une ou plusieurs périodes entières. 


448. Supposons maintenant qu’on veuille résoudre le problèmeinverse, 
qui consiste à déterminer la position du corps au bout d’un temps donné 
6 aussi grand qu'on voudra. On prendra, comme dans l’article précédent, 

ue F'x , Ne VO 
la limite Tr = 4T" + 4 T°. =; et parce que le quotient 6 oit indiquer à 
+ 2 s T 
très peu près le nombre de révolutions faites dans le temps © , on pourra 


prendre pour première hypothèse £ = 27 . £e et on calculera la valeur cor- 


respondante de £. 
Soit cette valeur { = © + 4, la différence d fera connaître par son signe 


le sens dans lequel la première valeur de © doit être recuüfée; et comme 
x qu È $ $ : 
un temps d répond à peu près à une partie - de révolution, il est clair 
T 
G—d 
s 


qu’on devra prendre pour seconde hypothèse € = 27. 


Avec cette. valeur, on calculera le temps correspondant, lequel sera 
exprimé par 6<+ 4’, d' étant une quantité beaucoup plus petite que d. 
Désignant donc par €, la valeur prise pour £ dans la seconde hypothèse, 


; d' 
on aura la valeur corrigée € = £,— 27.—, laquelle devra sufhire pour la 
T + Là 


solution du problème, à moins qu’on.ne veuille obtenir une approxima- 
tion encore plus grande, en ayant recours à une troisième hypothèse. 


Des courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas I. 
449. Si lonfaitF(c, 4)—F(c,e)}= Fc, z),ou simplement FL —Fe—Fz, 
l'équation de l'orbite se réduit, en général, à la forme 
RP(c,z)=F(x,c); 
et pour construire la courbe; on aura toujours les équations. ........ 
po=m(:—csin"\), q = ga ts; mais il faudra exprimer p en fonc- 


tion de Z, ce quise fera en tirant de équation FA —Fe= F2, la valeur de 
y/(1—c*sin*L), ou A(4), par les formules du n° 18; on aura ainsi 


Ayo A AOMSÉCTION Hip at 465 


slovèr sau'h ovogp Psion À G)AG)--csins coss sin z COSZ 
(ps ni dE C2 { IE sin” sin*z 


4) F | f, 

"450. Nous tee és aan à voir A 4 ve er on à peut trouver tant de 
courbes .aléébriques qu’on voudra qui satisfassent à l'équation AE (c, 3) — 
F(x, €). Ces courhes auront généralement la propriété de rentrer sur elles- 
mêmes, aprés une période composée d’un certain nombre de révolutions ; 
de sorte qu 711 suffira de calculer le mouvement du « corps pendant une seule pé- 
riode 5 pour connaître et déterminer le mouyement au bout du temps quel- 
conque. 


‘Nous avons dé: remarqué que si l'orbite rentre sur elle-même après un 
certain riombre dé révolutions, la quantité -— doit être rationnelle, Cette 


condition aura donc liéu généralement dans toutes les courbes algébriques 
que nous allons déterminer ; mais elle pourrait avoir lieu aussi dans une 
infinité d’autres! courbes: qui ne;seraient'pas algébiques. 

Ce n’est que.par des suppositions particulières sur la valeur de la vitesse 
initiale, ou sur celle de quelques-unes des autres données du problème, 
qu’on Sabviellé à obtenir des courbes algébriques; mais les résultats de ce 
genre ont encore une telle.généralité, que non-seulement le nombre des 
courbes : algébriques qui peuvent satisfaire au problème dans le seul cas 1° 
“est infim ini, mais que Pon peut former üne infinité de systèmes différens qui 
y salisferont également, et dont chacun ‘coripreñdra un nombre infini de 
courbes ‘algébriqués des formes les plus variées et les plus bizarres. 


A5. Soit d’abord: ere et k ou VS) 2, © : étant une frac- 


(4 
tion rationnelle; ‘on aurä, ‘en süpposant i Les À 


éd) diony Pie PES TA NES 
' é “Ati 
RENE fe 


Zi 4 jt 036 —— 20, 


LL 2n0 RC " 
et l’équation AF(c,z)=F(x €) tn iF Ce, z)=eF(c, C), ou sim- 
“plement 1Fz=eF£, c étant le module commun à ces deux fonctions. 

Par les propriétésiconnues des fonctions F,. on pourra toujours. remplacer 
l'équation transcendante F(c, z) = eF(c, € ), par une équation algébrique 
équivalente; et si l’on come cette équation avec les valeurs de x et de y 
exprimées en fonctions de p et g, qui elles-mêmes s'expriment trigonomé- 
triquement, au moyen des arcs 3 et €, on aura l’équation cherchée de la 
trajectoire. Mais il sera toujours plus simple de ne point faire d’ élimination, 


et de construire la courbe par le ft go de P “aus KP (6) 2} Elec: £). À 
DE fl pe KO ; € dE © A ) 59 
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qui fera connaître tant de valeurs correspondantes qu’on voudra des va- 
riables z et{, et par conséquent tant de points qu’on voudra de cette courbe. 


452. En donnant à une valeur rationnelle quelconque, plus grande que 
deux unités, on connaîtra la valeur du module c qui détermine entière- 
ment l’équation :Fz= eff; et comme la quantité a se réduit, dans ce 
Cas, à 2, il s'ensuit que l’orbite rentrera sur elle-même après un nombre : 
de révolutions, ou 2, selon que z est impair ou pair. 

Étant donnée la fraction rationnelle > 2, d’où l’on déduit la valeur du 
module c; étant données également les forces À et B, ou seulement leur 
rapport + 2 , les valeurs de #7 et m' ne sont plus arbitraires. En effet, les for- 


mules du cas I donent m—=m(i—c)=mb, sn1/=x—c, cos 6 
Ammm' + B 


came EÆ 2. € + : 4 Areas VER LL Ds 

= 1— 20; substituant ces valeurs dans les équations «° — fier u: Pr 
PURE JR ED) UE N 4h 

2& coSÈ— RE Brun el éliminant «, on aura pour déterminer m#, 

Péquation 


m 1— 20° 2V/AB 

1 — Dm Tee +166)" A+RB" 
Connaissantm et m', les équations du n° 378 donneront cette relation entre 
les données m° et pu, à l’origine du mouvement, 
A + Bmm' (1— m°)}° 
AO ER 
AGE A + B (m—m)(m° — mm) 
Cette équation détermine l’angle w, d’après la valeur connue de r#°, com- 
prise entre »# et m', ou d’après la position donnée du point A, entre les 
points E et D, connus par les valeurs de m7 et de m'. Elle servirait éga- 
lement à déterminer m° par le moyen de p, ce qu’on ferait par les: formules 


AT — TN 


——. .tang %, 
2 SAT — m)(1—m)(A + Bmm')] 
(m— m°) V(A+B) ? 
X étant une auxiliaire qui exige que cot ne passe pas la limite d’où ré- 
“sulle sin 2% = 1, et tangYX = 1. 
Dans les deux cas, la vitesse initiale nécessaire pour que la courbe dont il 
s'agit soit décrite, est donnée par l’équation 


Im — m 


sin 2% = 
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7 
__ A + Bmm' 
laV*. © = ———————, 
en 1— mm 

453. Soit, par exemple, i— 4, e=1, on aura «=, b = À, et la 
courbe qui a pour équation 4F(z)—=F(£) rentrera sur elle-même après 
deux révolutions; dans ce cas, m devra satisfaire à l'équation 

m/(885) __ /(AB) 
5—3m  ALB' 

Pour avoir une idée de la figure de cette courbe dans le cas. le plus 
simple, supposons »° —=m, afin qu'on aite—0o et 2— 4} ; le point E sera 
Vorigine du mouvement, et sera en même temps une apside supérieure. 
Pour avoir le premier point B' où la courbe rencontre son axe, il faudra 


faire =7, ce qui donne F4 =21F'c, sin — 
FA , d’oùrésulte GB' — Lire 
La seconde intersection A’ se trouvera en faisant {= 27, ce qui donne 
L=ir, p°=mb=1m ;ainsi le point A'; qui se confond avec le point D, 
est en même temps une tee inférieure. De là le corps retourne au nœud B. 
puis au point E, où s’achève la période entière de deux révolutions. Au 
reste, le point D ou A’ partageant l'orbite en deux parties égales et sem- 
blables, il est visible que toutes les révolutions du corps seront d’une égale 
durée. ail 
454: FRE encore pour exemple les valeurs :=3,e=1, d’où résulte 
=, b—+; la courbe aura pour équation 3F (z) jt (£) , et elle ren- 
trera sur elle-même après trois révolutions. Dans ce cas, la valeur de 
devra satisfaire à l’équation, 
4mV/0_ __ (AB) 
16— 11m — A+B' 


CA p'=m(1—c° sin) 


= mb 


e . ° À 
Par exemple, si l’on fait +=, on aura m—;#;,etm—mb=—;. 


1 
Supposons, pour plus de simplicité, m°= m, afin que E soit encore le 
premier point de la courbe, et qu’on ait 24, p° = m(1—c*sm*\À). 
Le premier point d’intersection B' de la courbe avec l'axe se trouvera en 


faisant C=7, 4 —7, et déterminant y” par l'équation Fy= 5% F'c, ce 
GB: 

FB:° 
Le second point d’intersection A! se trouvera en faisant ê—27,1d—7", 


qui donnera p°—m (1 — c* sin*y/) — 


: FA' 
ce qui donnera Fy"=$F'c—2Fy, ensuite p=m(1—csiny") = it 


59:° 


Fig. 21. 


Fig. 22. 
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Enfin soit £ = 37, 4 —7/", on aura Fy"=2F'e, y"= 7, et par con- 
séquent p*—m; ainsi le troisième point d’intersection B° se confond avec 
le point L, autre extrémité du grand axe EL de Pellipse terminatrice, et ce 
point sera par conséquent ue apside supérieure. 


Le point L où le corps achève sa troisième demi-révolution est visiblement 
le milieu de l’orbite entière, composée de trois révolutions, après lesquelles 
le corps, revenu au point E, commence une nouvelle période de trois révo- 
lutions, et ainsi à l'infini. 

On voit que la courbe aura deux nœuds ou points doubles situés en B' 
et A', et deux apsides supérieures situées aux extrémités E, L du grand 
axe de lellipse terminatrice ; quant aux apsides inférieures, l y en a égä- 
lement deux, l' et 1°, qu’on déterminera en faisant successivement J = +7 
et J—=£{7; soient X'et 2” les valeurs correspondantes de €, on aura, pour 
déterminer À et A", les équations Fa = 3F'c, FA" = 9F"c, d’où résultent 
N=3Èi7, ?/=27, amsi le point l', situé au-dessous de l’axe ELFG, sera 

1 
Va 


sera placé semblablement au-dessus du même axe. 


1 . 
tang 7 = — —-, et le point I* 


déterminé par les valeurs p= m', q = nv 

455. La supposition de x—c nous a fait connaître un système de courbes 
algébriques qui satisfont aux formules du cas 1; on trouvera également 
d’autres systèmes de courbes algébriques, en tel nombre qu’on voudra, 
par les suppositions x—c°, c”, «°°, elc,, cette suite étant formée suivant la 
loi des modules décroissans. 


. Soit d’abord x =c°, on aura F(c, 3) — Er 
2 


F(c°,3°),et par consé- 


quent su PIE, SJ EURO EC ON DE PonROu Fr 


G+e)? 
o 02 1 
donc k(— Fi ITEM St cette quantité = =; on aura 
I — 20 TS SRG e 
02 — ya — —é 
a # 2 He? 


et l’équation de la courbe deviendra ëF (z°)— eF (£}), le module commun 
a ces fonctions étant c°. 


Les nombres z et e étant entiers, et > e, il y aura toujours une équa- 
tion algébrique qui représentera celte équation,transcendante. D’ailleurs, 
entre z° et z on a l'équation 


sin (23— 3°) = c° sin 2°. 


Ainsi en y joignant les valeurs de p et g de l’art: 449; on aura tous les 
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moyens pour construire la courbe et pour en: trouver, si l’on veut, l’équa- 


tion rapportée aux coordonnées x et y. 


eur “rc LE ., &(i+e i 
Et comme la quantité =—— se réduit, dans ce cas, à rit ,O0U -, on 
F'x 20 14 e 


voit qu'il faudra z révolutions pour que la courbe rentre sur elle-même. 
456. Étant données la valeur de:> 1 et celle de & les valeurs de m2 


et m' ne sont plus arbitraires. En effet, les formules du cas [°° donnent 
m'=mbt, smL0=x, cos —1—2%x", 4cos*0( A Bmm’) (Amm +B)=— 
(mm } (A HB}); de là on déduit, en faisant 6° = 1 —x?, 
fmm' AB Gi(1—2x) 
(1— mm) 7 (A+B} " (1465): 


L. I RNCT è 
Connaissant r»#7m', on aura m— ; Vin et m—by(mm'). Ensuite on 


aura, comme dans l’art. 452, une relation entre m° et , qui laisse une de 
ces quantités arbitraires, et d’où l’on déduit enfin la vitesse nécessaire pour 
que la courbe dont il s’agit soit décrite. 
Te Soit, par exemplé,,/=—=2,,8==1;.0n aura c++ C8, 
ri 32 — ÿ/3), b= 2 — VE et la valeur de mm’ devra être déduite 


d Téquation 
35mm AB 


G—mn) (A +B) 
Si lon suppose, pour plus de simplicité, que le point E, où p° =, est 
l’origine du mouvement, on aura 3—4{; l'équation de la courbe sera 
2F°— FE, le module commun étant x=— y}; de plus on aura, pour 


construire la courbe, ne équations sin (24 — 4°) = x sin 4°, p° — 
m(1— c*sin* dt 4= = LS tang à sc. D'après ces équations , on trouvera que 


la courbe rentre sur elle-même après deux révolutions et qu elle est d’une 
forme analogue à celle de la figure 21. 

458. Pour avoir un troisième système de courbes algébriques, soit x=c°°, 
1+ 0° I + ç2° : 

a 11 14 


on aura Fc, LE F(c%,z%), et l'équation de la courbe 


deviendra 


RIRE EE Pa, 2%) (2, 0). 


2 
On a déjà trouvé 4 .- u & ÿ/ ( 3): multipliant de part et d’autre par 


1+c° 21/x 
SF He RnB observant que c° = sie on aura 


1+x 
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1—+ c° He HER E 
k e + dé e VC 


1— 2x° 


Soit cette quantité —;, afin qu’on ait l'équation de la courbe :F (2°°) — 
eF(£), x étant le module commun à ces fonctions, on aura 


D 3e +24//(2et —1 A6, 
“in e? + 85° | 
On voit, par cette formule, que toute valeur rationnelle de = plus grande 
que +, donñéra uné valeur de x comprise entre o et ÿ/+, et qu'ainsi on 
aura une courbe algébrique qui satisfera au problème, en laissant encore 
arbitraires, tant le rapport de À à B; que l’une des deux quantités m° et w 
relatives à l’état initial du corps. Cette courbe rentrera sur elle-même après 


52 
2F'#°? 

PAU E \ 
et comme on a F'©=(14#c)(1+ 0%) F'x, cette quantité = = (1 0°) 


un nombre de révolutions qui peut être déterminé par la quantité 


21 ; ‘ 4 ; 
X (1 c°°) = ai Donc le nombre de ces révolutions sera 21 ou z, selon que 
e est impair ou pair: 
On aura d’ailleurs, pour construire la courbe, les valeurs de p et q, 
comme dans l’art. 449, et de plus les équations 


sin (23 — 2° )=—= c° sin z°, 
sin (27° — 3° )— x sin 2°. 

459. Nous remarquerons enfin que la suite des modules décroissans €, c’, 
c” , etc., élant liée par une même loi à la suite des modules croissans c, c', 
c', etc., on pourra obtenir une infinité de combinaisons nouvelles, en fai- 
sant x égal à l’un des térmes c’, c”, etc., et chaque supposition donnera 
naïssance à uné série infinie de courbes algébriques qui satisferont toutes 
aux formules du cas [*. 


Soit, par exemple, x= c'; puisqu’on a F(c, 3) = —— Fc", z'), Péqua- 


1+c 
tion AF(c, “rie €) deviendra — F(z')=#F(), c’ étant le mo- 


a Te VÉS)=;; si l’on substitue dans 


1 — 24 


dule commun. Soit 


Eu 


cette équation la valeur x = , il'en résultera 


ave 
re 
35 — 2 V(2it + 2e 1 + 32et) 
+ 8e? 2 


C= 
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formule qui donnera c«<3— 24/2, pourvu qu'on ait > 4e; on connaîtra 
24/c 
1 +e 
Cela posé, la ‘courbe décrite aura pour équation 4F (7) —eF (©), x étant 
le module commun; on aura en même temps l’équation tang (z — 2") = 
étangs, à laquelle on joindra les valeurs de p et q données art. 4/0. 
Quant au nombre de révolutions qui A chaque période, il se déter- 


ensuite x par sa valeur , et son complément 6 = y(1 —x°).: 


&E°c 
minera par la quantité = re ? qui se réduit à Re ; ce nombre sera donc #, +2 
F'x 


ou +2, selon que z sera de la forme 22.+ 1, 4n+ 2 ou 4n. 


460. Il est inutile de pousser plus loin nos recherches sur les courbes 
algébriques qui peuvent satisfaire aux formules du cas 1; il y en a, comme 
on voit, une infinté dans chaque système, et le nombre de ces systèmes 
peut être multiphé à l'infini. D’ailleurs, j’observe que les courbes ainsi déter- 
minées sont différentes de celles qu'Euler a indiquées dans les Mémoires 
de Berlin, année 1760, celles-ci étant toutes rapportées à des fonctions 
dont le module = y. Or, dans les formules du cas I, on ne peut jamais 
avoir x*— +, puisque cette valeur rendrait le coeficient # infini. 


Du cas particulier où lon a m=0. 


461. L'hypothèse »#° = o réduit l’ellipse p* = #7’ à son grand axe FG ; 
on a alors c—1, et l’équation de la courbe devient ÆF (1, z)=F(x,£), 


£ 1<+-sinz "+ : L 
ou = log (ES) =F(x,€); ainsi, on ne peutavoir z = +7 que lorsque & 
est infini, ou lorsque le corps a fait une infinité de révolutions autour de 


l'ellipse infiniment petite FG. 
Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit l’origine du mou- 


I 
vement, on aura 60, 3—=4, p—ym.cos\, qg= =; tang à. Pour 


4 


ayoir le point B', premier point d’intersection de la courbe avec son axe, 


il faut faire =, d —7/, et y sera déterminé par l’équation log (= tr) 


sin y 
F's n 

=— Â F'x: soit ETS ou aura Sin y —= fou ce qui do —= 

= ; = 7) = q nnera p°—=... 


GB: 
Ft 

Le second point d’intersection À’ qui termine la première révolution, 
se trouvera en faisant £— 27, 4 — 7" et y” sera déterminé par l'équation 


+ siny” Pr an _t1E A 
log (ie, —siny enr ? Lletatiut ic LH GA:° 


NES Le 
m cos y —= 


 }ss 2n, d’où l’on déduit sin y” = 


Fig. 25. 
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Le troisième point d’intersection B° se trouvera de même en faisant 
: 

=37, 4—7", ce qui donnera sin "=, ensuite "2 cos" y” =. 

En continuant ainsi, on voit que les termes 3/, >", y", etc., croissent 
de plus en plus, jusqu’à la limite +7, qu’ils w’atteignent cependant que 
lorsque leur nombre est devenu infini. Il suit de là que les points d’inter- 
section B', B°, B, etc., se rapprochent continuellement du foyer G, et finis- 
sent par se confondre avec ce foyer. De même les points d’intersection A, 
A, A5, etc., se rapprochent progressivement du foyer F, et finissent par 
se confondre avec lui. Ainsi, le corps parti du point E, suivant une direc- 
tion perpendiculaire à l’axe EL, fait une infinité de révolutions autour de 
lellipse infiniment petite FG, lesquelles forment autant de spires qui se 
resserrent de plus en plus en s’approchant de FG; et le corps finit par 
coïncider avec l’un des centres F et G. On trouvera d’ailleurs, par la for- 
mule de l’art. 447, qu'à mesure que les spires se resserrent, le temps de 
chaque révolution approche de plus en plus de la limite 4T”. 


Développement du cas II. 


462. Les formules générales du cas IT ne diffèrent de celles du cas I que 
par les valeurs des constantes nécessaires pour construire la courbe, et par 
Ja valeur de q, dans laquelle +£ est remplacé par £ ; changemens qui n’ap- 
portent qu'une modification très légère dans les formules qui servent à 
déterminer les intersections successives de la courbe avec l’axe et ses apsides 

PEAR 
tant supérieures qu'inférieures. Du reste, le caractère essentiel du premier 
P q ? P 
système, qui comprend les cas I'et IT, est que la courbe décrite par le 
corps soit comprise dans l’espace que laissent entre eux les périmètres des 
deux ellipses p—m, p*—m', dont les centres F et G sont les foyers. La 


courbe fera une infinité de révolutions dans cet espace; et ces révolutions 
Eh; è .., &F'c 3 L 
seront toutes différentes les unes des autres, si la quantité est irration- 
x 
nelle; mais elle rentrera sur elle-même après un certain nombre de 
révolutions, si #2 est ratio: nl >chnditi iest tou) lie 1 
volutions, si = est rationnelle, condition qui est toujours remplie lorsque 


f 


l'orbite est une courbe algébrique. 
+ y &F'c D ë , ta F R Le st | » 

Si l’on a Fr —:,; tant une quantité rationnelle, le nombre des révo- 
lutions après lesquelles la courbe:rentre.sur. elle-même sera égal à z5 et il 
suffira de connaître. le: mouvement:du, corps pendant une période de à 

: "4 2 g ’ î Lan - pt o « : ' 


%* 
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révolutions, puisque cette période se renouvellera sans cesse en restant 
toujours semblable à elle-même. 

493. Si l’on veut déterminer le temps du niouvement;. il faut d’abord 
ohserver que la première partie , désignée par 4, sé-trouvera!, ainsi que T, 
par les mêmes formules que dans Part. 441, puisque p* est ARRET ra 
les deux cas par la même valeur m(1— c* sin* L). On aura soin égale- 
ment de retrancher du résultat la quantité constante #'(e), lorsque € ne 
sera pas zéro;-et comme le cas du corollaire II se déduit des formules géné- 
rales en RH e=37, il conviendra, pour plus d’uniformité, de taldaler 
le temps par les formules de lart. 441, et de retrancher du résultat la 
constante {’ (17) ou 1’, ce qui suppose l’équation de la courbe ÆF(e, 4) — 
kE'c=—F(x, €), et en même temps p°—m(1—csin*L). Cette observa- 
ton s'applique également aux formules des cas T et IL. 

464. Pour avoir Pautre partie du temps désignée par F4 il faut, dans 


( 2 


PORN I EME t'ur L _dg_ 
aV/2a  (1+g)" va sh A 


1 ! n L( um ! 
a : on aura, en faisant =: —1,D—= 


TiVuM=:B) s PAU sin‘ 6) ? 
24  1— mm 
Mar ue 
/ (14) dé sin‘ Ë cos’ 
= DV); vof (1 +» sin ê } V(1—%° sin)". 


Or, par les réductions connues on a, en faisant A— v(1— x sim), 
2 (x° 


OC LC D) CO C0) 


/ 3 d - 
l'équation ne , substituer les valeurs g = —- tang 


1 + y sin°@ 
Soit T” ce que devient £” lorsque £=27, on aura T'= D'V}, et 
ms Le ) V=(2+r+7) ['(», x) —(: +) F'x— E'x. 


Quant à la valeur de I'(»; x), elle s’exprimera toujours par F fonctions 
elliptiques de la première! et de la seconde espèce ; maïs la formule sera 
différente, selon que & sera plus petit ou plus grand que l’unité. 

465. Par les formules du tableau, on trouve : 
= (B—A)(1—mm") Ga) (1— x) 2 QE 7e) CE 7) 
û À + Bmnm’ du rare, 14m ? 
d’où 1l suit que « et æ/ sont tons deux plus petits que l'unité, si l’on a AB; 
et tous deux plus grands que lunité, si l’on À <B. 

: Soit d'abord A > B, et par conséquent & C1, on pourra faire 4=—=sin#, 


ce qui donnera » a »; ensuite, par l’application de la formule du n° 108, 
A NAN 6o 
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on trouvera 


sin y COS # cos. 


nr 27 nr(y,x) =H+UACE, n).F'x, 
H=i7 + (Ex—Ex)F(6,n)—FxE(6, 1); 


d’où résulte 
D'sin?s 1 — C? sinfs 
3 cos2y(1 — C2 sin) siny cos #A(C, ») 


HET 


— H+ 6: sintnF'x—L'x x). 
466. En second lieu, soit A <B, et par conséquent ar, il faudra 


. I . . . I I 
faire = a TI=TI —+ 6° sin° n, ce qui donnera sin°n = = 7) et la 
valeur de # sera réelle, QUET EE a æ > 1. Ensuite la formule du n° 112, 
donnera k 


6? siny COS # F rm s 
TC tr (s, :)—Fx]=H 


H étant la même quantité que dans l’article précédent, et de là résulte 


1 — 


D' sin°» 1— Csints à à ; : | ) 
2 COS 2 COS” y (1 — —C:sim°) Cned A(C,%) H+6 sin® n F'x—E'x ). 
Il est remarquable que la valeur de T” soit la même lorsqu'on fait 
py——1#6%sin"", que lorsqu'on fait » = cot°n; d’où résulte le théorème 
suivant : 

« Si l’on QUE entre les limites P—=0, P—:;:7 les deux intégrales 


V (x) = * (1+n)desin pce its 0 V (x!) = 5e (+ 2°) de sin? ® cos” @ 
QG nsint@)"y/ (1 —c sine) ? (+ »"sm°@) /(1— c?sin?@)" 
» dans lesquelles = cot*0, #=— 1 + D? sin* 0, ces deux intégrales seront 
» égales à une même quantité 
s sin* 6 1 — D? sint6 
7 2cos5° 64° (6,6) 6) \sinBcos6A (8, 8) 
» dans laquelle H=+7 + (F'e—E'c) F(b,8)—F'c.E(,0). » 

Au reste, l'égalité de ces intégrales se déduirait immédiatement de la for- 
mule (g°), art. 54, en diflérenciant les deux membres par rapport aux pa- 
ramèêtres 7 et — 7, liés entre eux par l’équation (1-2) (1—m)= 0". 

467. Supposons maintenant qu'après tant de révolutions qu’on voudra, 
le corps se trouve en un point de l’orbite, déterminé, à eompter de Pori- 
gine, par les arcs L = Ir + \', €=Lr +0, TI et L étant des entiers, 
_et À, &' des arcs positifs où négatifs moindres que +7. Les parties du 
temps correspondantes a ces valeurs seront 


H + 2: sin°0 F'e—E'c ce) 
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d'(d) = 21" + (4), 
|! (€) ) = 2LT"+ M). 


ce qui donne le temps total mr 
= 21T + 2LT' HE 2 (7) HE (D (e), 
formule dans laquelle les termes #! (4’), #”’ (£’) prendront le même signe 
que les arcs /, £', dont ils dépendent. 
468. D'après l’équation de la courbe 4F(c, 4) — 4F(c,«)=F(x,c), 
on aura | 


Eee N — ALFxE FLE) (SE) 


21 ci Alans 7 cd &F'c 


équation qui servira à déterminer 1 et 4”, par 1e moyen des valeurs don 
nées de L et &’, et réciproquement. 

Lorsque le corps aura achevé un nombre L de révolutions, on aura € 
= Lr, = 0; et si l’on fait F (c, 4") — KF'c, I'et &’ étant déterminées 
par l'équation 


y 2LF% + EF (ce) 
Re: 


le temps correspondant sera 
t = 2LT" + 2LT'. pis + 1 (7) — 0 (e) 
T'4! se TL: ARE ) 


Donc, si l’on appelle r le temps moyen d’une de ces L révolutions, on 
aura 


nel Fe T'é(ÿ) £ (:) LÉ 
ræ21"+ 21". Fe T (TK) — a. (Ur 


Les deux derniers termes de celte formule, déjà très petits, puisqu'ils sont 
la différence de deux quantités presque égales, diminueront de plus en plus 
à mesure que le nombreL des révolutions augmentera; ainsi la valeur de 


approchera de plus en plus de la limite 2T" + 21’. Het Elle sera exacte- 


&F'e 
Fu 
est égale à un nombre rationnel - à et si le temps total embrasse un nombre 


ment égale à à cette limite, si l’orbite est rentrante sur elle-même, ou si — 


entier de périodes. Alors on à le temps moyen d’une révolution 
: \ ; \.. RE 71 
ne 21° + = Fe 


et le temps d’une période composée de 2 révolutions sera 251” + 2eT’. 
60... 
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/ 


Des courbes algébriques qui satisfont aux formules du cas II. 


469. En faisant usage des mêmes formules que dans l’art. 449, HF 28 
de la ts À sera smblaRement KE (c,2) = F Ce €), et on aura.... 


RUES 
KES (= , valeur qui sera toujours comprise entre ÿ/+ et y/2. 


à) 


Pour obtenir des courbes a algébriques ,) on ne peut supposer c—= x, parce 
qu'il en résulterait, suivant les formules du tableau général, &æ — mn et 
æ'—m', ce qui donnerait B—o. | 

Soit donc pour première hypothèse x = c, on aura l’équation ..... 


ke ss F(c°,2)=,F(c,6); et pour AA des courbes algébriques , il 
se faire k (= ane - LEE  VG=9=. nt de qui donnera 


2 — 4? 


= 4 a hi 


"Foi Le 


On peut prendre pour = ‘ toute fraction rationnelle plus grande que +, et lon 


aura une valeur convenable pour x?, d’où lon déduira c — EE. Alors 


l'équation de la courbe sera 4F(z°) = eF (€), x étant le module commun à 
ces fonctions. Cette équation devra être combinée avec l’équation sin (22 — z°) 
— x sin 7°, et avec les valeurs de p et 4 données dans l’art. 449. 


: LS A 
470. Connaissant c*, x?, ainsi que le rapport =, on connaîtra le rapport 


L4 
nr | ré r . 
— = 1—,c — *; mais il reste à déterminer séparément m et #°. 


Pour cela, j'observe qu'on a , d’après le tableau général, 


(A+B) (m—<+m') A Amm + B 


Le EE — ——— ——— — 
ae nat YPENDR 7 A+ Em? 


LL | 
d’ailleurs on connaît le rapport “ — = 1-— x? Ainsi, en éliminant æ et a’ 


on aura pour déterminer mm, ARR 


OL ue à. Le Does: 
G— mm} (ABS Ce) (+ ce) 


n : , LR A res a ds f 
Connaissant m»m', on aura m — z Vu , M = by/(mm!). Ensuite les for- 


mules de l’art. 452 donneront deux équations de condition entre les don- 
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nées m°, m, V relatives à l’état initial du corps, pour que le mouvement 
ait lieu dans la courbe dont il s’agit. 
Le nombre des révolutions après ten la courbe rentrera sur elle- 


2i 
même, se détermine par la quantité À =#k(i1+e == ; donc ce nom- 


bre est z ou 22, selon que c sera pair ou impair. 

471. Pour avoir d’autres séries de courbes algébriques , on peut supposer 
comme ci-dessus, x = c*®, c, etc. Nous nous contenterons de dévelop- 
per encore le système qui AGE de la supposition x = c°. 


Alors l’équation de la courbe devient RE M T° ÆY; DESaNtes 


F (x, ©). Soit X. EEE", ou : = VE ta) —— :; comme on a 


D — x? 


2 À " £ 
de TA SE il en résulte 
pt Gen ve AE Ta F4 Ha) 


e? + 85° 
e ska 
On devra prendre = entre les limites 1 et 4, et on aura une valeur con- 
2 TqUre 2V x 2 
venable de x ou c*, d’où lon déduira & = 2V#, ete —2V© ; du reste 
2 1+x? 1+c 0 ) 1 


on déterminera mm, m et m', par les mêmes formules que dans l’article 
précédent. 

Cela posé , l'équation de la courbe sera :F (2°) — eF (€), x étant le mo- 
dule commun à ces deux fonctions; elle devra être combinée ‘avec la valeur 


de p de l'art. 449, et la valeur g = —- tang £ , ainsi qu'avec les équations 


Va 
sin(23 —z° }—=csinz, 
sin AE — 2° )= x sin °°. 


fi 


D'ailleurs, comme on a — kQi+ce) (1+ce%)=—, il s'ensuit que le 


nombre de révolutions nécessaire pour que la courbe rentre sur elle-même, 
sera bis, 21 .où.:2, selon que e sera impair, double d’un impair ; cu divisible 


par 4. 


472. Le cas le plus simple est celui où l’on faiti=1,e— 2, ce qui 


donne x — = 2—1,0— V2x,c— Alors l’équation de la courbe 


2Vc° 

10° o * 
sera F Ge) = =19F @, le module de ces fonctions étant x = y/2 — 1; cette 
courbe réntrera sur elle-même après deux révolutions ; et on trouvera aisé- 


ment que:$i, pour. plus de simplicité, on suppose 6 = 0, de sorte que le 
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point E soit l’origine du mouvement, la figure de cette courbe ressemble 
beaucoup à celle qui a été décrite, fig. 21. 

Si, dans le même cas, on veut avoir les valeurs de » et m', qui répon- 
dent aux valeurs trouvées pour cet x, on aura à résoudre l'équation de 
l’art. 470, qui devient 


mm Ê— AB 
Qi — mm) x (A +8} 
ne : ro he 2 Pour E. 
Comme on doit toujours avoir m < 1, 0n aura 1m << b* , et mm) 4 4? 


2 


or, d’après la es x—=W2—i1,0na-.—;; ainsi, on devra avoir 
AB 1 A—B 4e SATA TLC 
GE ae (5) Fe METER les valeurs numériques et 


À — 
supposant À © B, on aura =— mu DE 0.0942522, Ou Fr __— asie, et en 


termes plus simples, + “ ol Gette condition étant remplie , on aura, par 


l'équation précédente , une valeur convenable de ma! , qui donnera celles 
de m et de r#'. 


Soit, par exerhple, À = 2B, ou B= 2A, on aura à peu près mm =; 


FE FD 
m'= some er Or,m= em =; donc FE = #5 a et FD 


= 2 4, ou en rapportant les distances au point C, milieu de FG , on aura 
EC — 58 + Ha, DC= ($55+#++)4. Ainsi le corps sera environ 37 fois 
plus AVE du centre C dans l’apside supérieure E que dans l’apside infé- 
rieure D. 


473. Si l’on prolonge Véchelle des modules dans le sens inverse, on 
pourra faire de même x = 6’, x=—=”", etc., et chaque supposition produira 
un nouveau système comprenant une infinité de courbes algébriques. 

Il est à remarquer que ces calculs donneront des résultats semblables à 
ceux que nous avons déjà obtenus par les suppositions x= c°, x=—c°°, etc., 
avec cette différence que les modules c et x devront être échangés entre eux, 
ainsi que les variables z et £. La raison en est que lé AAÈRPE CNE 


KF(c,z)—=F(x,t) peut être mise sous la forme (2—c} F(c,z)=— 


(2 — x®): F (x, €), dont les deux membres sont semblables entre eux ; d’où 
À suitque l'équation subsiste en faisant le double échange dont nous venons 
de parler. 


474. Soit d'abord x = c', ce qui revient à faire c—x°, on aura, comme 
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au n° 469, 


2Vc 
1+c 
eF(c, z), ou simplement iF(£°) = eF(z), c étant le module commun. 
Pour construire la courbe, il faudra combiner cette équation avec Péqua- 
tion sin ( 27 —€°) = c sin £° et avec les valeurs de p et q données art. 449. 


Quant au nombre de révolutions nécessaire pour que la courbe rentre sur 
diese £ sure 


rues 


ce qui donne x = € — ; et l'équation de la courbe sera Fc, &°) — 


k 
elle-même, il se détermine toujours par la quantilé 3 donc 


ce nombre sera e ou +e, selon que e est impair ou pair, 
455. Soit en second lieu x= c”, ou c = %x°, on aura comme au n° 471, 


— 3e? + 2 4/ (26+ a5°e + LE 
e +8? 


C—= 


214/c  2V/c ; JUIN à 
2Vc et c”’ ou x Baÿiy, Cela posé l'équation de la courbe 
14-c? 1+c é 


sera eF(z)—=1:F(£®), e étant le module commun à ces fonctions; elle 
devra être combinée avec les équations sin (27—€°)= c’sin£®,sin (2€°— 59°) 


ensuite c'— 


= c sin £®%, la valeur de p de l’art. 449 et la valeur 49 = de tang €. 

ja =THGES s = 7 le nombre de révolu- 
tions qui compose une Joie sera e, +e ou +e, selon que e sera impair, 
double d’un impair, ou divisible par 4. 

476. La formule générale suppose e > i et e << 4i; c’est pourquoi le cas 
le plus simple s'obtient en faisant e— 2, i=—1. Alors on a Péquation 
2Fz— F®, et la période ne sera que d’une révolution, c’est-à-dire que 
la courbe rentrera sur elle-même après une seule révolution ; ce cas est très 
remarquable, et il mérite d’être développé. 

Supposons, pour plus de simplicité, que le point E soit celui où com- 
mence le mouvement, on aura €e=0, 3= 4, p*=m(1—csin À), g— 


D'ailleurs comme on a —— 


re tang €, et l'équation de la courbe sera 2F — F(£°°). 


Pour avoir le premier point d’imtersection de la courbe ayec l’axe, soit 
É=37, on aura &= 7, É0— 27, d—=7 et p°—m. Donc le point B', 
où la courbe rencontre son axe après une demi-révolution, se confondra avec 
l'extrémité L du grand axe de l’ellipse p°—m, et ce point sera par consé- 

5 A os > P F 
quent une apside supérieure, comme le paint de départ E. 
Entre les deux points E et L, le corps a dû passer par son apside infé- 
AÈFG eux P ? B Lane P P 


Fig. 24. 
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rieure J'; pour déterminer ce RER il faut faire L—+7T, ce qui donne 


V7, (°—=37 et lang Ë —;. Donc le point I' est déterminé par les 


valeurs p°=m", q = 5) 


Ainsi, pendant une révolution, le corps passe deux fois à VPapside supé- 
rieure en E et.L, et deux fois à paie inférieure en I' et °. Dans ce cas, 
il est évident que toutes les demi-révolutions doivent se faire en temps 
égaux. | 
477. Il est essentiel d’oberver que dans toutes les hypothèses x = 6”, 
x — c", etc., où l’on aura x > c, les forces À et B devront être de signes 
contraires, c’est-à-dire que l’une de ces forces sera attractive et l’autre 
répulsive. Cela résulte de l’équation 

mm EN NeAD b(2— x°)° 
G— mm} (AHB) * (ct—x) (4x — 0x?) ? 
dont le second membre serait négatif, s AB ne devenait pas sien en 
même temps que le facteur c? — x*. 

Cette circonstance, qu’on peut admettre au moins comme RE 
n’entraînera d’ailleurs aucun inconvénient; les quantités & et æ’ seront 
toujours de même signe, et les formules nées s’appliqueront sans diffi- 
-culté aux cas particuliers. 

478. Ayant donc fait x=—c", ensuite e—2, 11, ce qui donne c=y/2—1, 


/ 


= Vac, x =; supposant de plus £—0, on aura, comme dans 
Part. 476, 2F4 = EC", c étant le module commun, sin FR EC Ep es ; 
sin (26°—%%)=csiné®, p=m(r —c sin \{), q= FL à tang €. 


Pour appliquer ces formules à un cas particulier, j’observe que la valeur 
de x étant substituée dans Le de l’article précédent, on aura 


mm AB en li utit 


te 
— —————— 
= — 


Soit donc, par exemple, A=21, B=——1I, I étant l’unité qui sert à mesurer 
les forces A et B, on aura à résoudre l’équation 


(re) = g9—(:c) 


1 — Inn TNT Le (> C #, 
FPE PT À 
mm 1 b 
Ensuite on connaîtra m—= TE Vmm, m *—=b Vm sa . En = ) 5 


appliquant donc les valeurs ARE «| on aura les résultats suivans : 
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log mm'= 9.700259, log c = 9.6172243, 
log m —9.8910024, rs b= 9.991271, 
log m'=09.8092567, log 4 = 9.9764602. 


À l'égard de la vitesse initiale V qui a lieu au point E, elle devra satis- 
faire à l'équation 


V— Gsm) AHBmm __ 21 (1—m) 2- mm 
ns D +7 7 RU le AN ENT PIE) OM DD MT fe 
3 M4 IL — 7m a 2 L— nm 


Au moyen de toutes ces données, le corps décrira la courbe algébrique que 
nous avons déterminée, laquelle rentre sur elle-même après une seule révo- 


lution. # | 
Du cas particulier où l’on a a = 4. 


479. Ce cas se rapporte également aux formules du cas IL et à celles du 
cas I; il sert de passage de l’un à l’autre, puisqu'on doit avoir alors... 
m—m __2VAB 
1 mm A+B' 
dans les deux cas principaux, nous suivrons ici les dénominations du ças EI. 
On a d’abord x=0, k= V(i—ice), m=m(i—ec) = mb"; ainsi 


mC°? 2Y/AB 


il faudra satisfaire à l’équation na ref ra à Supposons que À et B 


Mais comme la variable € n’a pas la même signification 


sont donnés, ainsi que la quantité #2 qui détermine la position du point E 
sur l’axe EFG, on déterminera le module c par l'équation 

(1—m°).2 2VAB 
mA Bat n V/AB” 


3 — 


A+B)—2VA LL 
d’où résulte b° = DOVE ainsi, pour que cette solution ait 
2 VAB 


lieu, il faut prendre pis AD" . Connaissant le module c, on aura m mb"; 
ensuite & se déduira à volonté de l’une des deux équations 


pr ue à (+: 1m 1m 
TT A+ Bmm 1— à, = . Im 

Supposons encore, pour plus de simplicité, = 0, on aura l'équation 

de la courbe ÆF(c, 4 )—6€, quil faudra combiner avec les valeurs 


p=m(i— ct sin*4), = 7 tons d. | 
Cette courbe ne peut jamais devenir algébrique, parce qu’on ne peut 


supposer c==0; cependant elle rentrerait sur elle-même après un nombre 
4 auf GUN GE 


» 
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° Wir : Moi » PE OU : | 
déterminé de révolutions, si la quantité -— était rationnelle. Ce cas seul 


excepté, la courbe fera une infinité de révolutions dans l’espace renfermé 
entre les périmètres des ellipses p°=m, p* = m!, et ces révolutions seront 
toutes d’une inégale durée. | 

Pour déterminer les apsides F°, S', [°, S°, etc., alternativement supérieures 
et inférieures , il faut faire successivement d=+ir,7, iæ, 27, etc.; et 
les valeurs correspondantes de £, qui croissent proportionnellement aux 


valeurs de 4, seront € — XF'c, 2kF'c, 3kF'c, etc. 
Développement du cas IIT. . 


480. Le cas IT est le premier des quatre cas principaux qui composent 
le second système. Dans ce système, la valeur de p varie depuis p=0 
jusqu’à p = y/m ; l'ellipse p° — m enveloppe toujours l'orbite, et la touche 
dans les points S', $?, Sÿ, etc., qui sont ses apsides supérieures; mais 1l 
n’y a d’apsides inférieures que les points 1, F, 5, etc., situés entre les centres 
F et G, où la courbe rencontre son axe, et où, par conséquent, la somme 
des rayons vecteurs rs, égale à FG, est un minimum. 

Les formules propres au cas IE, ainsi qu'aux trois autres cas du second 
système, sont établies en supposant que le point À, origine du mouvement, 
est situé sur l’axe entre les centres F et G. C’est à ce point que sont rap- 
portées les données »°, pm, V, d’après lesquelles on détermine "»#, m et M, 
comme nous l'avons fait voir dans l’art. 415, et qui servent aussi à déter- 
miner la constante €, comme l’indiquent les formules du tableau général. 

481. Dans le cas IIT, les intersections de la courbe avec l’axe sont de trois 
sortes, savoir : 

Les intersections B', B°, B5, etc., qui ont lieu à droite du centre G:; elles 
se déterminent par la valeur 9 = , en faisant successivement Ê=7, 3x, 
57, elc. | 

Les intersections A', A*, A$,etc., qui ont lieu à gauche du centre F; elles 
se déterminent par la valeur g—0, en faisant successivement {= 27, 47, 
67, etc. 

Enfin les intersections L', 1°, F, etc., qui ont lieu entre les centres F et 
G; elles se déterminent par la valeur p=—0, en faisant successivement 
d= 7, 27,37, etc. | | 

Ces pratre points sont en même temps les apsides inférieures de la 
courbe; quant aux apsides supérieures S', $°, S°, etc., elles seront déter- 
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minées par la valeur p°=m, en faisant successivement d —i7, ir, 
27, etc. Ainsi, on voit que la détermination de ces points est liée avec 
celle des apsides inférieures I, 1°, 15, etc., de manière qu’on pet obtenir 
les uns et les autres par un même calcul. 

482. Pour déterminer avec plus d’uniformité les points B', A B'hiA*, 
B°, etc., qui répondent aux valeurs {=7, 27, 37, 4x, 57, etc., nous 
procéderons comme dans le n° 439. Supposons que les valeurs correspon- 
dantes de 4 soient 4 —7/, +", y", etc., il s’agira de résoudre les équations 
successives AF(c, y')HF(x, e)—=:2l'x, AF(g, V')+F(x, e)—=4l%x, etc. 
Pour cela, soient n et dV deux arcs déterminés par les équations 


| 


F(c, n)=2F(x, e), FCé, d'J RUE; 


appelons ensuite d"’, d"”, etc., les amplitudes qui résultent de la multipli- 
cation de la fonction F(e, d’) ou Fd", en sorte qu’on ait 


FÉPPYOTIMNRTE SENTE AE)" etc, 
c étant le module commun à ces fonctions. 


Cela posé, chaque valeur de + se déduira de celle du d'correspondant 
qui a le même indice, en résolvant l'équation Fy+ Fn=Fd. Il en résulte 


pris sit sin # cos d'A (9) +- sin d'cos #A (x): 
cy/m — A(r)A(d) + c* sin cos y sin d'cos 
GB’ FA?" 
FBr °'Gar? 
respondant B" ou A” sera déterminée. 

483. Pour déterminer semblablement les points S', I", S*, F, S°, F, etc., 
qui répondent alternativement aux apsides supérieures et inférieures, nous 
supposerons qu’en faisant successivement d +7, 7, 27, 27, 27, 
37, etc., on ait les valeurs correspondantes £— À, À", A7, AT, À", A1, etc.; 
il faudra résoudre les équations successives AF'e=F(x,x\')—F(x,e), 
2kE'c—F(x, ")—F(x, €), etc. Pour cela, soit d’ une première auxi- 
laire déterminée par l'équation F(x, d')—4F'c; ensuite soient d", d'”, 
d"", etc:, d’autres auxiliaires qui résultent de la multiplication de la fonction 
F(x, d’), en sorte qu’on ait 


EE AE" 3Ed", FINE AP", etc., 


x étant le module commun, il restera à résoudre en général l'équation 
, . 4 — 
FA—Fe—F, x étant le module commun à ces fonctions, et on en déduira 


612: 


Faisant ensuite p° — la position du point d’intersection cor- 


484 APPLICATION À LA MÉCANIQUE, 


tang 1 LE | sin s cos?A Os simo cos A (+) 
] 1— 0° sin?e sind + cos € cos 0 — sin # sin d'A (0') À (£) ? 
forrüle dans liquélle 6h à A(é)= ÿ/(1— x sin°é), Ad )=y/(1 xt sind), 
et où il faudra donner à À et d'un mêine rfiombre d’accéns. 

Les points F', 1°, If, etc., qui sont les apsides inférieures, ou les points 
d’intersection de la courbe avec Paxe, entre les centres F et G, seroñt é 


ÉLHIET I AX Nid 22 1 FI tue 
général déterminés par la valeur ÿ°= = tang® sc Ti où il faudra don- 
ner à © les valeurs successives { = APeAL AN, | 

Les points $', S*, S5, etc., qui sont les A spérieurs, seront déter= 


minés par la valeur constante p° — m et la valeur g — tang + ©, dans 


7 
laquelle il faudra faire successivement £ =, À”, À", etc. 

484. Examñinons räintéñant combien le corps devra faire de révolutions 
pour arriver à un poirit dé l’orbite déterminé, soit par la valeur (= Lr, 
soit par la valeur 4 — 17, L et E étant des nombres entiers. Le nombre 
de demi-révolutions se trouvera par celui des intersections de la courbe 
avec Paxe; car nous comptons Comme demi-révolution le passage d’une 
intersection à l'intersection suivante. 

Soit d’abord £ = Læ; cètte valeur conviendra au dérnier des points d’in- 
tersection B, A’, B', A*, B*, etc:; ainsi lé nombre de ces points sera L. Mais 
ilyad Art Ad Piarérmutod l', P, éte., situés entre F et G; ALU, 
connaître le nombre, il faut avoir la valeur de À qui SEE à la 
valeur Ê = Lr. Soit donc 4 = 17 + \', I étant un entier et 4” un arc 
positif moindre que 7, on aura pour déterminer E ét 4/, l’équation 

LA Va ot de mt RU 
aF'e 2kF'c 
Aïnsi Î sera l’entier lé plus grand contenu dans la quantité donnée... 
ALP RE Ge, 6) 
2KF'e 

L étant amsi détertniné, le nombre total des demi-révolutions qui corres- 
pondent à la valeur = Ly, sera LT. 

En second lieu, soit donnée la valeur 4 = 17; le nombre des points 
d’intersection I', 1°, 15, etc., dont le dernier répond à la valeur d = 17, 
sera [. Pour avoir le nombre des autres points d’intersection, 1l faut con- 
naître la valeur correspondante de €; soit done = Lr +, L étant un 
enter et € un arc positif moindre que 7. On aura, pour déterminer LE 
et €”, l’équation 
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Un F8) 26IF'o+F(#,:) 
+ aEx tt 2F'x ; 
Connaissant L, le nombre total des points d’intersection, ou celui des 
demi-révolutions du corps dans son orbite, sera 1 L. 


485. Pour que le corps revienne au point de départ A, après un certain 
nombre de révolutions, 1l faut qu’on ait à la fois d = er et (= 2im+e, 


é et z étant des éntiers, cé qui donnera ee, ainsi ik faut que la 


L'RNETIE, ut AL NE 21 | na, 
quantité << sôit une fraction rationnelle <. Alors le nombre des demi-ré- 


volutions faités par le corps sera 21 + e; si e est pair, le corps aura achevé 
i + Lé révolutions, et la courbe rentrera sur elle-même. Mais si e est 
impair , 1l faudra encore 2: e demi-révolutions pour que la courbe rentre 
sur elle-même. Ain, en général, le nombre des révolutions qui composent 
une période, sera ire ou 22e, selon que e sera pair ou impair : on 


i - &F'c he : 
connaîtra d’ailleurs les nombres z et e par la valeur on réduité à l’ex- 
72 


pression la plus simple AL 


486. Les résultats des deux articles précédens devront être modifiés, si 
là courbe passe par l’un des foyers F et G. 

Pour que lé corps parvienne au foyer F, il faut qu'on ait à la fois p—= 0, 
g = 0, c’est-à-dire À = n7 et € = an'7 ; n et n° étant des entiers. Alors 
on aura l’équation de condition 24rF'c = 4n/F'x— F(x,e). Si dans cette 
équation on regarde #F'c, F'x comme seules données, les entiers 7 et n’ 
étant à volonté, ainsi que F (x,e), qui doit seulement être plus petit que 
F(x,7) ou 2F'+, on voit qu'il y aura une infinité de manières de satisfaire 
à cette équation, c’est-à-dire qu'il y a une infinité de suppositions à faire 
sur l’état initial du mouvement dont dépend la valeur de la constante €, 
pour que le corps, après un certain nombre de demi-révolutions, parvienne 
au centre F. 

Cependant lorsque ÆF'e et F'x seront commensurables entr’eux , si l’on 
appélle H leur commune mesure, les diverses valeurs de F(x, €) ne pour- 
ront être que des multiples de 2H, ainsi leur nombre sera limité. 


Pour que le corps parvienne au foyer G , il faut qu’on aït à la fois 
= nret {= (2n"+1) æ, ce qui donnera l'équation de condition 24nF'e 
= 2 (27H 1)F'x—F (x, €), équation à laquellé on pourra satisfaire d’une 
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Fx 
manières seulement , si cette quantité est nel 


la 
infinité de manières, si —— est ir rationnelle ; et d’un certain nombre de 


487. Les cas dont nous venons de parler donnent lieu à exception dans 
les formules des articles 484 et 485 ; car si le foyer G est l’un des points 
d’intersection de la courbe avec l'axe, ce point appartiendra également à la 
série des points B', B°, B, etc. , et à celle des points I', [*, I, etc. De même 
si le foyer F est l’un des points d’intersertion de la courbe avec l’axe, ce 
point appartiendra également à la série des points A', A°, A, etc., et à 
celle des points 1', 1°, I, etc. Ainsi, dans l’énumération des points d’in- 
tersection qui servent à compter les révolutions du corps dans son orbite, 
il y aurait une unité à retrancher, tant de la somme L + I trouvée arti- 


cle 484, que de la somme 21 + e 4 l’art. 485. 


Mais une remarque plus essentielle à faire, c’est qu’aussitôt que le corps 
est parvenu à l’un des foyers F et G, les formules générales cessent d’être 
applicables à la question, puisque, passé ces points, les valeurs de p et 
g devraient être supposées imaginaires. 

On doit être peu surpris de cette difficulté analytique, si l’on considère 
que la vitesse du corps devient infinie lorsqu'il parvient à l’un des centres 
des forces; on peut supposer que la loi de continuité est violée par cette 
circonstance; du reste, nous ne nous occuperons pas 1ci de la solution de 
cette difficulté, et nous ferons généralement abstraction , dans tout ce qui 
suit, des cas où l’orbite peut passer par lun des foyers. Nous donnerons 
cependant ci-après l’exemple d’un cas de ce genre, dans lequel le mou- 
Yement se détermine d’une manière qui semble d’abord peu admissible, 
mais que‘le calcul justifie suffisamment. 


488. Il faut maintenant chercher dans le cas III l’expression générale du 
temps que le corps met à parvenir à un point quelconque de son orbite. 
Ce temps est toujours composé de deux parties, l’une £ fonction de 4, 
Vautre £” fonction de €; or, comme la valeur de g est la même que dans 
le cas I, les formules pour déterminer la partie #”, ou plutôt £” + 1”, se- 
ront les mêmes que dans les art. 442 et suivans ; il faudra seulement ob- 
server se dans le résultat on devra retrancher la constante #" (e) + #" (6), 
parce qu’à l’origine du mouvement on a # —€. Il ne reste donc à trouver 
que la valeur de la première partie £!. 


dé P 
ayra T (i—p} 


a 


. ; 1) dp 
Si dans l'équation p.00 substitue les valeurs qui 
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_& m sin? dp c …. dY 
1— sind yP— —VMm)' V'(i—c sin) 
on aura, en faisant pour abréver, n = — (1 +m), D=....... 


Cm e 1 mm 


ho __ frdÿsintÿ Vi — 6 sin’ 4) 
=D, 2 fe 


conviennent au cas III, savoir p° — 


\ 
Or, par les réductions connues, on a 


2(r-bn) ZE EEE (0) LE ()+ (15) GR 


Soit Z' la valeur de Z lorsque J =+7, on aura 
1 ue 1 1 : t 
2 (1+n)Z—=° — F c—°E# c+( —5)n (7, c). 


Or, si l’on fait 2 = — 1 + b* sin À, on aura sin A = 1 — 7»; et en sub- 
stituant la valeur de Il (7, c), déduite de la formule de Part. 412, 
puis faisant, pour abréger, K = +?7+ (Fc—EL'c)F (b,a) — F'e.E(8,à), 


on aura 


à : à #1 — D? sinf à 
b? a a 2 RE Qi My NT 4° 2 nf Fa a D ER né mt BE 

20° sin° À (1 — 0° sin°À) Z'= E'c — b* sin* AF CE 70 

Soit T’ la valeur de t’ lorsque L = :7, on aura T’ = DZ, ou 


D 
20% sin° à (1—0*sin’à) 


T'— LES 


4x — B sin{ x) K 
E'c— db sin A Fe OA EE AS 5) 


sin À cosA V/(1— b*sin 


En général, soit 4 = 17 + 4/, et on aura la partie du temps correspon- 


dante 
2) = TT + EP); 
cette partie devra être jointe à celle qui dépend de la varsable €, savoir, 


g' (£) + c0 (@) she F). (e) _ " (e). 
Du cas particulier où l’on a m = m. 


489. Alors on a © = x? = et la valeur de Æ devient indéterminée. 


Pour obvier à cet inconvénient , je fais 7° —=m (1— 20); d étant supposé 
Sm(AYB) 


infiniment petit, j'ai =; (1+d\), cos 0 — = 102%", Donc 


a(A — — Bm°) 
sUbSHMAUE la valeur de «, 


js — 4° —2 24 A— Bm° sp 
FER TE me A +B ? @P € 

| AB 1 + 7n°\2 

a se 

KE mn (x 4: 
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k étant ainsi déterminé, l’équation de la courbe sera 


Æ (N=F(O—F (6, 


le module commun à ces fonctions étant c = y: 
490. Si l’on veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique , il 


faudra faire À — Ne < étant une fraction tationnelles à volonté ; alors » devra 


être déterminée par l'équation 


fm -_! AAB ef 
(1 +mt)  (AHB} "it + Het” 


; à À é 
Connaissant les nombres :, e, et le rapport, on trouvera toujours par cette 


équation une valeur convenable de m, car le second membre étant toujours 
plus petit que l’unité, si on le désigne par sin° À, on aura m = tang 4; 
et REA on peut prendre k < +7, on aura m < 1. 

D'après les formules de l’art. 415, le cas de #7! — m suppose ‘une vitesse 
Rte V telle que 


2 Vs — _G ;+Bn°) (14 pi 


(x n°} — 2° sin°# sin* #” 
de plus, on doit avoir entre m° et x l'équation 


__ (A + Bm°°) sin°u _m°(A +B) 

| (+ m°} — om sing , 14m ? 
d’où l’on déduit 

A — Byn°.+ m°° (B— Amn°) 
2m°m* AB E (1 + 77) (A +Bm°)? 
et comme on doit supposer dans ce cas À > Bm°, et B >> Am°,il s'ensuit 
que cos m n’est jamais zéro, el qu’ainsi sin # ne peut surpasser un max i- 
mum facile à déterminer par la variation de 72°. La valeur de "#°, qui con- 


COS® 4 = 


4 ; . A — Bmn° ol 
vient au maximum de sin y est m° = BA; > Ce qui donne cos® pm — 
1m 4ef (1 —m°) 


et sin” QE MECS ROTER 
1m G+te) HN EE 


Ayant donc pris #° et 4 dans les limites SL , l'équation de la 
courbe sera F4 = e (F£ — Fe); et si Pon fait F£ — Fe = K€, elle 
deviendra &F4 = eF£'. On:aura.en même temps les valeurs suivantes de 
p et g. 


SECTION II. 439 
_  cVm.sinŸ 
Pre V1 — c* sin 4)? 
PS y 1! 1 cCose cosé —c* sin’ssin € + sine sin Ê'A (:)A(&"). 
Rasa sine cosé À ($)+sinê" coss À (+) 


F | , À . . . . . 
Étant donné le rapport g> 00 peut varier à l’infini les nombres entiers z et 


e, ainsi que les données »° et pm; d’où il suit qu'il y a une infinité de 
courbes algébriques qui satisfont à la question dans l'hypothèse dem'= 1m, 
laquelle est d’ailleurs comprise dans l'hypothèse C’ + C = 0, dont nous 
avons parlé n° 402. | sh: 

49r. Le cas le plus simple s'obtient en faisant 2 = 1, e —ài, ce qui don- 
nera l’équation de la courbe À = £”; mais il vaudra autant conserver cette 
équation sous la forme F4 = F7 — Fe, parce que de là il est facile de dé- 
duire algébriquement, suivant les cas, 4 par le moyen de &, et récipro- 
quement. 

Pour avoir le premier point B' d’intersection de la courbe avec l’axe, 1l 
Ron (rs 
1—c sine FB' 
Le point d’intersection suivant 1' se trouvera en faisant d = 7, ce qui 


p , px I x . 
donne Ê=7+e,tangié——cotie, GS Era EE ce point [se 
FI 


_"_ — =. Ilse confondrait avé@le point 
æ* mm° GE 


faut faire = 7, ce qui donnera 4 = 7 — €, et p° — 


trouvera donc en faisant g° = 


À , si la valeur initiale de pe était telle, qu’on eût »° — - ; cas où l’ona 


& | = 


EST. 

Le troisième point d’intersection À!’ se trouvera en faisant { — 27, ce 
cm sine FA‘ 
1—csins  GA'° 
ainsi le point A’ sera situé à la même distance du centre F, que le point 

B l’est du centre G. 


Pour avoir la quatrième intersection , on fera 4 = 27, ce qui donnera 
= 27 + €; ainsi cette quatrième intersection retombera sur le point À, 
et la période sera entièrement achevée. Cette période est composée par con- 
séquent de deux révolutions. 


qui donne À = 27 — €, sin d = — sine, et p° — 


Dans le cas de e = +7, les points A et I coïncideraient , et les points 
À’ et B' seraient des apsides supérieures. 


Fig. 25. 
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Des cas où la courbe devient algébrique. 


- 


492. TN aux formules: générales du cas IL; et comme la valeur de 


k:= / (= }ne permet: pas de supposer x = c; excepté. dans le cas,déja, 


examiné où € = V/+, faisons, pour, première Res *X == c,,nous;au- 


rons P(b; 4)=— LEE (en de) Soit donc #. TÉ, aité AE: =) 


1—2C 


he » 
Ee il en résultera 


PHARES e° + 21° = 
TT 3e + (Bet + 265: + 8)" 


Étant. donnés, les nombres z.et e qui servent. à déterminer.les modules c; 
A 
et x; connaissant de plus le. rapport + , les quantités # et'm/ne:sont plus. 


arbitraires; car les formules générales qui servent à déterminer & et æ' don- 
nent l'équation suivante pour déterminer mm 


EU L'ile ag ur Lattes 3 
G+mm)  (A+B) "4004 2x) + (26° — 1)? 


B— 
ensuite on: aura 773- =; v/Gmm'), et m!' = 2 (mm), = — ne | Gon-, 


naissantirtet, 4, leséquations du n° 415 Ft cette, relation. entre; 
met, 

(1 4m) mm (AH=B) 
m°(m—m + 2mm) (A+ B)+(1 + 1m") (A + Bm°)? 
qui permet: de: prendre-r£.à. volonté, pourvu, que: là valeur-de sin,p. qui 
en résulte soiteplüs petite que l’unité; enfin la vitesse initiale V sera donnée 


sin* # = 


par l'équation 
1 + TTL mem TTL 2m { 
Rene 
Avec toutes ces conditions, l'équation: de: la: courbe:décrite: sera ëF£:— 
e(Fr— Re); on auraen pres les équations sin (241 °)=6c"°sinn?, 
cy{mn'. sin ds, 
PE TEES sin° Ÿ)? 14e 5 
courbes ,algébriques.qui satisferont aux, formules du,cas IE. 

493. Si lon fait É=2Lr+eet J=I7, ou d°= 217, le corps reviendra 
au point du départ À, pourvu que les entiers Let I Are à SEE 
li eL, qui donne Li, I=e; or, depuis la valeur Ê=e jusqu’à la 
valeur £= 2L7 +6, il devra y avoir 2L intersections, soit à droite de G, 


(A+B) + À : + Bme°. 


tang + €. On obtiendra ainsi une infinité de 
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soit à gauche de F; la valeur À —17 indique pareillement I intersections 
entre F et G; donc le nombre total des intersections, ou celui des demi- 
révolutions, sera 2L+ TI. Si ce nombre est ‘pair , la période sera terminée 
après D I-révolutions; mais si L est impair, il faudra encore ‘un /pareil 
nombre de demi-révolutions pour terminer la période. Ainsi, en général, 

l'orbite rentrera sur elle-même après un nombre de révolutions L+ I ou 
2LH 1, selon que 2L+ TI sera pair ou impair. Il faut, comme nous l'avons 
déjà dit, excepter les cas-où la courbe passerait par l’un des centres F et G; 
car la continuation du mouvement au-delà de ce centre n’est point donnée 


a ; . ka - . x) L1 - 
par nos formules. J’observerai, au reste, que si dans la fraction -, toujours 


supposée réduite aux moindres termes, le dénominateur e est pair, la courbe 
ne passera par aucun des centres F et G; alors la période sera de ie ré- 
volutions; si au contraire le -dénominateur e est impair, la courbe passera 
toujours par l’un des centres F et G; savoir, par le centre F,si £ est pair, 
et par le centre G , si est impair. 


494. La supposition x= © fait connaître une infinité de courbes algé- 
briques qui satisfont au cas III; on en trouverait de même une infinité 
par chacune des süppositions 4", x 26%, @te.; mais il nous paraît 
superflu d'entrer dans de nouveaux détails à ce sujet. 


Développement du cas ‘IF. 


495. Les observations générales que nous avônis faites sur les formules 
du cas II s'appliquent avec très peu dé modifications aux formules du 
cas IV ; nous nous dispenserons donc de donner une explication détaillée 
de celles-ci; nous remarquerons seulement que le temps se déterminera par 
les formules déjà données , savoir, la partie #’ qui dépend de 4, par les 
formules de l’art. 488, ét la partie £” qui dépend de &, par les formules de 
art. 464. | 

496. A l'égard des coùrbes algébriques qui peuvent satisfaire aû cas IV, 
il est facile d’en trouver tant de séries qu’on voudra. L'hypothèse da plus 
simple pour obtenir de telles courbes, consiste à faire c = x et #—.., 


ZONE 
VE ü r)=;, il en résultera 


à Le 2; 


CL ——— br > — . 


Ain$i pourvu qu'on prénne € > £, on aura une Valeur convenable ‘du io- 
62 CRE] 
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: dule ce, et l'équation de la courbe sera pu —e(Ff — Fe); on aura en 
c/m'. sin Ÿ 
Vi c° smd)? 7 


. x . À A 
Ayant pris à volonté la ed r, et le rapport +, on connaïtra 


même temps p — ee va tans €. 


‘d’abord le module c, par la formule précédente; ensuite mm' devra être 
déterminé par l'équation à 
CPAM A : c(2—c)" 
(G<+mm}. (A+B}" 14 ° 
. k l AR C / VER b LA 
Connaissant #7m', on aura m = : VQGaun'), et m="=v(mm). Enfin, les 


deux équations de l’art. {92 donneront, l’une la relation entre m° et sin we, 
l’autre la valeur de la vitesse initiale V, pour que la courbe dont il s’agit 
soit décrite. 

On trouvera d’ailleurs, comme dans le n° 493, que la courbe rentrera 
sur elle-même après un nombre de révolutions i-+ Le, si e est pair. Lorsque e 
est impair, la courbe passe par l’un des foyers F et G, et la période cesse 
d’avoir lieu, ou ne peut être déterminée que par d’autres considérations. 


Du cas particulier où l’on a B— Amm'. 


497. Dans ce cas onaæ=0,x—=1, k—y(2c°— 1), et l'équation de 


la courbe devient AF(c, 4)=F(1, €)—F(1,€), ou 
ak (c, N)= og (ne) — los (EE 


1— sin Ü 1—sins 


Cette courbe n’est point algébrique, mais elle est d’une forme qui mérite 
d’être remarquée. 

On voit que l'arc € a pour limite 57, et qu’il r’atteint cette limite que 
lorsque 4 est devenu infini; d’ailleurs, comme € augmente en même temps 
que +, et que lorsque L=0 on à = e, il faut, à plus forte raison, 
qu'on ait e< +; c’est ce qu’on voit immédiatement par l’équation tange— 

y/(am°); on peut même prouver que € est <£7; car on a, dans ce cas, 

m—m 
a, Et par les équations de l’art. 492, on trouve 
mm 


AM =Ii— ——— m° }* à 4 — 0? 6, 
ER me } cot°u — tang?e Ki 


498. Puisque dans la courbe dont il s’agit, la valeur de £ est toujours 
comprise entre € et :#æ,.cette courbe ne Gent rencontrer son axe qu ’entre 
les points F et G, ou mème qu entre les points A, G. Ces points d’inter- 
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section sont les .apsides inférieures successives 1', L*, l, etc.; ils répon- 
dront aux valeurs 4 =, 27, 3%, etc. 1 

Quant aux apsides supérieures S", ‘8, S3, etc., toutes placées sur le péri- 
mètre de l’ellipse p° = 7», elles devront répondre aux valeurs = 27, 
ÊT, HT etc. 

Supposons qu'aux valeurs successives J —:7,7,È7,27, 37, etc. 
répondent éssralents à fe 8 lat No A OS AL LAS etc), 
le premier terme à/ de cette dernière suite sera RH par léquation 


2kF'c— log (He) — log GES, Soit 24F'c=— n, "et on aura 


sin à” 


14 sind :_ 1+sins Je 


L —" sin à” I1— sin£ 


ni 
On aura de même ue = He e*, et en général, pour un indice 
quelconque 1, 

1 + sin x ie 1+sine em. 

1 — sin À! I— sine 
De là on voit que la suite €, 2”, 2", À, A, etc. est continuellement crois- 
sante depuis le terme € ou 2°, jusqu’au dernier terme 57. Il en résulte que 
les points I", F, F, etc. s’approchent continuellement du centre G, avec 
lequel ils finissent par se confondre, et que les points S', S*, S5, Sf, etc. 
s’approchent de même continuellement du point L, avec lequelils finissent 
par coïncider. Mais ces coïncidences n’ont lieu qu'après un nombre de 
termes infini. 

499. Cela posé, on voit que la courbe est composée d’une infinité de 
parties AS'I!, ['S21:, ISF, etc., situées alternativement des deux côtés de 
Vaxe FG, NACRE avancent graduellement par leurs bases Al", IP, 
PI, etc., jusqu’au point G, et par leurs sommets jusqu’au point L qui 
est le dernier terme de la suite supérieure S', S%, S5, etc., comme celui 
de la suite inférieure $?, Sf, Sf, etc. | 

Cette courbe ainsi RE d’une infinité de spires juxta- posées qui 
diminuent continuellement de largeur, et dont les sommets convergent. vers 
le point L, ne ressemble en rien aux autres courbes que nous avons dé- 
crites jusqu’à présent; et c’est un résultat de calcul assez frappant, qu'urie 
telle courbe puisse être décrite par l’action de. deux forces qui, considé- 
rées séparément, ne pourraient faire décrire qu’une ellipse. Si on deman- 
dait, dans ce cas, quel est le temps moyen d’une révolution, il faudra en- 
tendre par demi-révolution le passage d’un point d’intersection tel que F 


Fig. 26. 
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au point d'intersection suivant 4, pendant lequel  varic-depuis 37% jus- 
qu'à 47. En général, si l’on calcule, par les formules données ei- dessus, 
le temps écoulé depuis 4= 0 jusqu'à = Ir, ce‘temps sera celuides I 
premières demi-révolutions , ‘et ‘en le divisant par 1 ôn aura le temps moyen 
d’une demi -révolution, lequel approchera d’autant plus d’ane ‘valeur 
constante, que LE sera plus grand; d’où il suit qu’à mesure que 4 augmente, 
les temps .des demi-révolutions tendent de plus-en plus vers légalité. 

On pourrait aussi considérer le mouvement du corps comme une éspéce 
de mouvement d’oscillation , dans lequel le corps passe successivement d’une 
apside supérieure telle que S* à l’apside suivante S*, puis de S° à Sf, et ainsi 
de suite. Ces sortes d’oscillations vont en diminuant d’étendue, à mesure 


que le corps s'approche du centre G, mais élles finissent par s'effectuer 


toutes dans le même temps. 


Développement du cas F. 


5oo. Les cas Let IT, et tous ceux qui en dépendent, ont un caractère 
commun et distinctif qui consiste én ce que les intersections de la courbe 
avec l’axe ne peuvent-avoir lieu que dans les parties DE, KL situées entre 
les deux ellipses terminatrices. Les cas IILet IV se distinguent des premiers, 
en ce que les intersections de la courbe avec son axe ont liéu, non-seule- 
ment dans les deux parties DF, GL comprises entre des ellipses p° =, 
p°—=0, mais encore dans la partie de l’axe FG comprise entre les deux 
centres. Les cas V et VI, qui nous restent à examiner, se distinguent des 
autres eu ce que les intersections de Ja courbe avec l’axe n’ont lieu que dans 
les deux parties FG, GL qui sont adjacentes au ‘centre G. Il y a donc dans 
ces deux derniers ças une partie de l’axe DE, même une partie FF de la 
droite FG, déterminée par la valeur = æ, où il ne peut y avoir aucune 
intersection de la courbe. Cela s'explique par la prépondérance de la force 
qui agit au centre G, soit à raison de l'intensité, soit à raison d’une moindre 
distance. | 

Cette propriété des deux cas V et VI qui les distingue de tous les autres, 


wa V/« 


est fondée sur des valeurs g = PE dede la TE à 
réduire à zéro. Aïnsi, il n’y a aucune intersection entre les points E et F; 
etla moindre valeur de g* étant &, si l’on prend sur la droite de FG le 


qui ne peuvent jamais ‘se 


à FI° : è < 
point [° tel que = il ne pourra y avoir non plus aucune intersec- 
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horr entre Ftet msi ère cette intersection | suppaserait. une! valeur de g* 
plus petite: que & | 
5o1. Nous avons déjà suflisimment expliqué la manière de trouver les 
diverses intersections-de la courbeavec son axe. On sait que les points D, 
B?; B,.etc:, situés sur la partie GL de l'axe, setrouvent en fusantq =, 
ce qui donne successivement (= +, 27, 37, etc. (On ne fait pas C0, 
parce que la première valeur de £ étant €, la valeur Ê — 0 se rapporterait à 
une époque antérieure à l’origine du mouvement.) Soit en général, y” là 
valeur de 4 qui répond à la valeur [ — 27, SK point correspondant B" 
cm’ sin?y" 


. 2? se 
se déterminera par l'équation Rec 0 Te 


disvoy l'égard des points d’in- 


tersection 1!; 1?,. 15, etc., situés entre les centres E et G, ils font partie-de. 
la suite des:apsides tant supérieures qu’inférieures:S?,. L, S*,.If, S$, If, etc, 
à laquelle répondent les; valeurs d = 24, m,27m, 27, 2m, 3m, etc: Appe- 
lant donc: À’, A”, À”, eto., les: valeurs correspondantes de &,.et calculant 
ces: valeurs: comme: dans l'art: 483, on connaîtra: à la fois:les-pointsc1}, If, 
l; ete., quicsont censés:les: apsides inférieures. dela courbe; et ses: apsides: 
supérieures :S; S?, Sÿ,.etc.. 

502. Pour que la courbe rentre sur elle-même après-un certain nombre 
de révolutions, il fäut qu’on ait à là fois L= 217, = 2lrihe, LettL 
étant des entiers, ce qui donnera ps 2 Ainsi, toutes les fois que Fes 

x 
sera une quantité rationnelle, son expression la plus simple + — fera con- 


naître les, valeurs d'= 217, €= 2L7 + €, qui ont lieu après l'a ra çhèvement 
de, la:première période; et,cette période devra se renouveler à Pinfinis 

Par la valeur À = 217, on voit que le nombre des points d’intersection I 
est 21; et par la valeur {= 2k7+e; on-voit que-le nombre des points 
d’intersection B est 2L; et comme chaque intersection répond à une demi- 
révolution, il s’ensuit.que la-courbe rentrerasur elle-même après un nombre 


de révolutions égal à IL. 

503. Si le rapport = me est irrationnel, l'orbite sera composée d’une infinité 
dé révolutions neue entre elles; et’1l:n’ést' aueun) point: de axe. dans: 
toute la partie IGL :prisexä: compter: du: pot Loù l’on ae qune 
puisse être regardé comme. un) point, d'intersection dé; là courbeavec l’axe. 


53h contraire, si la quantité 2e est rationnelle, il n’y aura qu'un cer- 
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tain nombre d’intersections, dont on a vu que le'nombre est 21 4-2L. 
Mais la question est de savoir si le centre G peut être un ce:ces points d'in-: 
tersection. cf ln 
Pour qu'il en soit un, il faut qu'on,ait à la fois és mére 
l étant des entiers. Or, si d’après l'hypothèse + Te = , on fait F'x—IY, 
KF'e = Lx, l’équation de la courbe XF (c, d) = F(x, €) — F(x,€) don- 


nera dans ce cas 
F(x,&)—2%x (I — Li). 

Lt comme en vertu de l’indétermination des nombres z et L, on peut faire 
à volonté I] — Li — 1,2, 3, etc., il s'ensuit que le cas dont il s’agit aura 
effectivement lieu, si la fonction F(x,€e) est égale à 2%, ou. à un multiple 
de 2%, moindre cependant que 21%, puisque € doit toujours être moindre 
que 7. Ces cas seront une exception à la loi générale de l’art. 502; car 
lorsque le corps parvient à l’un des centres des forces, la continuation de 
son mouvement ne peut se déterminer par les mêmes formules qu’en al- 
térant infiniment peu les élémens ou l’un des élémens de l'orbite, de ma- 
mière qu’elle ne passe pas tout-à-fait par le centre, mais qu’elle en appro- 
che jusqu’à une distance aussi petite qu’on voudra. 

504. Si l’on. veut avoir l’expression générale du temps dans le cas V , la 
première partie # qui dépend de 4 se déterminera comme dans l’art. 488. 


Le - dé” 
pu à la seconde partie #’, on la trouvera par la formule —— — 
ay/ 2a 
Va dg 


G mes 5 ‘ 5 , dans laquelle il faut substituer les valeurs 9 = AMP r 
dé 


TAETS ee Aa) ‘ VC — x° sin’ 6 
I 1+mm mm Le 2® 1+mm Rp 
D'=1/(2 EE) )= EC. A+B "IE Fr go 
“ — D" dé sin & 6 
dE (1 + sin? €) V/(1 — x sin*£) 


Soit N = (+1) (»+4-x°), on aura , par les réductions connues, 


PRE + CHE GD EG (— nt] 


et si on appelle T"” la valeur de £” lorsque ê = +7, on aura 


= TG +) pepe + (0 — Sn (,2)] 


D'ailleurs, en faisant & = tang* d', ou » = cot* d\, et 6° = 1 — x", 


D € qui donnera, en faisant, pour abréger, 
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On. a ,,, 
a(E, à) 


sin à cos d 


TU TIL 0 PE où er TU t 


[T', x)—sin D Fx]= 37 + (FE x—{ x)F(6,d)—F'xE(6,d'); 


donc, en appelant Kw le second membre de cêtte équation , il viendra 


rex ((+s 


D'aprés ces deux formules , il sera aisé de trouver le temps employé par le 
corps à parvenir à un point quelconque de'son orbite, déterminé par les 
valeurs À = 17 + dur C=Lr +, entre lesquelles on à l'équation 


LR RPC de à Ph GE (se) 


DR K' sin d cos à 


Pa Ex + (r — FRONT 


i 


Des courbes algébriques qui SaUsT au cas Ÿ. 


505. Soit d’abord c=x, et — VCrre = —" =) on aura 


Ainsi, pourvu qu'on prenne e > £, on aura une valeur convenable du mo- 


| | he 0 Que je 1 5 4946 à 
dule.c. Soit donné en outre le rapport +, on aura, pour déterminer run’, 


léquation ! 
mm Ca G BGHe) 1 AB | 
Gmm} a Di, CAT)? 
ensuite » ét m' seront connus par les valeurs m=— ; Van’, m=° V'mm!. 


Ces valeurs ayant lieu, ainsi que les. deax équations de l’art: 492, entre 
les données m°, w et V, relatives à lé état initial, la courbe. SERRES aura 


pour équation EF (d) = e(F& — Fe), 6 étant le Dociile commun ; on aura 
en, même temps. 6 


Fr eVn. É LV, 
PET LS sin” Ÿ)”? 4 Sing” 


et ce système comprendra une > infinité de courbes algébriques. 


506. Soit, par exemple,e—2,1=1,0on aura —+,bt—%?,etlava- 
VN02 AB 

(1 Dir ) Lu 352 (AB 

on aura m= ÿ(imm'), m = 2m. Supposons de plus, que la position 


À va ? 63 


leur de mm’ devra être tirée de l’équation — , ensuite 


Fig. 29 
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initiale du point A est telle, qu'on a Fe = ? F'c, ce qui donne sin 2 
E ri M Bt 
VG +6) COST VG F0) 

courbe d” apr ès son équation a FL = FC — S Fe. 

Pour avoir le premier point ein B', soit{ — +, on aura — 
17, et p*=—m; donc ce point coïncide avec Pextrémité L. du. diamètre 
de lellipse p® = m, et il est en même temps une apside supérieure de la 


Yoicr.comment ôn trouvera la figure dé la 


courbe. 

Soit ensuite À = 7, afin d’avoir le point d’intersection l', on aura FF = 
2 Fc, ou = 927 —6; ainsi le point I! coïncide avec le paint A, ce qui, 
d'enEes résulte de ce que la tangente en L est perpendiculaire à l'axe, 
et qu’ainsi les deux parties de laitrajectoire situées des deux côlés de l’ axe 
doivent être égales et semblables. 

Pour avoir la seconde apside supérieure S*, soit 4 = 57, on aura F6 = 
3F'c, et par conséquent € = ?+ ; ainsi le point S* sera déterminé par les 
enr = mg =. 

Du point S*, le corps reviendra vers l'axe, et le coupera au point où 
Ve 27% ds) on aura F=27Fce—= Fr nés Fe, et par conséquent ê = 
7 + €. Donc ce point d’intersection n’est autre que le point A. 

507. On pourrait penser d’abord que le corps qui a suivi la route Am'S* 
pour aller à l’apside supérieure S*, revient par une autre route au point À, 
et qu'il décrit une foliole dont le sommet aboutit au point A ; mais cette 
supposition ne s’accorderait pas avec le principe général (n° 135) > que ja- 
miais plus de deux branches de courbe ne se rencontrent en un même point” 
A. 1] faut donc que la seconde branche de la foliolé, $ elle existe, ait au 
point À la même tangente que l’une ou l’autre des branches Am, An. 

Mais en examinant la chose avec plus d’attention , on reconnaît bientôt 
que cetté fohole n’est qu'un même arc de courbe S'm”A, comme si sa lar- 
geur était infinimént petité dans toute son étendue. 

Pour s'assurer de l’existencé de cette singularité, soit m" un point de 
Porbite avant le point $? où lona dd =ir—co,{—3imr—0, etm" 
point de l'orbite passé le point $*, où l'on a Hd =è7+o,ê=ix+"", 
on aura les deux équations | | 

1FGr— 0) (: m—8), | 
| | Sp ( 7 +0)=F (Gr +0); 
d'où résulte Pr n Donc les deux Obs m", mi! répondent aux mêmes 
valeurs de p et 9, et ainsi ils ne font qu'un sul et même point. 
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De là on voit que le corps, après être parvenu à l’apside supérieure S, 
doit revenir sur ses pas en décrivant PRÉCISE MERS le mêmé arc de courbe 
de S*'en À, qu'il avait décrit en allant de À à S*. 
508. Ce résultat ne peut avoir lieu ? À moins que la vitesse au point S? ne 
_ soit nulle. En effet, la vitesse en un point quelconque état nommée », 
on aura, d’après l'é équation (1), | 


A A o\ 
en Re CE Gp Gt )+rav (À path) 


Faïsant p°= 1m, 9 = « , et substituant pour £ a Va valeur trouvée art. 415, 
dans laquelle on fera m'=— 2m, on ‘aura au point S* 


par tn AG En) à AG 


2m + 1 m + & 1 + œm 


Pour que » se réduise à zéro, il faut donc qu’on ait 


: “RE 
sap — 


A om" À ma — 4? 


B A QUE mu DU 2) 


. LA 
. : 2 de 0 PORC ! A __ mA + B) 
Mais puisque —=$=,0onaa=3;æetata ouf a— Date 4 


de ces deux équations combinées résulte ane nouvelle valeur dat FH savoir, 


A Gm° + «° | 3A — 6Bm° (A 

Se Frans) donc &æ°— BLAIÂTS = nm. mar ; cette dernière 
Se 2m? AB 

se réduit à GE a) = 5 : CEE et rs accorde par conséquent avec 


l'équation qui sert à déterminer mm = 2m°. Il est démontré ainsi » d’une 
manière pénérale, que la vitesse au point S* est nulle, 
Cette vérification deviendrait plus facile dans les cas particuliers. Suit , 
fa ne JU à ébigion PREMURTE , 
par exemple, =, on auram=;,m—1,a— 1,ce qu donne im- 
médiatement # = 0. 


5og. On voit.dans cet exemple que le corps parti à À décrit d’abord la 
feuille AmLm’'A; que, revenu au point À , avec une vitesse égale à la vi- 
tesse initiale ÿ maïs dirigée de manière que angle FA!" este supplément 
de FAm, äl se meut FE la branche Am'S?, ju au point S, dans lequel 
cette branthe réncontre lellipse RTL he P°= = m. Le corps ayant perdu 
toute sa vitesse/au point S*, il reviénit sursses pas jet décrit la même courbe 
S*mn'Amn'LmA, qui le ramène de nouveau aupoint À ; et enfin il décrit aus 
dessous ‘de l'axe la branche ASf, entièrement semblable à AS: il Puit ainéi 

091: 


Fig. 23. 
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des.oscillations dont le milieu est au point L, et qui se terminent alterna- 
tivement aux points S* et Sf, 

Au reste, une courbe: algébrique ne pouvant pas être terminée Eboee. 
ment en S* et Sf, les branches AS*, ASf ont:sans doute une continuation-qui 


cV/m' sin Ÿ Ve. 


ne peut plus être représeutée par les valeurs p = Va sm)? q= Te 


mais qu’il serait facile de construire par d’autres moyens. 

510. Pour avoir la durée d’une oscillation, 1l suffira de doubler le temps 
que le corps met à parcourir la partie S’Am’L, ou la partie SfAmL. Nous 
avons fixé l’origine du mouvement au point À ; mais on peut supposer qu’a- 
vant d'arriver en À le:corps était parti du point Sf; relativement au point 
A ,où l’on a L— 0 et£ = e, le point Sf, qui appartient à une époque 
antérieure, est représenté par les valeurs L = —:#, {= —23#, et le 
point L l’est par les valeurs d = ++, € = 7. Donc si l’on désigne par # (4) 
et #” (C ), les parties du témps qui dépendent des variables 4 et Ÿ, ces parties 
étant prises de manière qu’elles s’évanouissent lorsque les variables sont nul- 
les, et qu’on appelle T le temps d’une oscillation, on aura 2 T — 21! (17) 
PTE T), quo suivant les dénominations déjà usitées, T= 41" + 107”. 


D Il xemple, DLL de ES 5, m=Li,Mm=I,4—=1I 


on trouvera, toutes réduclions faites, 
aV'2a * LL 
Ta (orF'e—3E'c + 
CA +5) A” 
formule où K'= 57 +(F'e Er E'c) F(b, #7) — F'cŒÆ(b, 27). 
5r1, Les courbes algébriques dont nous venons de donner un exemple, 
résultent de la supposition x = c; il serait facile d’obtenir d’autres séries 
infinies de courbes algébriques, en supposant x = €°,x = c°%, etc. Mais 
nous n’entrerons pas dans ces détails , et nous DAME Que de traiter encore 
avec toute l'étendue nécessaire, un cas fort remarquable compris dans les 


formules précédentes. 


/ 
TTL 


— res RO Er 2 2e ME 
se encore e — 2,i—1, on aura = +; D, ben — 
RAD Nr PE | æ + 3 1 — 2m | 
32 ’ it 1 ! Lore ne LPS TER 3 F 
d'art À Ai 
quantités seront toutes conpuess Jorsqu’on donnera le rapport + 


. Supposons, de plus, que la tangente. en, À est perpendiculaire à l’axe ; 
on aura gp = À, et l'équation entre: et m° de l’article 492; combinée 
avec l’équation  précéderite entre.« et m, donnera @° — 44m° + 3m°%= 05 


?SECTION 11. | jot 


d’où résultent deux valeurs de m»°, LE 2e —=« et m = ?a. Enfin la vi- 
(rm | 2m° 

= Tom rom 

de moyen de ces données, béque dé de la courbe décrite sera FA = 2F€, 


cV/2m.sinŸ Va. V/(i —c VG—csin"é) 


et on aura en même temps p — D'AES s d)° aie Pr 


tesse initiale se déterminera par l’é 


. 
x 


- B : 
Soit, par exemple, + — 2, on trouvera mm =3,m—=X43,m— 


a Es 
V3,a—=c;a—;c; ; et si l’on prend m° AC , on aura TT = É (1 26). 


512. Voyons maintenant, d’après ces équations , quelle est [a figure de 
la courbe. À partir du point À, le corps monte vers lapside supérieure S’, 


où l’on a L—1i7, F7 —=1TF'e, snÛ— Ce point est donc dé- 


I 

terminé par les valeurs p°= m, qg = «(1 b). 

Pour avoir le premier point d’intersection B°, il faut faire [= +w, ce qui 
donne 4 = #; done on à à la fois p—0, g—=, et par conséquent le 
point d’intersection B’ se confond avec le centre G. Il n’est pas néces- 
saire d'aller plus loin, puisque la continuation du mouvement au-delà de G 
ne paraît pas pouyoir être donnée par nos formules, ou du moins est l’objet 
d’une  dificulté particulière. 

513. Si l’on veut connaître l’angle que la courbe fait au point G avec 
Vaxe, il faut considérer un point infiniment proche de G. Soit, dans ce 
point , ÉÉn se — d, et d=7r— n; d'et n étant infiniment pelits, on aura 


FE =F'e— > à y ii = 2F'e — SE Tn ces valeurs dans l’équation de 


courbe FL =2F6, on aura  — TT: ? Donc, au point », infiniment proche 


de G,onap—=cy/2m.n, Far et par conséquent pq —= 2c4/(2ma). 
Soit 4 l'angle de la tangente en G avec l'axe, 0 sera la valeur de » au point 
G, et on aura tang 10— pq — 2cy/(2ma). 


Ainsi, dans l exemple de l’art, 511, tang + 0— Msn et tangÜ—y24, 
ou Ô — 7827. 78 à peu près. 


J 


514. Il ÿ a un cas où l’on aurait 0 — 90°, c’est lorsque ma — = 


Â m(A+B), 


Or, on AG pt 


17 (A +B) 


=; ainsi, en faisant am—3, on aura l'équation 
+ LÉ Nue" 1 A ga DA US se 
= pans» d'où résulte 2m* — 


ET +5; substituant cette valeur dans 


Fig. 28. 
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PAU. dre" © 5 B 
l’équalion ES = À ab on aura + — à Tel est donc le: rap- 
port qu'il doit y avoir entte les forces A et B, pour que l'angle 8 soit 


VER myeône 


de 90°; dans ce cas Oh aurait m= <= ,æ— La) pe 


28 SN ES Fa € ré 0 
Par la valeur de m° égale au rapport Gx > on connait la position du point À, 


et la vitesse initiale V dirigée perpendiculairement à FG, telles, que le 
corps, après une seule demi-révolution, tombera perpendiculairement.sur 
l'axe au point G. Dans ce cas, 1l n’y a pas de raison pour que le corps ne 
continue son mouvement au-dessous de l'axe, en décrivant une courbe égale 
et semblable à celle qu’il a décrite au-dessus de l’axe. Il reviendra donc, 
après une autre demi-révolution, au point de départ À ; et la période com- 
posée ainsi d’une seule révolution devra se répéter à l'infini. Ce mouvement 
est extrêmement simple, eu égatd à Ha complication des causes qui le pro- 
duisent; maïs on ne peut douter qu'il n’ait heu réellement, ve: résultat 
étant fondé sur des calculs qui me sont sujets à aucune difficalté. D’ail- 
leurs, il est de principe, que si la vitesse avec laquelle le corps arrive au 
point G lui était restituée tout à coup en sens contraire, ce corps revien- 
drait sut ses pas en décrivant la même courbe, et relrouverait aux mêmes 
points les mêmes degrés de vitesse en sens contraire. Or, une pareille cr: 
constance a lieu relativement à la partie de lorbite qui sera décrite ie le 
point G, et @ devra être égales à l’autre partie. 
515. ji n’en sera pas de même dans tout autre cas, et notamment dans 


, B : 
l'exemple où nous avons supposé + =. On ne voit plus alors comment 


le mouvement doit se continuer au-dessous de l'axe ; car en supposant qu’il 
se continue ainsi, les quantités p et g ne seraient plus réelles, et les formules 
césseraient d’être exactes. Maps donne cependant une solution de cette 
difficulté. 

Suivant l’analyse, le Er ; parvenu au point G,nira pont au Mels 
mais reviendra sur ses pas en décrivant la mêmé fourbe qu'il a déjà décrite. 
Le corps arrivera donc au point À avec uñe vitesse égale à la vitesse initiale, 
et dirigée en sens contraire. En vertu de cette vitesse 11 continuera son 
mouvetnent, en décrivant une coutbe entièrement semblable de lautre 
côté de l'axe; il reviendra donc encore au point G. Du point G, il retour- 
néra sur sés pas; etil décrira aïhsi, par an mouvementid’oscillation, üne 
courbe dont le point À sera le miliéu, et dont les extrémités evmcidéz 
ront avec le centre G. 
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516. Pour faire voir que cette solution est.en effet donnée par l’analyse, 
je reprends l'équation F4 = 2F€ ; et faisant successivement 4 = 7 — «, 
d=7#+u, je dis que les valeurs correspondantes de & seront =», 
C—=:7—+v; de sorte qu’on aura à la fois 

F(r—u)=2F(i7 —»), 
F(r+u)=2F(ir Lo). 
En effet, si l’on ajoute ces deux équations, on aura léquation identique 
2F7r = F7; donc la seconde équation est une suite nécessaire de la pre- 


mière. Soit M le lieu du corps correspondant aux valeurs 4 =7—, 
cV/2m.sin w ya VG—ccos’s) 


Ê=37—v,0naura, dans ce PONL PC onin) ? g— Fer 

Ces valeurs ont lieu avant que le corps parvienne au centre G. Si ensuite 
on change les signes du w et de », afin d’avoir la position du corps qui ré- 
pond aux valeurs L =7+u, £—=+7 +9, on voit que les variables p 
et q changent de signe l’une et l’autre, mais conservent les mêmes valeurs; 
d’où il suit que les angles w et ®, déterminés par les valeurs tang + © —pg, 


tang À ® — À, restent les mêmes; donc le corps doit se retrouver encore au 


point M. Ainsi, le corps, après être parvénu au point G, revient sur ses 
pas en suivant la même route, comme si sa vitesse avait été changée tout 
à coup en une vitesse égale et directement opposée. 

Nous ne dissimulons pas que cette explication est peu satisfaisante en elle- 
même, et qu’elle ne peut guère être admise que comme.un résultat de pur 
calcul; cependant on verra bientôt qu’elle peut être justifiée, en altérant 
infiniment peu la vitesse initiale. 

517. Pour avoir une idée de la figure complète de la courbe, dans 
l’exemple que nous avons choisi art. 511, nous observerons d’abord que 
Vexpression des coordonnées en fonctions de p et g étant 


sut eatsq(t==pq) 179 8) 2apq 
SP EE A Ter AT CU EE. 


si on élimine ces deux variables d’après le rapport qui doit exister entre elles, 
le résultat sera indépendant de la supposition que p et q sont réels, et il 
servira à déterminer la courbe dans toute son étendue. 

Or, l'équation F4 = 2F£ peut être reraplacée par l’équation algébrique 
tang+4 = tang £ ÿ(1—c'sin*{); et puisqu'on a en même temps p — 


Vic. sinŸ (/ ENVIE etuin €) (4) , si on élimine 4 et £ de ces équa- 


V/(1— c° sim° })? ER cos 
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tions, la relation entre p et q séra donnée par l’équation 
A em nr 
PTT Gg cg +ey * 
Ayant ainsi exprimé p* par le moyen de g°, la courbe sera facile à cons- 
truire dans son entier ,-en RU AL toutes les ne tant positives que 
névatives, de p* et g°. 

518. Les valeurs de 9° depuis g* =c jusqu’à g* = « , donnent la por- 
tion de courbe AS'GS*A, dans laquelle le corps fait ses oscillations, et-qui 
se termine en G par deux branches faisant entre elles un angle double de 
78° 27.78. 

Les valeurs de q*, depuis g*=0 jusqu’à g* = c°, donneront naissance à 
une autre portion de courbe DNKF, terminée en F, dont les principaux 
points se déterminent comme il suit. | 

Soit g° = cz, z étant << 1, on aura 

à __6cz(1—3:3)(3—:) 

FNET le ri 

a a 

I < 1er + +343 27 

diculairement à l’axe, et tourne sa concavité du côté de F; elle passe par 

le point N, où l’on a p=q", x=a, y =0.35fa; puis par le pointK, 

où l’ordonnée est tangente à la courbe, et où l’on a FH= 0.5294, HK 

— 0.657a; vient enfin au point F, où elle fait avec l’axe un angle dont 

la tangente = ÿ/##. Pareille branche doit être tracée de l’autre côté de 
l'axe. 

Ces deux feuilles, qui offrent en F et en G des angles, l’un de près de 90°, 
Pautre d'environ 157°, sont les seules qu’on puisse obtenir en supposant p* 
et g* positifs. La nature des courbes algébriques exige que ces feuilles aient 
une continuation, mais cette continuation ne pourra répondre qu’à des va- 
leurs négatives de p* et de g°. 


Au pont D, où l’on a FD — la courbe s'élève perpen- 


519. D'abord si l’on change à la fois le signe de 3, p* et g*, ce qui donne 
ioujours g° = c°z, et 
Gcz Gcz(14+:) (342) 
me | (3H25+z) ? 


On aura 
LL, Comet A #7 LE ME Spa ral 
AT Gp) G=g)) TT Gr +7) GA) 


I 
Si ensuite on fait varier z depuis 3 = o jusqu'à 2 =; — 3ÿ/3, on aura 
C' 
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la continuation des deux branches qui se croisent en F sous un angle pres- 
que droit. 


Soit =, d' étant infiniment petit, et p = M (1 + NN), on 
trouvera £ 
_ 120 + 9f/3 __ 4o + 3643 
M EP TT HS ? 
ou à peu près M = 0.5603, N = 0.7157. Or, il est aisé de conclure de 
ces valeurs, que la courbe a deux asymptotes qui se rencontrent en un 
point X de l’axe, où l’ona GX = + a(i—N)=a(o.14215), et qui font 
de part et d’autre avec l'axe, un angle X déterminé par la valeur tang + X 
—= M, qui donne X — 73° 38. 


De même si l’on fait varier 3 depuis z = jusqu àz — ©,.0n aura'la 


continuation des branches qui se coupent en.G, lesquelles s’étendront à 
linfini, et auront dans un sens opposé les mêmes asymptotes que les bran- 
ches qui se coupent en F. 

520. Maintenant , pour connaître plus facilement la vraie courbe que 
doit décrire le corps d’après les données prises pour exemple dans larti- 
cle 511, nous conserverons les mêmes forces A et B, dont le rapport est 
de 7 à 15, s es point À où commence le mouvement et où l’on a 


LL ae VAT ="; nous supposerons également que la vitesse en À est per- 


pendiculaire à l’axe, mais nous + ba one peu cetle vitesse ; et 


M CL na via? MS mm 
comme dans le cas de Ana =+$ 7; On a = ne TN TE 9 € dans 


_. £, nous suppo 
—_— = Pen let où T1 S Su serons 
RATE 1 + 2° LE? PP 


La 
LL A Sa À 
1mm mm (+0); 
de manière que le carré de la vitesse sera augmenté dans le rapport de 1 à 
1 + d\, d' étant considéré comme infiniment pelit. 

Cela posé, les valeurs des élémens », m', c, x, k, &, & deviendront in- 
finiment peu différentes de celles qui ont lieu dans l'exemple cité; et voici 
comment on trouvera ces nouvelles valeurs. 

___3+ 37 

L’équation précédente donne d’abord mm! = 5 hr 5j. Eusuite si, dans 
l'expression de m — m', art. 415, on substitue la valeur.............. 
av = CET (AB), & (14 8), et qu'on fas me temps les 
- sr | ). À (1+ dd), et qu’on fasse en même temps les 

TE | 64 


m 


l'exemple de l'art. 511, 
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L 


substitutions m° = y/+, d 7 , On aura 
, pee — 20)2/3 


De là résulte ï pas 
1—2 LE oO Pere +d) 
m Ce ASE. —)y3, 


— 1420 + /(9+à+ 2) 

ee re) VS 
m V(9+A+d)— 1 +20 

mm “x. 2V(o+I+H) 

Substituant les valeurs de mm et de m° — m dans les formules générales du 

cas V qui servent à déterminer & et æ',on en déduira 


E À ç = mes 


2 ms 


donc 


et enfin 
7+ 1—20 3— 00 


Te Vo 
Au moyen de ces valeurs, l’équation de la courbe décrite sera 4#F (c, d)=— 
cV/m'.smY Vi —#"sin sine) 
VG—csin°ÿ) Eh à 7 eos£. 

521. Pour faire une application numérique de ces formules, soit d’abord 
d'æ 0.001, en sorte que le quarré de la vitesse initiale soit plus grand d’un 
millième que celui qui fait passer la courbe-‘par le centre G; on aura les 
valeurs approchées des constantes comme il suit : 


F(x, 0), eton aura en même temps p — 


log c— 9.761662 c©c=—sin 35°17, 11 log F'e = 0.239081 

log x= 9.760277 x=—=sin 35. 9,37 log F'x = 0.238754 

log k = 9.698813 log m' = 9.937495 

log m = 9.637134 
Pour avoir le premier point d’intersection de la courbe avec l’axe, il faut 
faire g=w,out=}#7, et déterminer d par l’équation AF' (c, d) = F'x. 
Or, comme £— +est très petit, ainsi que c = x, on voit que À diffère très 
je de 7; c’est pourquoi , faisant 4 = 7 — 4", on aura FN" = 2Fte— 


’ F'x= 0.00136. Cette quantité étant très petite, on‘aura, avec une‘exac- 
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cp 
FR! 
On voit, par conséquent, que le point d’intersection B' est à une distance 
de G qu’on peut regarder comme très petite de l'ordre d?. 


titude suffisante, 4'— 0.00136, et p°= cn. V/?= 0.000000534 — 


522. Pour avoir le second point d’intersection [', il faudra faire p = 0, 
ou « = 7,etonaura, pour déterminer €, l'équation 24F'c = F (x, ©); et 
comme 24F'c est très peu différent de F'x, on pourra faire = i7 +", 
£” étant une quantité très petite, ce qui donnera F (x, € = F'x + 2 6 étant 
/(1— x). Donc &' = 6 (2kE'c — F'x) = 6k (0. 00136) = 0.000556 ; de 
là = EL = 0.000000800 — . Le point 1", situé de l’autre côté de G, 
est donc encore extrêmement près du centre G. 

On remarquera que dans la demi-révolution que fait le corps en passant 
du point B' au point I’, l’espace parcouru est très petit de l’ordre d*. Ce 
passage a pour effet, de changer , dans un temps excessivement petit, la 
direction de la vitesse, et de la rendre presque diamétralement opposée. | 

523. On peut aïsément prévoir qu’à partir de [', le corps se trouvera, 
après une demi-révolution , très près du point de départ A. En eflet, pour 
trouver le troisième point d’intersection EL, soit £ = 27"; il faudra déter- 
miner € par l'équation F (x,€) = 44F"c. Il en résulte à très peu près { = 7 
+ 24”, Ç” étant la même quantité qu’on a déjà trouvée dans le cas de 
AN = 7. Cette valeur donne qg® — à = a6*, 4{* ; ainsi le point I° sera à une 
distance du point À, très petite de l’ordre d\*; il sera d’ailleurs situé entre 
A et G. 

On voit que le corps, après trois demi-révolutions, revient très près du 
point de départ A. Alors sa vitesse est très peu différente dé la vitesse ini- 
tiale en grandeur; mais sa direction est à très peu prés diamétralement op- 
posée. 

524. Après le point L°, où l’on a d = 27, le corps, passant de l’autre 
côté de l’axe, parvient au quatrième point d’intersection B*, où l’on a £ — 
27,et 4 = 37 — 1", |" étant une quantité très petite de l’ordre d'; de 
sorte que la distance GB°, proportionnelle à 4", est encore une quantité 
très petite de l’ordre d". 

Du point B* le corps passe, par un circuit très petit, à l'intersection sui- 
vante [°, où l’on a 4 = 37 et € très peu différent de 5 7. De là le corps 
passe à un sixième point d’intersection 1° très voisin de A, et les choses 
continuent de la même manière pendant un assez grand nombre de révo- 

64... 
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lutions.. Cependant l'orbite finit par s’éloigner sensiblement, tant du point 
de départ A, que du centre G; mais elle y revient après des POSE pr es- 
que égales, et les mêmes PHÉNOIn ETES se renouvellent. 


525. Au reste, il est facile, par nos formules, de déterminer Îa situation 
du corps. après un nombre quelconque de révolutions. Veut-on , par exem- 
ple , déterminer la 5or°"* des intersections B', B°, etc. ? il faudra faire € — 


F 
1001. ; et chercher la valeur correspondante de 4. On trouvera d’une 


manière approchée, À = 10017 — 73° 24 ; et de là, p° = 0. 3826 — SP 


FG ? 
ou GB = 4(o. 620). On connaît donc le point B, où se trouve le ses après 
5or intersections à droite, et 1000 intersections à gauche de G, c’est-à-dire 
après 1501 demi-révolutions. 


526. Ayant calculé l’orbite dans le cas de d = 0.001, il importe aussi 
de la calculer en supposant d' — — 0.001. Alors, en faisant la substitution 
dans les formules de l’art. 520, on aura les résultats suivans : 


logc—9.761216, log F'c— 0.238975, log 2F'c — 0.540005, 
log x — 9.762593, log F'x—0.239303, log ; Fix = 0.540176, 
log # — 9.699127. 


Puisque 2F'c est < Fe, il s'ensuit que lorsque = +7, on a DT. 


Donc la première intersection a lieu en un point ° situé à gauche de G 
c’est d’ailleurs ce qui s’accorde avec la supposition faite sur la vitesse im- 
tale, En faisant d — 6, la première intersection tombe précisément au cen- 
tre G; en faisant Jd — 0.007, ce qui augmente d’un millième le carré de 
la vitesse, nous avons vu que la première intersection avait lieu en un point 
B' à droite de G; maintenant que nous faisons d' = — 0.001, ce qui di- 
minue d’un millième le carré de la vitesse, il est tout simple que la pre- 
mière intersection de l'orbite se fasse en un point l' situé à gauche de G. 
Pour déterminer le point I', il faut faire = +, et chercher € par l’é- 
quation F (x, €) = 24Fc; soit € — 17 — &’, on pourra supposer F (x, °) 
— F'x — = ce qui donnera &’— 6 (F'x— 24F'c) = 0.000559. De la = — 


2 


= > —= 0.000000811 — A Aïnsi la distance Gl' est très petite de lor- 
dre d'?. 


Pour avoir lintersection suivante B!, il faudra faire{ = 17, d = 7 + à), 


SECTION 1. 


ET 
«© 


, I | Q * 
e qui donnera 4! =? Fix — 2F'e— 0.001368, ensuite p* = cm"? — 


dx Fo‘ » 
0.000000) 40 = Se: Ainsi la distance GB' est encore très petite de l’ordre d?. 


527. Ces résultats, trouvés dans les hypothèses d —0.001, A =— 0.001, 
servent à expliquer ce qui se passe lorsque À — 0. On voit que d'étant ire 
peut, positif ou négatif, mais non pas nul, le corps parti de A s'approche 
à une distance extrêmement petite du centre 6, et décrit au-dessous de l’axe 
une sorte de demi-ellipse très petite, au moyen de laquelle la vitesse change 
subitement de direction, et en prend une presque diamétralement opposée. 
Il revient donc sur ses pas par une route très peu différente de celle qu'il 
a suivie, et arrive, après une troisième demi-révolution , en un point de 
l'axe très voisin du point À. La vitesse en ce point étant très peu diffe- 
rente de la vitesse initiale, mais dirigée dans un sens à très peu près op- 
posé, le corps vient de nouveau rencontrer l’axe en un point très voisin de 
G; là il décrit encore autour de G une sorte de demi-ellipse très petite qui 
change tout à coup sa direction et le reporte de nouveau vers un point de 
V’axe fort voisin du point de départ A. Les parties de courbe décrites au- 
tour du centre G, d’abord excessivement petites, s’agrandissent de plus en 
plus, et, au bout d’un certain temps, les demi-révolutions successives de- 
viennent de moins en moins inégales en étendue comme en durée, Dans 
ce mouvement, le corps ne peut revenir au point de départ, à moins que 


&E'c 
la quantité -<— n’ait une valeur rationnelle; mais orbite est toujours limi- 


tée par le périmètre de l’ellipse p* = m, et elle touche ce périmètre dans 
une infinité de points qui sont ses apsides supérieures, et qu’on peut aisé- 
ment déterminer. 


Au reste, anomalie qui a lieu au commencement du mouvement, c’est- 
à-dire l’extrême inégalité de deux demi-révolutions successives, se renou- 
velle à des époques déterminées, dont les intervalles sont à peu près égaux 


&F'c A np 
ou tout-à-fait égaux , si la quantité = est rationnelle. Car si l'on fait à la 


fois L = Ir + \' , C=LrÆE : l’équation KE (c, À) = F (x, €) deviendra 
KE (ce, 4") = F(x, &’), pourvu qu’on ait AIF'ce = LF'x; or, on peut prendre 
les entiers TL et L assez grands pour que cette équation ait lieu, où exac- 


tement, ou aux quantités près de l’ordre ; » lesquelles peuvent être suppo- 


sées plus petites que le rapport LE M étant le point d’intersection le plus 
voisin de G. 
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528, On voit maintenant comment le calcul explique la possibilité que 
le corps parcoure l'orbite anguleuse AS'G, dans l'exemple de l'art. rx, et 
dans les cas sémblables où le corps, parti de A, doit parvenir au centre G. 
Il faut supposer que la vitesse initiale est infiniment peu différente de celle 
qui est nécessaire pour que le corps parvienne exactement au centre G; qu’en 
vertu de cette différence, le corps ne parvient pas précisément au centre G, 
mais qu'il en approche jusqu'à une distance infiniment petite du second 
ordre; que dans cette proximité, où le corps a une vitesse presque infinie, 
il décrit au-dessous de l’axe une sorte de demi-ellipse infiniment petite, au 
moyen de laquelle son mouvement acquiert dans un instant une direction 
opposée. Il revient donc sur ses pas, arrive à un point de l’axe infiniment 
près de À, continue sa route au-dessous de l’axe, s’approche de nouveau 
infiniment près de G; que là il éprouve de même, par sa circulation dans 
une demi-ellipse infiniment petite, un changement de direction, puis il 
revient à un point de l’axe mfniment près de A, et ainsi à l’infini, De là 
on voit que le mouvement du corps dans l'orbite anguleuse AS'GS°A est 
un mouvement d’oscillation par lequel il s'approche du centre G et s’en 
éloigne ensuite, en revenant sur ses pas, comme sil y avait en G un ob- 
stacle irébranlable qui ne permit pas au corps de passer outre, et qui le fit 
rejaillir en sens contraire avec la même vitesse. 

529. Avant de terminer l’examen du cas V, nous remarquerons que les 
formules pour le cas de —;7 souffrent une exception lorsque & = «; 
car alors on a x=1, el la valeur de g devient 9 = ya. Cette valeur 
étant constante, la courbe décrite est une hyperbole, et l’équation ordi- 
naire ÆF(c, +) = F(x, €) n’a plus lieu. Cependant, comme la valeur de p 
ne peut surpasser f/n, il est nécessaire que la partie de l’hyperbole décrite 
par le corps ne s’étende pas au-delà de l’ellipse p°=m. On doit donc pré- 
sumer que, dans ce cas, la vitesse du corps devient nulle lorsqu’il est arrivé 
à son apside supérieure S' située sur lellipse términatrice ; alors il reviendra 
sur ses pas en décrivant toujours le même arc d’hyperbole, terminé de part 
et d'autre de laxe par l’ellipse p° ="; et son mouvement sera un mouve- 
ment d’oscillation comme nous en avons déjà trouvé des exemples. C’est ce 
qu'il est facile de vérifier par nos formules. rod) 

530. En faisant & — «, on a les deux équations 24 — defrnea r 

’ ’ F 
a = — ,; d'où résulte la condition ee = MT . Supposant a 
donné ainsi que À et B, on tirera de ces équations, mm! = ES PA 
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1 — c .2 AB A! 
HN es IN = SU 2 am © ME d’où 


VA—aVB 1 VA+aVB 
VB—ayA?  — VB+ayA’ 


On a, au commencement du mouvement, p=—0, g’=m a; ainsi, 
équation qui donne la vitesse » en un point quelconque, sera 


pare a + (+) (pe) (+R) Ge) 


D'ailleurs ona +aV'= (AB), ie CHA =(5 —Be) (HS); 


mm LL] 


m—= Y2= 


donc 


L 
2 


pe 1 a Ihap a+ p° 
= (A. p+e Berre 


3 J I 4 B 
Maintenant, on voit que » sera nulle lorsqu'on aura TE = / 'oup= 


Le ; cette valeur étant la même que celle de #, il Sensuit que la 


vitesse est nulle en effet au point S', et qu’ainsi le ‘corps décrit librement Fig. 29. 
l'arc d’hyperbole S'AS! par un mouvement analogue à celui.du pendule. 

531. Si l’on veut avoir le temps de loscillation, il faudra observer que 
puisque q estconstant , la partie #” due à la variable € sera nulle. 11 ne res- 
tera donc à.trouver que la partie #/ due à la variable [5e comme au point 
À on a 4 —0, et au point S', 4 =}, il est visible que le temps d’une 
osctllation sera :#(E7), ou 27, L'-étant déterminé par la formule du 
n° 488. 

On voit immédiatement quelles sont les conditions pour que ce cas par- 
ticulier ait lieu, c’est-à-dire pour que le corps décrive, par un mouvement 
d’osaillation, l'arc de l'hyperbole 9° =, teuminé par léllipse p°=m. Il 
faut, pour cela, que le point A, origine du mouvement, soit un sommet de 


\ FA . : L jo: Li 
lhyperbole où lon a + — «&, que la vitesse en À soit perpendiculaire à 


l’axe, et que cetle vitesse safisfasse-à l'équation +aV*=— Ê — Ba) . SRE ——<. 


Développement du cas VI. 


532. Dans ce cas, la valeur de ga deux différentes formes, selon que 
Vangle &, qui donne la direction de ‘la vitesse initiale, est plus grand ou 
plus petit que +#. Mais ces valeurs s’accordent,,en:ce qu’elles ont égale- 
ment pour "”#inimum .ÿ/æ; de sorte qi’en prenant-un point I situé entre F 
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Po LE 
et G, tel, qu'on ait 24, aucune intersection de la courbe avec l’axe ne 


peut avoir lieu à gauche du point. I. 

Le cas VI ayant beaucoup d’analogie avec le cas V, ainsi que nous 
l'avons déjà remarqué, nous ne croyons pas devoir entrer dans de nouvelles 
explications sur la manière de déterminer les points d’intersection de la 
courbe avec l’axe, ainsi que ses apsides tant supérieures qu'inférieures ; nous 
ferons voir DCN comment on trouve l'expression générale du temps. 


533. La première partie #’, qui est fonction de 4, est toujours la même 
que dans le cas IV; quant à la seconde BE * qui est fonction de €, on 
nee! 
(x + q}° ® 
Va  dge 2 dé 
cost” Q — Ve = As) * VG — x sin) 


2 


la trouvera par la formule Pr dans laquelle 1l faut sub- 
aV/2a 


stituer les valeurs q = Soit 


donc 
D'= a 2ax 1H mm se )=E GS 1+ mm 1 HER 
"F26 æ ‘ B—Amm ALB° m+m AFS Hi? 


on aura 
De 7 Le fre 
CH) 7 TJ Gr sin te) (x sintt)" 


J’observe sur cette formule, que le paramètre » se rapporte toujours à la 


f 
= 


? 8 
. 7 . (2 œ 1— 4 
forme y —— 1-+6%sin°r; car de là résulte sin? = _- 3 COS LR Or, 
œ œ 


par les valeurs de a—a'etaæ,ona(r Ha)(i—a/)—(1m)(1+4m). LE. L 


donc &’< 1, donc l’angle n est toujours réel. 


Or, par les réductions ordinaires, on trouve 


IE Ve A sin € cosê y «(1 +7 
erairer a rame LG) + EG, 6) + Le. Ir, x, €); 


et en appellant Z' la valeur de Z, lorsque £ =27, on aura 
L= Ex — Fe ED mn (v, n) 
D’un autre côté, si l’on fait Rx + (F'x—E'x)F(6, n)—F'xE.(6, »), 
on aura 
Il! (», x) = _A(G,») _ 


/ 1 ë 
à sin cos +F ce 
onc | | 
rm D ALL AE CHU CS 


6? cos? # €? cos°n 


à SECTION II. 513 
D'a 


LA 4 4 1 
Ces valeurs étant connues, on aura, en général, &" — Ft Z, et 
D'x 
PS 1 11 (74 cl 
Th = Z', T” étant la valeur de L qui répond à = ;7%. 


534. La valeur de #”, qu’on vient de trouver, suppose w>+7. Si lon a 
p <3%, il faudra se servir des tuée formules du cas VI; alors, dans 


dé à 
la formule -=— — —7 il faudra substituer les valeurs g° = 
aVza (+) de vo CR 
at, mn ® CAE : dE nnera en fai- 


sine #90 VCMa— À) re» ce qui do 


1 4 1+ mm VF AR aa LE ; 
sant D = 5/5: TDR LES ) Sin = EL = Col ") 


D dé sin° & dé sin° £ V/(1—x'sin° €) sin €) 
F = [ET (1+ sin C4 CRE 


Or, l’intégrale comprise dans cette expression étant semblable à celle du 
n° 488, on aura, d’après la même formule, 
3 D” Asin£ cosé , durs 
ie [— nee Es (7) — LG EH (15), x, ©) |, 
et en faisant Ü = :7, 


T'= ie ea Lx —< Ex + (à —5)nr (», x) | 


Mais puisque » = cot*#, on a; en faisant K/= 17 (F'x— L'x) F(6,1) 
— FxE (6, n), Ir, x) = sin nFx + éd him du 


NE K’; donc 


& 1 D" tang® » /1 — 6? sinf » … 4 cosy — x° sini 
Le EE CE te Et SE KA, 
+1 sin? sin # COS # A(6,1) 
Du cas particulier où l’on a m = m. 


1 


535. Dans ce cas on a c° = x° — +, mais alors la valeur de Æ reste in- 
déterminée; pour obvier à cet inconvénient, soit m = m(1+), & étant 


. . L | Er 1 __ma(A+B) pd 4 
infiniment petit, on aura = à (x T2 ©), 4— = 20 50, 
LS PTE ma (A +- B) ae B — An ed j 
A D): donc a AR Et comme on a 
Bm° — A 


en même temps &° — -,ilen résulte 


B — Am 


ebay us og mans, 1.2 mt ob ll A 
£ Tr ee = 4/(: (AH B} "  m° } 
a | 65 ” 


4 
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d’ailleurs les conditions propres au cas VI exigent qu’on ait à la fois 
M << 2 im > = 
Cela posé, l'équation de la courbe sera &FŸ —"FC — Fe: le module 
commun à ces fonctions étant c = ÿ/+. On aura en même temps...... 
___ cÿV/m.sinŸ 
PT VG—E sn) ? 
tives aux formules du cas VI, qui supposent dans l’état initial du mou- 
vemetw>ir,oum= 3"; dans ce dernier cas on aurait, de plus, 
aim ete 0. 
536. Si l’on veut que la courbe décrite soit une courbe algébrique, il 


C2 œ 
q = ne Co VE Toutes ces valeurs sont rela- 


faudra faire À = ‘ “ étant une fraction rationnelle plus petite que l’unité. 


. » 7 FA ES B Ê ; 
Cette fraction étant prise à volonté, ainsi que le rapport 7 moindre aussi 


que l'unité, on aura , pour déterminer "#4, l'équation 
m° SM AB 14 
1m} (A+B)' 44? 


B — Am° 
à l’état initial, on voit, comme dans l’article 419, qu'il doit exister entre 


= Brn° — A < . 
ensuite on aura & — v4 ( =). Quant aux données m° et relatives 


elles la relation 
m°® (B— Arm°) — (Bm°— A) 
2m°m° (AB) + (1 +7) (A+ Br?) 


Le numérateur de cette expression est la même chose que (m°*—«°) (B—Arn*), 


cos U —= 


ainsi on devra avoir »° > «; ce qui s'accorde avec la valeur cos e = V4 (=). 
qui a lieu en général sans supposer #° = m. Il faut en outre que la vitesse 
initiale V soit telle, qu'on ait 4 aV* = (AB). —"— ER 2 
Ces conditions ayant lieu, l’équation de la courbe décrite sera F4 — 
cV/m.sin{ __ Va 
VG—c® sin*Ÿ)? TT cos £' 
Ces formules supposent l'angle w => +7; elles s’appliqueront de même au 
cas deu — +7, en faisant € — 0. i 
Si l’on a w < +7, le seul changement à faire dans les formules, sera de 
M — 0 æ 1 — c sin? 
DEL setg—= Ke : Here, 
537. Dans tous les cas, le corps reviendra au point de départ lorsqu’on 
aura = ir + e et d — ex; alors le nombre des points d'intersection I 


* 


e(FT — Fe); on aura en même temps p = 


prendre cos 8 — 
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situés entre F et G, sera e; celui des points d’intersection B situés au-delà 
de G, sera z; le corps reviendra donc au point de départ A après un nom- 
bre à + e de demi-révolutions; ainsi la période qui doit se répéter sans 
cesse comprendra ; (ie) ou ie révolutions, selon que i ++ e est pair 
ou impair. 

Ce résultat souffrira néanmoins une exception si la courbe passe par le 
centre G, ce qui peut avoir leu dans deux cas : 

1°. Silonau>:r, ou qg = K? , il faudra qu’on ait à la fois = 17, 
£—=(2L+:) 7, I et L étant des entiers ; et de là résulte la condition 2H:F'c 
= (2L + 1)eF'ce—el'e, ou 


$ e F'e 
= A—Le= (5). 


Donc il faut que Le soit une fraction rationnelle = — telle que ( 1 —2).° 


soit un entier. Dans le cas ddu=+?7, on a e—o, et il suflira que e soit 
un nombre pair. 


RE ; Ve VGi—csinê) . 
2°. Si l’on a p < +7, et par conséquent q = at DU TEE il fau- 
dra qu’on ait à la fois d = Ir, = Lyr, ce qui donnera la condition 
Tan ie 
eL—11l—=-. S'Ee) 


En 
ainsi 1] faut que + soit une quantité rationnelle, et que son produit par 
re soit un bo entier. 

538. Si l’on fait par exemple, = 1,e=2,e—=0ouu—=;7, l’équa- 
tion de la courbe sera F4 = 2Ff, et il en résulte que le corps parti de A 
suivant une direction perpendiculaire à l’axe, tombe au centre G après une 
demi-révolution ; ce cas est donc analogue à celui que nous ayons traité 


fort au long, art. 515 et suivans, et il est susceptible d’une semblable 
solution. 


Un cas plus simple, ou moins sujet à difficulté, s’obtiendra en faisant 
1—=1,e—=3,e—0o; alors l'équation dela courbe sera F4 = 3FF, et on 
trouvera que la courbe rentre sur elle-même après deux révolutions, comme 
lindique le nombre + (+ e) — 2. 

539. Les courbes algébriques que nous venons d’obtenir, jointes à celles 
que nous avons déjà trouvées dans le développement du cas IIL, art. 489 
et suivans, sont les seules que donne l'hypothèse GC + C’ = 0 de l'art. 402; 

65... 
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ce sont aussi les seules qu'Eulerait indiquées dans les Mémoires deBerlin, an- 
née 1760. Elles sont toutes représentées par l'équation &F4=—e(F£—Fe) ,dans 
laquelle le module des fonctions est /+ ousin 45°. Mais on a déjà fait voir qu'il 
y a une infinité d’autres systèmes de courbes algébriques qui peuvent égale- 
ment satisfaire à la questiou; c’est ce dont on va donner de nouveaux exemples. 


Des courbes algébriques qui satisfont au cas VI. 
540. On ne peut faire c — x, parce qu'il en résulterait, ou = x° = +, 
ou AB— 0, cas qu'il est maintenant inutile d'examiner. Soit donc x = c°, 


et k (° = ;; on aura 
C e 


= CE 


3e? — 24/(2ef — e°i° + Bi) 

; * e2 + 8° 2 
et l'équation de la courbe sera 2FL° — e(F£ — Fe), x étant le module 
commun ; on aura en même temps sin (24 — 4°) = c° sin 4°, p — 


cV/m’ sinŸ 142 
V/(1— c?sin°+ })? T— cos € 


. t « L4 
Si l’on prend la fraction rationnelle = à volonté << 2, on aura une valeur 


TA cette dernière valeur suppose u > +7. 


L/€° 


convenable de x = c°, ensuite on aura c — TE Chat ces modules 


VUS B ; : | 
ainsi que le rapport +, on déterminera z7m' par l’équation 


mm MW: Apr bone? 6 
(x + mm )° Tan (A + B}° ® b°c? — 22C2 ? 


\ 2 . 4 

où l’on a 6=— 1 — x, b— 1 — ©. Connaïissant mm, on aura, à l’or- 
AAC b b 

dinaire, m — : Vmm'etme= Vmm'. 


Les valeurs de # et &/ sont connues par celles de m et m', puisqu'on a 
1 =) = (m — m) (A + B) 


B— Armm 


. Enfin, ayant supposé > +7, 


a— œ! — a ( 
1 Eux 
on a entre y et m° une équation qui laisse une de ces quantités à volonté; 
et on en déduit la valeur de la vitesse initiale, par les formules de 
l’art. 492. Cest avec toutes ces données qu’on aura l’équation de la courbe 
et les équations accessoires, comme nous les avons rapportées ci-dessus. 


Cette solution a encore une assez £ REG BÉRTFR NES puisqu elle laisse ar- 


bitraires la quantité m° et les rapports = 1, = < 3, ce dernier devant être 


rationnel. 
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541. Pour savoir combien le corps doit faire de révolutions pour revenir 
au point de départ , il faudra faire 4 = 17,€=Lr æ#e, Let I étant 
des entiers ; alors on aura 4° = 217, et la substitution de ces valeurs don- 


I e sin Li 4 | | 
nera => Donc les moindres nombres à prendre pour I et LsontI=<+e, 


L=:, sie est pair ; et ils seront I=e, L— 25, si e est impair. Le nom- 
bre des demi-révolutions, qui raménent le corps au point de départ, est 
+e—+ 1 dans un cas, et e + 27 dans l’autre. Donc le nombre des révolutions 
qui composent une période sera + ei, ou e + 21, selon que e sera pair 
ou impair. 

542: Soit, par exemple, i=7r1,e=4,6=—=0,0onaurax=2—#414, 


2V/x ; À ï F | 
PRE: et l'équation de la courbe sera F° = 4F£, x étant le module 


cms 


commun; on aura en même temps sin (24 — 4°) = x sin 4°, p = 

cV/n' sin V/z : ; 
VG— & sin ÿ)’ q Han Soit A = 7, on aura N°= 27, 4 =:T);, donc 
p=0,etqg—; c’est-à-dire que le corps parti du point À tombe sur le 
centre G après une demi-révolution, ce qui est encore un cas analogue à 
celui que nous avons traité art. 515 et suivans. | 
a c: ‘ à 27 mn D 161 ? 

543. Soit encore: = 1, e—=3,e—=0, on aura x = MAS et l’é- 
quation de la courbe sera FA° = 3F6, x étant le module commun. Soit € 
=:7,0n aura Ÿ°=Ëiy, d—;:(i7r— 7), y étant le plus petit arc 
dont le sinus est x. Ces valeurs déterminent le point d’intersection B*. Soit 
Ê= ir, on aura d°—27, d—1(27+ 7); cette seconde valeur de 4 
détermine un point d'intersection B* qui ne diffère pas de B'; il en sera de 
même du point Bÿ. | 

Pour avoir les points d’intersection I, soit J =7, on aura d° = 27, 
F7 = %F'e, ce qui détermine le premier point 1'. Soit À = 27, on aura 
F£= 3% F'e, ce qui détermine le second point d’intersection [*, différent 
de FL. Enfin, soit À = 37, on aura FF = 4F'e, ce qui donne {= 27; 
donc le troisième point I se confond avec le point A. 

On voit maintenant, par les différentes valeurs de €, qu’à partir du point 
A , les demi-révolutions successives se terminent.aux points B', I', [*, B’, A. 
Après ces cinq demi-révolutions, le corps revient au point A, mais avec 
une vitesse diamétralement opposée à celle du point de départ; donc il n’a 
achevé que la moitié de la période, et il faut encore cinq demi-révolutions 
pour que le corps revienne au point À avec la même vitesse dirigée, dans 


Fig. 30. 
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le même sens. Ce nombre 5, qui exprime combien il y a de révolutions 
dans une période , serait donné immédiatement par la formule e + 21. 


Solution du problème général, lorsque la courbe décrite est à double 
; courbure. | 


544. Ayant fait voir comment, par l’application de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, on détermine avec tel degré d’exactitude qu’on voudra, 
toutes les circonstances du mouvement d’un corps attiré vers deux centres 
fixes , lorsque la courbe décrite est située dans un plan, il ne sera pas inu- 
tile d'indiquer, au moins sommairement, comment on pourrait appliquer 
les mêmes méthodes au problème considéré dans toute sa généralité, lors- 
que la courbe décrite est à double courbure. Nous donnerons d’abord, 
d’après Euler (Vovi Com. Petrop., tom. XI), l'analyse par laquelle le pro- 
blème se réduit immédiatement aux quadratures. 

Soient toujours F et G les centres des forces, M le lieu du corps au bout 
du temps {; nous imaginerons que le plan FMG était, au commencement 
du mouvement, confondu avec le plan fixe EFG, et que pendant le temps 
& il a décrit autour de l’intersection commune FG, l'angle MPQ = p. Il est 
évident que pour déterminer le lieu du corps au bout d’un temps quelcon- 
que, il suffira de connaître sa position dans le plan mobile FMG , avec l’an- 
gle p que fait ce plan mobile avec le plan fixe EGF. 

Remarquons, avant tout, que si la vitesse du corps, à l’origine du mou- 
vement, était dirigée toute entière dans le plan EFG, il n’y aurait aucune 
raison pour que le corps sortit de ce plan, et ce cas serait celui que nous 
avons déjà traité. Le seul élément auquel est dû le mouvement du plan 
FMG, est donc la partie de la vitesse initiale qui est perpendiculaire au 
plan EFG; mais cet élément n’a pas seulement pour effet de produire le 
mouvement du plan FMG; on verra qu’il a encore celui.de rendre d’une 
nature toute différente la courbe décrite dans ce plan. 

545. Nous conserverons les mêmes dénominations que dans l’art. 370, pour 
toutes les quantités, lignes et angles qui appartiennent au plan FMG ; nous 
ferons, de plus, QP= 7", QM=z/; MQ étant une perpendiculaire abaissée 
de M sur le plan fixe EFG; et comme on a déjà fait l’angle MPQ = p, il 
est clair qu'on aura y'=7y cosp, 7 =7y sin p. 


, ERP AS : 
Cela posé, nous avons les forces =, =, dirigées suivait MF et MG; ces 


forces étant décomposées suivant les trois coordonnées rectangles x ,y’, z', 
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il en résultera les trois équations différentielles du mouvement, savoir : 


ddx =": A (x— a)  Bx 


HAT Er L 
A TR ET 
du r? 8 ? 
ddr Az Bz° : 
d'euse ? 7% 153 ? 


- 


et voici comment on les réduira au premier ordre : 
1°. Multipliant la première par dx, la seconde par dy", la troisième par 
dz!; ajoutant Les produits et intégrant, on aura 
34] P 5 ) 
dé + dÿ2+di" "A!" BC" } 
RES LUE SUD LAN (a) 
C’est l’équation connue des forces vives, dans laquelle le premier membre, 
dx + dy° + y°de’ 


2 : , 
u'on ñ ter p 
quon peut aussi représenter par >dé 


, est la moitié.du quarré de 
la vitesse. 

2°. De la seconde et de la troisième, on déduit immédiatement y‘dz! — 
z'dy" = Hdt, ou | | 
J°dp = Hdi. | (2') 
Cette seconde équation prouve que les aires décrites dans le plan mobile 
MPQ, perpendiculaire à FG, sont proportionnelles aux temps. En effet, le 
mouvement du corps dans ce plan, considérécomme fixe, n’est troublé 


RE je 2, » 
que par la force É ee 7 dirigée vers le centre P. 


3°. La troisième intégrale se déduira, comme dans l’art. 371, de la con- 
sidération des aires élémentaires de, dé, et. de leurs différentielles 
dda = (x —a)ddy — yddx, 
ddé = xddy — yddx. 


Or, les valeurs y'—#7tcosp, 3'=ysin?, donnent ddy! cos p + ddz' sin p 
= ddy — ydp*; donc en substituant les valeurs de ddy' et ddz' données 
par les équations du mouvement, on aura 


dy pag =—(5+S)rdr, 


ou 
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d’où l’on déduira 

dde _H°(x—a) |, aBy 
RESTES DER re DA 
dde Ar x aÂy 
DES QUE: 


D'ailleurs on a da = r°dp,:d6 = sdo, y =rsin@ =s sine, x =scosw, 
a—x=7Cos®@. Faisant donc ces diverses substitutions, on parviendra à 
l'équation différentielle 
dedd6 + dédd 

«ddé + Ga 5 — Aadg sin ® + Bade RÉEL (ésinetdeineene 


dé sin? sin? ® 
qui peut s'intégrer immédiatement, et dont l'intégrale est 


dadé 
dé 


= C'a + Aa cos® — Ba cos w — H* cot w cot®, 
ou LAS 

‘r°s°dod 

== C'a + Aa cos® — Ba cos © — H° cot w cot 9; (ce) 
c’est la troisième intégrale cherchée. * 

546. Il reste à faire voir comment on peut parvenir à la séparation! dés 

variables. Pour cela nous ferons les mêmes substitutions que dans l’art. 372 
et observant que les équations (a!) et (4) donnent pour le mouvement dans 


le plan mobile FMG, l'équation 


dx” +-dy° 11 G Art B Hi j 
MER SN pi r Tr gate Cr 


: ’ A AS 
si l’on fait encore, pour abréger, M=C-+ + — N=; A cos p — 
. H2 4 1 " : : 
3 B cos fe SOTEES cot® cot®, on aura”? 
rs dodg LES p°dg? piRe q°dp* CAN 
(de + dy) (HT apt( = pt }dg" 
De à résulte l’équation HIS ST os ÿ Le ft on a : 
Q— My ÆNG+ Y; 
et substituant dans ces expressions les valeurs de Met N, après les avoir 
réduites en fonctions de p et g, on obtient le résultat suivant, très remar- 
quable en ce que P se réduit à une fonction dé p seule, de même que Q à 
une fonction de g seule, comme dans léicas de H = 0 : 


A2 
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| HP /1 f\2 
nb mA Qu EE  )? 
Q= Cg+4(A—B) (gi) HEC (Hg) — RCE 


2a 2q 


dq 
On aura donc enfin l’équation à différentielles séparées + di = 70 dont 
chaque membre est intégrable par une fonction elliptique de première 
espèce, comme on le voit immédiatement en faisant p°=u, q = 2. 


547. Les valeurs de P et Q exprimées en fonctions de M et N donnent, 
en faisant 4R° TT ON l 
p'dg®— q'dp* = NdR*(p°+ g°)(1+ pq"); 
substituant cette valeur dans l'expression de r*s’dpdw de l’art. 372, et 
ensuite mettant à la place de r°s’dgdw sa valeur 2aNdt, on aura, comme 


dans l’art. 373, 


dé__(p+9)Q+pPg) gp PR SE g'dR 
ay2a  (G—p}GQ+g) G—PY T G+g)? 
ce qui donne, en séparant les variables, 


dt p° Ip ni d 
ls RQ 02 re QE SALE PR RE be D) | e! 
av2a CT DZ NC +} vQ ce) 
Remarquez que les deux parties de cette formule doivent toujours être posi- 
tives, parce que dR est essentiellement positif, et qu’elles ne peuvent 
devenir nulles, ni l’une ni l’autre, parce que, d’après l’équation (d'), 
l’ordonnée y ne peut jamais se réduire à zéro. 


548. De la valeur de dt résulte celle de dp=# rs ; et comme y = r sin @ 


2apq LE HoR (p° +g)Q+pro) 
Ronan © aura CR AN a An 


ne ae (LR E + CENT), ne 
2 24 


Gus. ps) _. G+g) dy 
mt Dr Pat 
2 = AIT PT g° ° VQ/ 


On voit que cette valeur est composée , comme celle de dt, de deux parties 


dp = 


qui doivent toujours être prises positivement. Elles sont écrites l’une et 
3 5 À j su l dq LE 4e 
l’autre dans la supposition que la première valeur de + est positive ; il 


faudrait changer les signes, si cette première valeur était négative. 
LE 66 
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549. On peut donner une forme plus pars aux polynomes qui entrent 


dans HE fondamentale + = Pour cela on fera p° = —— 
u 

g => ER , ce qui revient à supposer r Es —=au, s —r=—=az; alors u sera 

toujours posilif et => 1; mais z, qui pourra êlre positif ou négatif, sera 

toujours << 1. Cela se voit par le triangle FMG, dont un côté doit toujours 

être plus petit que la somme des deux autres. Faisant donc ces substitu- 

tions, on aura les nouveaux polynomes 


U=iC(—i) H(AHB)u(u— 1) — Cu — 1) — Hu’ 
Z=EIC(i— 3} +L(A—B)3(1—2)+C(r — 2) —Hz, 


: H° 
où l’on a fait H' — os et qui donnent l’équation 
du dz : 
VAE AG NT A 07 
On voit que chaque membre est intégrable par une fonction elliptique de 
première espèce; d’ailleurs on peut remarquer qu'en changeant le signe 
de À dans l’un des polynomes U et Z, ils devienrient des fonctions sem- 
blables de z et de z 
En vertu des mêmes transformations, les valeurs de dé et de dp seront 
données par les formules 


dt L°— 1 1—2  dz 
PATES LE Ait a STdE He Ja (g') 
H’ du H’ dz ’ 
PE LOT yZ? (7) 


où il faut observer que les deux parties, considérées dans leur valeur abso- 
lue, sont toujours positives et ne peuvent jamais être nulles. .” 

550. Si lon se borne, comme dans les recherches précédentes, à ne con- 
sidérer que les mouvemens permanens, c’est-à-dire ceux dans lesquels le 
corps reste toujours à une distance finie des centres des forces, alors la 
valeur de 4 sera toujours finie; quant à celle de z, elle ést plus petite 
que l'unité, dans toutes les hypothèses; elle ne peut être égale à. l'unité 
que dans le cas où l’orbite couperait l'axe FG, ce qui n’a jamais lieu 
lorsque l'orbite est à double courbure. 

Cela posé, soit 7 la plus grande et #7 la plus petite valeur de 4; cette 
valeur #” ne peut jamais être zéro, car alors y serait zéro, ce qui ne peut 
jamais avoir lieu d’après l'équation (d'). On pourra-donc supposer le poly- 
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nome U ainsi décomposé en facteurs, où l’on à fait D=——:cC 
U=D(m—u)(u— m')(u + 2afu+f"), 


et il faudra que 2° + 2fu + f! soit positif dans toute l’éténdue de la courbe 
décrite, depuis 4 = mn! jusqu’à u = m. 

Supposons qu'à l’origine du mouvement, on désigne par F le foyer le 
plus proche du corps; alors la première valeur de 3 sera positive. Dans cette 
hypothèse, les différentes valeurs de z seront ou toutes positives, ou les 
unes positives, les autres négatives. Soit z la plus grande valeur positive 
de 3,7’ la plus petite valeur, laquelle pourra même être négative; dans les 
deux cas, 2 — n' sera positif. Et en faisant semblablement 


ZL=D(n—3)(3— 7) (2 + 293 +£g), 


il faudra que le facteur 2° + 293 +4-g" soit positif pour toutes les valeurs 
de 3 comprises entre les limites 2= 7/, 2=n. 


551. D’aprés l’état initial du mouvement, on connaîtra les valeurs des 
va | 
constantes C, C’, H ou H'— —3 On pourrait donc décomposer les poly- 


nomes U et Z en facteurs, par les règles ordinaires de l’analyse ; mais il est 
préférable de suivre les formes que nous venons d'indiquer, lesquelles se 
rapportent d’ailleurs spécialement à l’hypothèse que les distances 7 et s ne 
peuvent devenir infinies. 


Si l’on fait successivement u=m et u—=m, dans lexpression du 
polynome Ü, on aura les équations 


LC (mt — 1) + (A + B) mm — 1) (n° — 1) = Hmr, 
+C(m— 1) H(A+B)n(m— 1) —C'(m°— 1) = Hm”, 


d’où résulte 


D——i:C—Si + . 


mm " (m—1)(m°— 1)? 


1 + mm H' (mm — 1 

m + mm (rm —1)(m°— 1) 
Ces valeurs sont exprimées en fonctions de met m'; mais dans le problème 
à résoudre, il faut au contraire déduire » et m° des données D, €’, A+ B, 
H'. Pour cela, soit 1+mm =7y, mm —=xy (les quantités x et y ne 
devant pas être confondues avec celles qui représentent les coordonnées 


du point M), on aura les deux équations 
66. 2 


(x | 
D 
EN 


APPLICATION A LA MÉCANIQUE, 


L RRB x 

M 2y Te YA—x)? 
n Li 

CE — ir —5) 


La premiére donne 
2H'x 


H(ALB)(1—ax) = VI(A +B}(1— x} HE 4DH'x° (1 — æ*)]; 
" seconde étant mise sous la forme 
H'x + Cx(1— x )=(A+B) (1e) HE, 
puis combinée avec la précédente, on en déduit 
(HHC— Ca} x —=(A+HB} (1 — 2}  4ADH'x (1 — x°), 
équation qui est du troisième degré relativement à l’inconnue x*, et d’où 


l’on tirera une valeur de x plus petite que l’unité. 
Connaissant x, on trouvera y par la valeur 


(A+HB)(i— x) + LCA +B} (1 —x) + 4DH'x SAGE on 4e 
2Dx (1—x°) 4 


2H'x 
D EE] Cour 


on aura » et m° par les équations m+m = xy, mm! = y —"1. 

552. Il reste à déterminer les coefliciens du facteur u° = 2fu + f'; pour 
cela, je fais successivement u=1, u—=—1, dans les deux expressions du 
polynome U, et j'ai les deux équations 


H'=D(m—i)(m—;)(1+2f+f), 
=D (mæ+1)(m ff), 
ARE Li ou 
JS jte (m2 —1)? 


5 H(i+ mm) 
nee Dm —i) (m1) 


EE 


ou par la formule entièrement rationnelle y — 


d’où résulte 


Ces formules font voir que f et 1 + f” sont toujours positifs ; d’où il suit 
que le facteur u° + fu + f' est positif pour toute valeur de z plus grande 
que l’unité, et à plus forte raison pour toute valeur comprise entre 77 et w'. 
553. Il suflira de changer le signe de A dans les formules du n° 551, et 
on en déduira semblablement les valeurs de 7 et #’. Quant au facteur 
z' + 2gz—+g qui entre dans l'expression de Z, on trouvera ses coefliciens ; 
comme dans Part. 552, par les formules 


Ft 


SECTION IL. 5 


us SH net) 
28 —Da—n)(1—n:) 
H'(i+nn nn) 
EEE) 
Au reste, l’équation Udz?— Zdu* fait voir que pme U est positif 


dans toute l’étendue de la courbe décrite, de même Z sera toujours positif, 
ainsi que le facteur z° Fe 282 + 8", pour toute valeur de z comprise entre 
les limites z= 7, z—=n/. 

554. Puisque les valeurs de x sont AS comprises entre les limites 
m et m!', et celles de 3 entre les limites 7: et 7, il s’ensuit que la courbe dé- 
crite dans le plan mobile FMG est toujours renfermée dans'une espèce de 
trapèze hyperbolico-elliptique “FVYZ;dont:dèeux côtés opposés TV, XY, 
appartiennent aux ellipses tracées d’après les équations r4-s=—=am, r4s—am/, 
et les deux autres côtés TX, VY, appartiennent aux hyperboles dont les 
équations sont s—r—an, s—r— an, F et G étant les foyers communs 
de ces quatre courbes. I] fait de plus, que ce trapèze soit situé tout en- 
tier d’un même-côté de l'axe FG. 

Et puisque la courbe que décrit le corps dans le plan mobile FMG est 
ainsi circonserité par le trapèze TVYX, dont elle doit.toucher tous les 
côtés, on voit que la détermination de cette courbe est, en quelque sorte, 
plus simple que dans le cas où le plan est fixe, et. qu'il y aura beaucoup 
moins de variété‘dans lés formes qu’elle doit prendre suivant les différens cas. 

D'ailleurs, la position du corps dans le plan mobile FMG étant connue 
au bout du temps £, ainsi que l’angle p décrit par ce plan autour du plan 
fixe EFG, il est clair que le mouvement du corps et son orbite tracée dans 
l’espace seront parfaitement connus et déterminés. 

555. Venons maintenant à l'intégration de l'équation ( /”). Comme on 
peut prendre pour origine du mouvement tout autre point de l’orbite que 
celui qui dans l’état initial a servi à déterminer les constantes C, C’, H, 
nous supposerons, pour plus de simplicité, que le mouvement commence à 
compter d’une apside supérieure S°: où l’on a rs — am; nous suppose- 
rons en même temps, que le corps parti de $° suivant la tangente de l’el- 
lipse en ce point, se meut dans le sens S°V, de manière qu’il se rapproche 


L . dz Li Q LA e 
du foyer G, et qu'ainsi la valeur de au point S° est négative. Par ce 
moyen, l'équation (/f'), où les PHRUREES aitu de z et de 3 vont en 


diminuant, devra être écrite ainsi, = 


A 'et les équations (g’), (#°) 


deviendront, en prenant convenablement les signes, 


Fig. 30. 
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| ve ar a 
RE. H' du w dz 


Bit YU 12" 2 
556. Cela posé, pour exprimer que u est contenu entre les limites rm et 
m', je fais u = m'cos* & + m' sin* s, ce qui donne 
2 Ru Len 
Vu VD VG+afu+f) 
Pour simplifier ultérieurement ce résultat , il faut considérer différens. cas, 
selon que ° + 2fu + f' est de l’une des trois formes 
u + 2 uu cos + u?, 
@+u)(u+ a"), 
(u + L) (u— uw), 
& et 4’ étant des quantités réelles et positives. 


Nous nous bornerons ici au second cas; et su Hu m>W', nous ferons 


= ite À — me ht Come pk 
tang o — h tang À, ensuite = \/(E EE PRE pere des ae ce qui 
donnera la transformée 


du 2D7% dY 
VU Vm+e). Gr +)" V(i—csint#) 
On parviendraït immédiatement à ce résultat par la substitution 
(mm + mp) cos*Ÿ + (mm + m'u) sin 
GR + #) cos Ÿ + (m +) sint 
557. Si l’on fait pareillement 3 = 7 cos X + »' sin? X, on aura d’abord 
De mais 2. nu 
VZT VD. VC +o2gz +)? 
ensuite il faudra distinguer de même trois cas , selon que la quantité z 
2g3 + g' sera de l’une.des trois formes , 
+ 21% COS Ask »°, 
+5) E+5), 
(+). (Gr), 
» et »’ étant des quantités réelles et positives. | 
Ces trois cas combinés.avec les-trois de, la première formule, offrent neuf 
cas différens à considérer , et pour lesquels on pourra former un tableau 


U— 
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Lo 
analogue à celui que nous avons donné pour le cas où le corps se meut dans 
un plan fixe. | we 

Supposons de nouveau que 2° + 292 + g° = (34) (24), et qu'on 
K | | n ina 
a » > v/ $ nous ferons tang x = X/ tang,, ensuite = VE et x'=t 


/ 
N——=17 : Docpeee 


LA 
——— , ——, ce qui donnera la transformée 
n+v n+), q 


vi 


= ÿ ak de 
= EN AE) T4 "VG = sin” m4) 
elle résulterait rs de la sübstitution ! 
___ (an’ + nv) cos° € + (nn' + n'y) sin’ Ë 
Te (n' +5) cos CE (nr) so 
Ces Rrrgules auraient lieu quand même x” serait nébatif; en eflet; soit 


n'—=—n" ; pour que la quantité 3° + HU 9! ou son égale (2+4y) (3+4-»") 


conserve le même signe, CORSOENENS à £ qui a été démontré, depuis 


3—=—n" jusqu? à 2 = n,.1l faut que y'— n" soit positive, et à plus forte 
raison y — n°; donc ayant fait 
ERA cu y — y” n+r "nr 


—— « —— nt PRET 
n+s  »y—n"? 6 . y nŒEr "; ? 


on voit que x° et 6* seront positifs, et qu’ainsi x? sera plus petit que 
l'unité. 


558. Cela posé, si Pon fait en général FE / Le. Le ), l’'équa- 
tion de la courbe décrite dans le plan mobile sera 


KE (c, L)=F (x, ©) + const. 


Au commencement du mouvement, c’est-à-dire lorsque le corps est dans 
l’apside supérieure $°, on a 4 = 0; soit en même temps {= 6, et où aura 


RF (ce, d)=F(x, 0) —F (x 6). 
IE serait d’ailleurs facile de réduire le second membre au seul terme F(x,£) 
au moyen de l’équation algébrique qui représente l’équation transcendante 
F(C)—F(e) =F(E), x étant le module commun. 

Au reste, la valeur de € peut se déterminer par l’état initial du mou- 
vement qui a servi à déterminer les constantes C, C/, H. Pour cela, soient 
N° et €° les valeurs de 4 et € qui conviendraient à cet état initial, on peut 
supposer 4° et & positifs ou négatifs, maïs moindres qué+#;'or, quand 
de époque où le corps est au point S°,on remonte à une époque antérieure, 
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telle que son état initial, :l faut supposer que les valeurs de + et Ÿ qui ré- 
pondent à un point déterminé du plan FMG, sont diminuées chacune d’un 
certain nombre de CERF RIPENTES: c’est-à-dire qu’on devra faire dans 


l'équation de la courbe L = 4° — 17, € ={—Ly, I et L étant des en- 
tiers, et alors de cette équation on deu “si 


13 41e = a €) 


Cd 


Et quoiqu’on ait trois inconnues 1, L,.e, à déterminer par cette équation , 

il n’y aura jamais qu’une manière d’y satisfaire exactement ; car si, € res- 

tant le même, ainsi que 4° et {°, on supposait que les entiers I et L fussent 
: L2 

remplacés par d’autres entiers l’ et L”, 1l faudrait qu’on eût - = — _. 

ainsi il faudrait que la quantité el füt rationnelle , ou que la courbe fût ren- 


trante sur elle-même, ce qui n’indiquerait toujours qu’un seul point où 
les valeurs de 4 et £ FAT A et £°. 


559. On voit maintenant qu'il est facile de trouver une infinité de cour- 
bes algébriques qui satisfassent à la question. On peut pour cela faire c = x 
et k—=, iete étant des entiers, ce qui donnera les deux conditions 

€ » 
n + n' + v #1 
mu mé 
da RAA Us encart” A |, Are 
Mmeb NÉ Ep nr "n+r 
Ces conditions ayant lieu, DÉS de là conrbe sera IL =el£, c étant 
le module commun. 


i? 
oh 2 


On obtiendra encore des courbes .algébriques en satisfaisant aux condi- 


tons À (= Ê ) = _ x = cet ainsi de suite, chaque système représentant 
toujours une infinité de courbes algébriques. 

Nous ne parlons ici que de la courbe tracée dans le plan mobile FMG, 
et ciconscrite par le quadrilatère TVYX ; car si l’on voulait que la véri- 
table orbite à double courbure, décrite dans l’espace , fût une courbe al- 
gébrique, il faudrait satisfaire à beaucoup d’autres conditions qui rendraient 
ce problème plus épineux qu'intéressant. 

560. Un cas fort remarquable est celui où l’on aurait m = m"; alors la 
courbe décrite dans le plan mobile serait l’arc d’ellipse EV , qui, dans ce 
cas, se confondrait avec X Y. Ainsi le corps ne pourrait faire que des oscil- 
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lations dans cet arc, en allant alternativement de E en V et de V en T. 
Combinant ce mouvement d’oscillation avec le mouvement du plan qui se 
détermine toujours de la même manière par l'angle p, on aurait le mou- 
vement absolu du corps. Ce mouvement s'exécute dans la surface du 
sphéroïde elliptique décrit par la rotation de l’arc TV autour de laxe FG; 
et il est visible qu’à cause du mouvement de rotation, orbite comprise dans 
cette surface est composée de diverses sinuosités qui touchent alternative- 
ment les deux circonférences décrites par les points T et V, sans que la vi- 
tesse du corps en ces points soit jamais nulle. Ce cas, au reste, donne lieu 
à des simplifications de calcul assez remarquables. 
Alors l’équation. à l’ellipse 4 = m, tient lieu de l'équation kF Ce 
F(x,Ë), et on aura pour déterminer t et p les formules | 
dt In? — z°\ dz 
ya CT y 
; 
dp = — ( - pd =) His 


1— 2° nl 


où 1l faudra substituer les valeurs trouvées ci-dessus, 
n(n +) cos" ê + n° (nv) sin°Ë 
(+) cos C + (n + ») sin £ ? 
Eau den aDA UE dE 
V2 OVH). Vrh) VGi—e sin)" 
Le temps d’une oscillation se trouverait en prenant l'intégrale depuis £ — 0 
jusqu'à Cl = 257. 

561. Un second cas non moins remarquable, est celui où lon aurait 7 — 
n; alors la courbe décrite dans le plan mobile serait l’arc d’hyperbole TX, 
qui, dans ce cas, se confondrait avec VY. Ainsi le mouvement du corps 
dans ce plan serait un simple mouvement d’oscillation suivant l’arc TX , CE 
sa vitesse serait nulle dans le plan aux deux extrémités de cet arc, Les for- 
mules qui satisfont à ce cas sont semblables à celles que nous venons de 
rapporter. 

562. Enfin un troisième cas qui dérive des deux autres est celui où l’on 
aurait à la fois #3 = m/ et n = n"; alors le quadrilatère TVYX se réduirait 
à un point ; le corps n’aurait aucun mouvement dans le plan FMG , et sa 
vitesse serait toute entière perpendiculaire à ce plan, de sorte qu'il décrirait 
nécessairement une circonférençe dont le centre est au point P. 

Les simptômes de ce troisième cas sont faciles à établir immédiatement, 
En effet, soit M le lieu du corps qui doit rester fixe dans le plan FMG:; 

LE 67 


Fe 


Fig. 3r. 
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si l’on emploie les dénominations de l'art. 370 , les quantités ®, ©, r, s, y 
a sin & 


sin (p— 4)? 
J=rsnp=ssin®, X=SCoOS&,a—x=—=—rcos@. Or, 


a 
me 


seront constantes, et on aura entr’elles les relations r = 


a sin @ 
sin (9 —«) ? 
en vertu des forces À et B, dirigées vers les centres F et G, le corps M est 


sollicité parallèlement à GF par la force = au — ie , et dans le sens MP 


par la force = + ” ; la première doit être nulle, pour que le corps n’ait 
aucun mouvement dans le sens de l’axe FG; ainsi on aura la condition 
o — À cos ® sin° ® + B cos w sin° w, 
qui servira à déterminer @ a w , ou réciproquement. 
Ensuite, pour que la force = — A mu dirigée vers P, n’ait d’autre effet que 


de faire mouvoir le corps au? le PULL dont le rayon est MP, il faut, en 
appelant V sa vitesse, qu’on ait 


Ay , By V* 
Lt ES pe 7? 
substituant dans cette équation les valeurs de r, s, x en fonctions de a, ?, 


y à H° d 
œ, et observant que d’après l’équation (4')on aH = Vy et V° — ue _ : 


il en résultera 
H'= A sin°9 tango, 

ou V = sin (9 — «) VERS Le ce). Ainsi on connaît la position du corps 

a sin Cos © 

et la vitesse primitive dont il doit être animé, pour que ce cas particulier 

ait lieu. 

En terminant ces recherches sur le problème des deux centres d’attrac- 
tion, nous ferons observer que sans le secours de la théorie des fonctions 
elliptiques, 1l eût été impossible de discuter, comme nous lPavons fait, les 
différens cas de ce problème, de déterminer dans chacun d’eux la figuré de 
l'orbite, et d’assigner avec toute la précision désirable, le lieu du corps au 
bout d’un temps quelconque et après tant de révolutions qu’on voudra. 
Les cas où l'orbite est une courbe algébrique sont remarquables en ce que 
la courbe rentre sur elle-même après une période composée d’un nombre 
déterminé de révolutions, de sorte qu'il suffit de déterminer le mouvement 
du corps dans la durée de cette période qui se renouvelle sans cesse. Quel- 
ques-uns de ces cas avaient été indiqués par Euler, mais notre analyse en 
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a fait découvrir une infinité d’autres, et nous aurions pu les multiplier en- 
core à l'infini, en faisant usage de la seconde échelle des modules qui était 
demeurée jusqu'ici inconnue et dont nous avons fait connaître les propriétés 


dans le chap. XXXI, 
Du mouvement rectiligne d'un corps atliré vers deux centres fixes. 


563. Quoique ce problème ne soit sujet à aucune difficulté, cependant 
comme il n’a point été traité jusqu'ici d’une manière complète, j'ai cru qu'il 
serait convenable d’en donner ici la solution, laquelle pourra être regardée 
d’ailleurs comme une application nouvelle de la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Supposons que le point À, où commence le mouvement, soit situé sur 

e prolongement de la ligne des centres u côté de F; soi a VI- 
le prolong t de la ligne d tres FG, du côté de F ; soit VI 
tesse initiale que nous supposons dirigée suivant AM, et soit M le lieu du 
corps au bout du temps £. Si l’on fait FG— 4, AF =, AG=a+h=h, 
FM = x, on aura l’équation différentielle 
PART NE 1 
dPUTAR TETE (a+ x} ? 
dont l'intégrale est, en déterminant convenablement la constante, 
A B 
— Liv: a 
= NES tai k a+ 
Aou 14? , À B 
On voit déja par cette intégrale que si l’on a V° = ou > _ + ai , le 


corps s’éloignera à l'infini; et qu’au contraire si l’on a V° € Fe SANTE 5 . 


corps ne pourra s (SIoIEREs que jusqu'à une distance FD = # déterminée 
par l'équation 
A ds Vi 
+5 a + RT A ta a L IFR 2)? 
or, celte équation étant du genre de celles que j’ai appelées équations 
omales (*), elle aura toujours une racine réelle positive. 

564. Le corps, parvenu au point D, revient sur ses pas en vertu de l’ac- 
tion des forces centrales, et il descend de D vers F, d’un mouvement con- 
tinuellement accéléré. Sa vitesse en un point quelconque M, que nous dé- 
signerons par #, se déterminera toujours par la même équation, qu’on 


(9 Supplément à l’Éssai sur la Théorie des Nombres, page 20. 
67.. 


Fig. 32. 
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peut mettre sous la forme f 
Die A A B 

2 tata Fat 


d’où il suit que la vitesse en A est égale à la vitesse initiale V , mais diri- 
gée en sens contraire, et que la vitesse finale au point Fest infinie. 

En vertu de cette vitesse, le corps passe au-delà du centre F, et sa vi- 
tesse redevient aussitôt finie. Mais comme la force A change de signe en 
même temps que x , il s'ensuit qu’au point M’; où l’on a FM= x, la vitesse 
du corps sera déterminée par lPéquation 

A B À B 


J'observe maintenant que la quantité Lt —- ayant Fe A 
=(VA+ v/B}, il y aura deux cas à considérer, selon que À£ ; eut e 
est <'ou > (VA+ VB}. 


565. Premier cas. Si l'onia à + HR TS 


= 


=. > (VASE VB}, le corps ne 
pourra s'éloigner de F que jusqu’à une certaine distance FE = #, moindre 


que FG, même moindre que 


aV/A , . là AE = 

PAL yB € déterminée par l’équation 

A B 

UE DEN dE MER 
Parvenu au point E, le corps reviendra sur ses pas ; sa vitesse, d’abord 
nulle en E, deviendra infinie en F, elle redeviendra finie passé le point F 
et diminuera continuellement jusqu’au point D, où elle sera nulle. En gé- 
néral , le mouvement du corps sera un mouvement d’oscillation par lequel 
il passera alternativement du point D au point E et du point E au point D; 
et sa vitesse dans un même point de la droite DE sera toujours la même 
dans un sens ou dans l’autre. 


Ce premier cas comprend celui où l’on aurait légalité ss + TS — 
(YA + y/B}); alors le corps s’éloignera le plus qu’il est possible du centre 

__aVA 
VA+ VE 


566. Second cas. él l’on de NN ESS: _. — <(VA+ yB}), la vitésse! du 


F, dans le sens FG, et cette Pa us distance serait 4’ — 


AVE VE; mais elle 


corps sera dans son Minimum au point où l’on a x = 
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augmentera ensuite, et le corps se portera d’un mouvement accéléré vers 


le centre G, où sa vitesse sera infinie. 
En vertu de cette vitesse, le corps continuera son mouvement au = delà 


- du centre G. Soit GM’=x, et on aura, au point M", 


Lo bd ton Punch AN TE 
2 a+x x k a + & 


Le corps s'éloigne donc du centre G jusqu’à une distance GD’ = £#’ déter- 
minée par l'équation 
A LB mb 

ALROE ar 

Le point D' ainsi déterminé sera le second terme de l’oscillation; ensuite 
on voit que le corps reviendra du point D’ au point D, et que sa vitesse, 
dans un même point de la hgne DD’, sera la même en allant et en re- 
venant. Il s’agit maintenant de trouver dans ces deux hypothèses le temps 
de chaque oscillation. 

567. Supposons donc que le corps parte du point D, où sa vitesse est 
nulle, et qu’au bout du temps t il se trouve au point M, situé entre D et 
F ; si l'on. fait FD= #4, FM= x, on aura l’équation 


du val : Bon (A )\B 
dB x AHx + a+k? 
d’où résulte 


VG— x). VTAG + 8) @ +7) +Bx]' 


Soit d’ orA x = HS ., ensuite Y —= 1e ÉD ar EME en 
PEER 
A(a+k}) + B£t*? 
EURE or a+ à - do PA? 

He + E sin’ e) V/(x — csin?®) 


on aura la transformée 


Pour avoir le temps de la descente de D en F, il faut intégrer la formule 
précédente depuis ® = 0 jusqu'à ® = 3 #. Soit dans ces limites Z' — 


de cos _ k 
nt = — 
FE PO) PR étant — = ON aura par les réductions connues 


+6) 2 = Be (i 1 + - Pre (n'a act © =) (n, 0). 


Quant à la fonction Il' (zë, ©), elle se trouve.pär la formule du n° 107; con- 
naissant done Z' et appelant T° le temps employé à parcourir DF, on aura 
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T'= UYANVIESS DE} 


568. Pour avoir maintenant le temps du mouvement sur la droite FG, 
il faudra intégrer l'équation 


diy2= 


dx : 
MEN) 


dans laquelle © = Tr su D: L- Pour cela il faut, comme ci-dessus, distinguer 


deux cas. 
Soit 1°. C>(yA + D) ve corps ne pourra s'éloigner de F que jus- 


qu’à une distance FE = £', moindre que FG, déterminée par l’équation 


74 A B C 
FSU TU 


Soit donc æ= #’ sin° , on aura 


H V/2F. dA4 sin° 
AE es) 


k' B»° 
Soit ensuite tang gd = = = =) tang C ; si l’ on fait =) et x? — — À 
on aura la transformée 


di =" V/(2a) | de sin 
VA "(th sin €) ÿ/(1—xsin° 0) 


Cette formule devra être intégrée depuis £ = 0 jusqu’à £ = 27, afin d’avoir 


le temps employé à parcourir FE ; soit donc dans ces limites Z" = ...... 
J. ne." AR ETNENRCre aura, par les formules connues 
QG +rsin ty QG —# int)? LE 


2(1—v) (ve c*) 7! =(1-+*) Fe — E'c + C _ =) [' (r, x), 
et on en déduira le temps cherché 
D Hu : vaW/(2va) ", 
| LES STATE Z 
de sorte que le temps total de loscillation de D en E sera T’ + T”. 
Si l’on a C=(yA-+yB)}, il s’ensuivra #— PARU VE? y—= V5 et 
x— 1: d’où il suit qué T" séra infini. Ainsi le corps qui a une vitesse 
infinie en F, mettra cependant un temps infini à parcourir l’espace FE. 
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Pour expliquer ce paradoxe, il faut considérer que la, vitesse devient tout- 
à-coup finie, à une très petite distance de F; qu'ensuite celte vitesse di- 
minue progressivement, à mesure que le corps s’approche du point E, et 
qu'à une petite distance de LE elle est proportionnelle à l’espace qui reste 
à parcourir ; d’où il suit qu’il faut un temps infini pour que le corps arrive 
au point E. Parvenu à ce point, il sera également attiré des deux côtés 
par les forces A et B, et restera en repos. F : 

569. Si l’on a C<(Y A+ yB}, le corps éprouvera un minimum de 
vitesse en un point de l’espace FG; mais ensuite la vitesse augmentera et 
deviendra infinie au point G. 

Pour avoir le temps du mouvement, soit x= a sin*, on aura 

dé dy sin*Ÿ cos’ 
ay2a — (A cos® Ÿ + Bsin° Ÿ — C sin*Ÿ cos’ Ÿ) ? 

et cette formule devra être intégrée depuis À = 0 jusqu'à 4 — 37) pour 
donner le temps T" empléyé à parcourir FG. 

Il faut observer avant tout que la quantité P sous le radical étant mise 
sous la forme 


P= A cost À + (AB —0C)sin® L cos 4 + Bsint4,, 
offre deux cas à distinguer, selon que C est plus grand ou plus petit que 


(VA— VB} parce que les deux facteurs de cette quantité seront ima- 
ginaires dans le premier cas, et réels dans l’autre. 


570. Soit, 1° G>(yA— VB}, on pourra faire 
P= A (cost + 2œ su cos A sin® A} at sin), 


ce qui donnera = 
A+B—C 
EVE PL ue 
‘4h ToVAB 3 
et comme dans ce cas, C est compris entre les! limites ( y/ A + B }, 
(y A — yB}, on voit que cos8 sera toujours compris entre les limites 
. . ,» 4 Q I 
+ 1 et — 1, et qu'ainsi 8 sera réel. Cela \e soit tang À — va (08 +, 


. 10 Œ — ] 
X = sin + , N= —— , on aura 


æ 1 


E=") -dé'sin Ë 
GFmoost) AC sin’ €)" 


Cette intégrale doit être prise depuis {= 0 jusqu'à £ = 7, afin d’avoir le 
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temps entier T” employé à. parcourir FG; et comme on a 
I Le 1 __2(1+m"* cos" ê) 
(1m cosé)* * (1—mcos6) (1— m°cos )* ? 


2 2 
A SANTE ire CRETA TS ES AVE Ver ; 
si on fait r = ——=—=- Érgm il suflira de prendre depuis {= 0 jusqu’à 


Grant) ç)? COR aura le temps 


re CES 22 


Voyez ci-dessus, n° 443, les formules qui servent à trouver l’intégrale a 
représentée par U". 
571. Soit, 2°. C<(VA— VB), on pourra faire 
P= A (cos — &sin° 4) (cos? L +- 4’ sin), 


æ et «’ étant des quantités réelles et positives données par les équations 


{=2iT, l'intégrale Z'=— 


cherché 


À: 
à I 4 
Soit æ > @!, tang À — v= tang£, xX?—= 1 —*, Pi = — 1, ON aura 
2e aŸ/2a _dé sin’ cos’£ 
aV/(Az)  J (G+Hysiné} V(i—x sin 6) 


Ainsi prenant l'intégrale 2” = 1e RON depuis Ê = 0 


1+ » sin°C} W(1—x° sin 0) 
jusqu'à (+7, on aura Je temps cherché 
pue e V2a 7 
L ayant N 
572. Un cas qui tient le, milieu entre les deux précédens, est celui où 
l’on aurait C=(VA—vB); alors P—=A (cos +eæsin 4} et a x * 
ce qui donne directement 
7 aV/2a fdÿ sin? 4 cos’ . 
7 YA J cos’ à + æsin° 4? 
intégrant dans les limites requises, on aura 
VA 4(Ve+i)"" | 
573. Dans les trois cas qui précèdent , le corps continue son mouvement 
au-delà du point G jusqu’à une distance GD' = #”, que nous avons déter- 


Er 
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minée n°: 566. Quant aù temps T” employé à parcourir cette troisième 
partie de l’oscillation, il se détermine par la même formule qui a servi à 
déterminer le temps T” de la première partie; il suffit pour cela de changer 
dans cette formule les quantités A; B, ken B, A, #, respectivement. 
Ainsi les différens cas du mouvement de d’un tr attiré vers deux 
centres fixes sont résoluis d’une manière Là toutes les fois que la vitesse 
initiale est telle, que le corps ne peut s CURE à l'infini, ce qui réduit son 
mouvement à un simple mouvement d? D allotion: 


974. Les formules précédentes supposent les forces À et B attractives; 
mais 1l serait facile d’en trouver de semblables pour le cas où ces forces se- 
raient l’une attractive, l’autre répulsive, ou toutes les deux répulsives, ce 
qui pourrait alors s’appliquer à quelques phénomènes d'électricité ou de 
magnétisme. | 

Pour en montrer un exemple, supposons que les deux forces À et B, 
situées aux centres F et G, soient répulsives, il y aura sur la droite FG 


PI /À 
un point I déterminé par le rapport Gi — 5? où un corps placé sans vi- 


tesse initiale, resterait en repos. Mais si l’on placé ce corps en tout autre 
point, par exemple en D, l’action prépondérante de la force A fera mou- 
voir le corps dans le sens DG; par ce mouvement il dépassera le point 1, 
mais il ne pourra s’approcher du centre G que jusqu’à un certain point E, 

où sa vitesse sera de nouveau anéantie. Du point E le corps reviendra vers D, 

et ainsi alternativement. 


575. Pour determiner le temps de chaque oscillation, soit M le lieu du 
corps au bout du temps £ , et soit FG—a, FD=asinæ, FM=x=asin@, 
FE = 4 sin°6, on aura d’abord l'équation différentielle 


ddx __ A B 
dE Tom (a— x}? 
dont l'intégrale est : 
detsies.C À Bo 
2df a x, ax? " 
et parce que la vitesse est nulle au point D, on aura RES + —-. 


sin 78 COS 
Mettant au lieu de x sa valeur a sin 2®, on tirera à de cette équation, après 


avoir substitué la valeur de C, 


déni, EE 18e d@ sin? @.cos°@ - 
ayea — À cos’ B sin°@\' 
4 sin’ @® — sin°#). ve SE EE nu LE 


den 68 


Fig. 


Do 


(#1) 
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Le point E, limite de l’oscillation, se déterminera en faisant à la fois = 6 


et 2 — = 0, Ce qui donnera 


tang & tang = Ve: 


c’est la relation entre les deux angles « et 6 qui détermine la limite de 
chaque oscillation ; ils seraient complémens l’un de l'autre si l’on avait 


À =: 


576. L’équation précédente peut être mise sous la forme 


diV/A _ . L do sin°@ cos° ® 
ay 2a sina sin 6. V/(sin®@ — sin°a) .V/(sin°6 — sin°®) 


d sin?@ cos’@ 
dus @—sin*æ).y (sin 
tégrale depuis 9 —=« jusqu’à 9—6, on aura le temps T d'une oscilla- 
tion par la formule 


Ainsi en faisant Z! = = gp t prenant cette in- 


k 2! sin & sin 6. 


rp __4V2a 


L'intégrale 77 peut se trouver au moyen des formules de la case VI, p. 312. 
577. Dans le cas de AB, qui donne É—=T—a, et où il faut sup- 


poser æ << 27, les formules se simplifient par la substitution sin° ® — 
sin°& cos® À + cos’ & sin* 4}, il en résulte 


Z=fdt y/[(sin* «cos  cos* a sin? )(cos®a cos +-sin*æsin® 4 )]; 
soit de plus tang g À = —=tangætang €, et on aura, en faisant c°— 1 — tang{a, 


b = tan 
sx déV/(1— c°sin°&) 


Z=sim*a D RD ant 


Pour simplifier encore cette intégrale, nous ferons usage des formules de 
l'art. 63, suivant lesquelles on aura 


PA LL Sem — cos24, A = SR À °=y(1— c* sin* 6°), 


1+0 
1+c dé ; Eden 7 
tang (£°—£) —0 tang LE = — + 0) 1—(1—6b)sin{ = AA. 
Par ces substitutions, on trouve 
1e dt 
dZ= sin*acos"a, =! 3 b° ' &; 


donc par les formules du n° 207, on a 
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Te | c°? sin &° cos £° 
ZE È (ee, pe) Lu, Pme 
Faisant Ê=27, et par conséquent £=7, on aura l'intégrale Z'=;EL'c, 
qui donne pour le temps de l’oscillation cette expression très simple 


3 
#.. sé 1 
Le VE +2 DE"(c°), 
où il faut se rappeler qu’on a c° — cos 2& et b° —sin2e. 
Lorsque « diffère peu de 27, les oscillations sont très petites; alors on a 


©—=o,b=1, E'(c)=}7; donc T=5/(S) 


AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AA AAA IV AAA AAA AA AAA A AS 


1 


SECTION IE. 
Sur l'attraction des ellipsoïdes homogènes. 


578. Nous donnons ici la théorie de l'attraction des ellipsoïdes homogènes, 
considérablement simplifiée par M. Ivory, et telle que nous l’avons déjà pu- 
bliée dans les Mémoires de l’Institut, an 1812. Les formules de l'attraction, 
qui, dans les cas ordinaires, sont développées en séries infinies, s’expriment 
toujours exactement par des fonctions elliptiques de la première et de la 
seconde espèce; elles offrent ainsi une application importante de ces fonc- 
ions, soit pour conduire a des théorèmes nouveaux sur l'attraction des 
ellipsoïdes, soit pour faire connaître , avec tel degré d’exactitude qu’on vou- 
dra, les valeurs des forces, däns les cas, rares à la vérité, où elles ne pour- 
raient être exprimées par des séries suflisimment convergentes. 


Formules pour la solution générale du problème. 


579. Soient f, g, h, les trois coordonnées du point attiré S, soient x, 
y, z celles d’une molécule quelconque 4M du corps attirant, et r sa distance 
au point S, en sorte qu'on ait 


= (fa) + (g—y) + (hs) 
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L’attraction que la molécule ZM exerce sur le point S est exprimée par 


dM : : 2 
—"; elle se décompose en trois forces parallèles aux axes des coordonnées, 


lesquelles sont 


2 re «9 7° 


(f—x)dM (g—y)dM (h—:)dM 
TEUUMS SR TT. 2234846008 UNS SRE 


si donc on désigne par À, B, C, les attractions totales exercées dans le sens 
des coordonnées x, y, z, respectivement, on aura 


A |: _ dM, 


B= /£—7 4, 


C—= Les; 


ces intégrales étant étendues à toutes les molécules du corps attirant. 
580. Supposons le corps homogène, et soit sa densité = 1, on pourra faire 


dM=dxdydz, et alors on aura 


me [[ TE dxdyds; 


les deux autres forces seront semblablement exprimées; mais il suflira de 
nous occuper de la force A. 

Il est facile d’abord d’exécuter l'intégration par rapport à æ; car, pis 
qu’en regardant x seule comme variable, on a rdr=— ae il s’en- 


suit qu’on af ac= [ —= + const. Soient donc r, et r; les deux 


valeurs de r qui répondent aux deux limites de l'intégrale, c’est-à-dire aux 
deux points de la surface du solide qui sont situés sur une même parallèle 


à l’axe des x , on aura 
A=ffdrdi (22 : 


581. Supposons que le corps attirant soit un ellipsoïde dont la surface ait 
pour équation CALE 
tes a 
il faudra tirer la valeur de x de cette équation , puis la PRES dans les 
valeurs de r, et r,, lesquelles sont 
= VI + a) + (gr) ER), 
VO ee Re RE 
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alors il ne s’agira plus que d'exécuter les deux intégrations par rapport à y et 
à z, dans toute l’étendue de l’ellipsoïde. Mais ces intégrations ne peuvent 
être effectuées, ni lune ni l’autre, par les méthodes connues, et il faut recourir 
à d’autres moyens, pour achever la solution du problème, ou du moins pour 
la ramener aux simples quadratures. 


Comparaison des forces exercées dans le méme sens par deux ellipsoïdes, 
dont l’un agit sur un point extérieur, et l'autre sur un point intérieur 
correspondant. 


582. Jusqu'ici nous n’avons fait aucune hypothèse sur la position du 
point S. Il convient maintenant de distinguer deux cas; celui où le point 
attiré S est situé dans l’intérieur ou sur la surface de Pellipsoïde M, et celui 


2 


2: Ar { : . GARE , 
où il est situé hors de cet ellipsoïde. Le premier cas suppose qu’on a Ê + 


gs , » LT) EN UE NE a 
Fe Hu < ou —1; et le second qu'on à Here > 1. Ce dernier 
cas étant le plus difficile, on aura fait un grand pas vers la solution du 
problème, si on parvient à le ramener au premier. 
. na Ls CD [4 CR. 

Pour cet effet, considérons un second ellipsoïdeM”, dans lequel les quantités 
analogues à «&, 6, y, x, y, z soient désignées par les mêmes lettres accen- 
tuées; supposons que cet ellipsoïde, dont la densité est encore — I, exerce 
son attraction sur un nouveau point S' déterminé par les trois coürdonnées 
f', g', k. Ces deux ellipsoïdes sont d’ailleurs concentriques, et les axes dé- 
signés semblablement ont la même direction. | 

Si l’on désigne par p, et p. les quantités analogues à r, et r,, on aura sem- 
blablement 

I I 
A'= ff ds (=—>); 
fi Po 

A! étant l'attraction exercée dans le sens des +, sur le point S, par Pelhp- 

. / 

soïde M”. | 

583. Faisons maintenant ensorte que les quantités p, et r, soient égales 
dans les deux solides, il s’ensuivra que p, et r, doivent étre aussi égales 
entre elles, et cette circonstance permettra de trouver, d’une maniére très 


simple, le rapport des quantités A et A”. 
Puisque nous avons à la fois 


= VIT —x)}+(s—r + —3}], 
pe = VTT} + (sr) +(h—23)], 
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pour rendre ces expressions identiques, faisons d’abord 
fe=f'x, 87 =89"; =?! 
ou, ce qui revient au même, prenons trois indéterminées À, H, y, au 
moyen desquelles on ait simultanément, 


J =", 848, h=vk!, 
L=AX, J'=MY) 22 v5, 


les trois conditions dont il s’agit seront satisfaites, et 1l restera à satisfaire à 
l'équation 


Pigier bat fie Het Hal epopihis 
Substituant dans celle-ci les valeurs de f”, g', k',en f, g, h, et celles de x’, 
',7,en x,ÿ, 3, ou aura l'équation 


Cr) mt (pr) pr) E (A — —1)+£ Car) + Er): 
laquelle doit s’accorder avec l’équation de l’ellipsoïde donné £ De 


"y ! ‘ é 
a= I. Pour cela soit A°— 1 — Le il faudra qu’on ait w°— 1 = à V— I 


£ 


= 5, et on aura, pour déterminer £, l’équation 
f° g° 2? 1 
— —2— > = I. a 
ÉTEVTOHE TRE pré (a) 
Nous avons vo ce u point attiré S était situé hors de l’ellipsoïde M, 


et qu’ainsi On a — : +È +5 are 1; de là on voit qu’en faisant successive- 
ment £ — 0 et k — os ie la fonction qui forme le premier membre de 
l'équation (a), cette ONE AS devient > 1 dans le premier cas, et — 0 dans 
Ë second cas. Donc il y a une valeur réelle et positive de £ qui satisfait à 

‘équation (a); et comme d’ailleurs le premier membre décroît continuelle- 
ment à mesure que £ augmente, depuis £ = o jusqu’à £ = , il s'ensuit 
que cette équation n’a qu'une racine réelle. 

584. Connaissant la valeur de £, on aura celles de À, w, », par les équations 


N=ILz ë BP =1+ Es y° HR £. -; ensuite le point S’ sera déterminé 


par les coordonnées. 
dns 2 ne 
1 “pi S = kh=- 


4 (4 
. X Zz . . 
De plus, puisqu'on ax ==, y= : , 2=—; Si l’on substitue ces valeurs 
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dans l’équation de l’ellipsoïde donné M, on aura 
fa fa fa 

x Y zZ PEL £ 

are = Pr as gs 4 


c'est l'équation du second ellipsoïde M”, dont les demi-axes sont æ/, 6’, y': 
on aura donc 


iaÀ,s 66,9" = y. 
De ces équations on tire 
Mu, C—ÉRE, V°—Y=É; 
donc on a aussi 
dame, Eye, Jap — a; 


d’où l’on voit que-les deux ellipsoïdes dont il s’agit se correspondent de telle 
sorte, que les sections principales situées dans le même plan sont décrites 
des mêmes foyers. è 


Remarquons maintenant que puisqu'on a a'=at+£, (Ca =é6 LE, 
7*=7"+HE£, l'équation (a) donne 
2 2 2? 
Afin 


et qu’ainsi le point S, dont les coordonnées sont f, g, h, est situé sur la 
surface de l’ellipsoïde M’. 


Réciproquement, puisqu'on a aussi l’équation 


Ra ANR UE 
SL vi =]; 


il s’ensuit que le point S’, dont les coordonnées sont f”, g', k', est situé sur 
la surface de l’ellipsoïde M. 

Ces deux points S et S'se CRD mutuellement de telle sorte 
qu'on a 

ff sue, gg CN CEE 

c’est-à-dire que les coordonnées homologues, ou parallèles à un même axe, 
divisent proportionnellement les axes sur lesquels elles sont situées. 

585. Ayant fait voir qu’on a généralement f, =7,, et par une suite né- 
cessaire P,.=—=7, ; si l’on observe d’ailleurs que les équations y'=yy, z'=vz 
donnent dy'=udy, dz'= »dz, et par conséquent dy'dz' = pydyds = 


Cy » +Ve ‘ 
LT dydz, on en conclura que les forces À et A’ sont ainsi exprimées, 
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; Ed ni 
KE pod(E 


et comme ces intégrales sont prises de part et d’autre entre les mêmes 
limites, 1l s'ensuit qu'on a 


AA EG 164 


c’est-à-dire que les attractions À et A, dans le sens des demi-axes à et a! 
sont entre elles comme les produits 6%, 6'>" des deux autres demi-axes. 
On aurait donc semblablement 


BDs y: un, 
GE Gisele me 


fr 


Ainsi étant proposé de déterminer l'attraction d’un ellipsoïde M sur un 
point $ situé hors de ce solide, on imaginer®'un second ellipsoïde M, dont 
la surface passe par le point donné S, et dont les sections principales soient 
situées dans les mêmes plans et décrites des mêmes foyers que les sections 
correspondantes de l’ellipsoïde donné, conditions qui suffisent pour déter- 
miner entiérement la grandeur et la position des axes æ/, 6”, +’ du second 
ellipsoïde; on prendra ensuite sur la surface de l’elhipsoïde donné M un 
point S$', de manière que chaque coordonnée du point S’ soit à la coordonnée 
correspondante du point S, dans le même rapport que les demi-axes des 
ellipsoïdes M et M, situés dans la direction de ces coordonnées. Cela posé, 
si on désigne par À’, B', C’ les trois forces parallèles aux axes des coor- 
données qui résultent de l'attraction de l’ellipsoïde M' sur le point intérieur 
S’, et par À, B, CG les forces exercées semblablement par l’ellipsoïde M sur le 
point extérieur $, on aura, d’après ce que nous avons démontré, 


A A, E=ZB, c=#c. 
On voit donc que le second cas du problème général, regardé jusqu’à pré- 
sent comme sujet à de grandes difficultés , se ramène immédiatement au pre- 
mier cas, où 1! s’agit de déterminer l’attraction d’un ellipsoïde donné sur 
un point intérieur quelconque : or on sait que ce premier cas a été résolu 
il y a long-temps avec beaucoup de simplicité et d'élégance, et il ne nous 
reste qu’à exposer cette solution pour compléter entièrement la théorie de 


VPattraction des ellipsoïdes homogènes. 
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Solution du cas où le point attiré est situé dans l'intérieur de l'ellipsoïde 
ou à sa surface. 


586. Soit toujours M l’ellipsoïde donné, dont la surface a pour équation 
Ru ds LUE 
2 2 T Ÿ° = 1 


et soit S le point attiré, dont les coordonnées sont f, g, h; ce point est 
maintenant situé dans l’intérieur de lellipsoïde, de sorte qu’on a 


LHE+i<r 


Soit 4M une molécule ue. du corps attirant, le lieu de cette molé- 
cule sera déterminé en général par les trois coordonnées rectangles x, y, 
z, prises dans le sens des demi-axes &, 6, y; mais il convient d'exprimer 
ces coordonnées par d’autres variables. 

Soit R la distance de la molécule au point S; soit p l’angle que fait la 
droite R avec la parallèle à l'axe des x, menée par le point S; soit enfin 4 
l’angle que fait le plan de ces deux ir avec le plan des x, y. Si l’ori- 
gine des coordonnées était au point S, le lieu de la Éofcile dM serait 
An par les valeurs x=R cosp, y = R sinp cosq, 2=R sinp sing; 
mais comme on doit supposer que l’origine des coordonnées est placée au 
centre de l’ellipsoïde, on aura 


x = f +R cosp, 

x =g+k sinp cosq, 

3=h+R sinp sin g. 
Concevons maintenant que la molécule M prenne la forme d’un parallé- 
lepipède rectangle dont les côtés relatifs aux variations des quantités R, 
P, 9, sont dR, Rdp, Rdg sinp; puisqu'on suppose la densité = 1, on 
pourra faire dM = R°dRdpdg sin p. Donc, l’attraction de la molécule dM 
sur le point S sera exprimée par dRdpdgq sinp; et les trois forces qui en 
résultent, suivant les axes des x, des y et des z, seront respectivement 
dRdpdq sinp cosp, dRdpdq sin? p cosg, dRdpdg sin*p sin q; si donc on dé- 


signe, comme ci-dessus , par À, B, C, les attractions totales parallèlement à 


ces axes, ON aura 
À = /fffdRdpdgq sin p cosp, 
B = /JJdRdpdg sin°p cos g, 
C = /JJdRdpdg sin°p sin g, 
PL 69 


Le, 
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ces intégrales étant étendues à toutes les molécules du corps attirant. 

587. Considérons d’abord la valeur de A : si on effectue l'intégration 
par rapport à R, et qu’on appelle R' et R/ les deux valeurs de R qui 
répondent aux deux points de la surface du solide, situés sur la droite dé- 
terminée par les deux angles p et q, on aura 

A = JR —R°") dpdq sin p Cosp. 

Dans cette formule, R’dpdg sinp cosp représente l'attraction dans le sens 
des x, de la pyramide infiniment aiguë qui a pour longueur R, et pour 
base UE Ag tea eat l'élément Rdpdysinp; demème R'dpd4sin pcosp 
représente attraction dans le sens dés x, de la pyramide opposée à la pré- 
cédente, Ces deux pyramides, Aude l’une et Pautre à la surface du 
solide, attirent évidemment le point S en sens contraires; ainsi nous avons 
dû rende la différence des deux forces qu’elles exercent sur ce € point: 


z? 
‘Maintenant, si dans l’équation de la surface diet ah = 1,00 substie 
tue pour x, 7, 3, leurs valeurs en fonctions de pe P; 9 on aura PAR PIAR 
PROMESES PERS ab 


dans laquelle on a fait, pour abréger, 
d'= cos° p + 2 sin? p COS? q + : sin°p sin° gq, 
é = f cosp + A8 sin p COs q ee k sinp sing, 
a ad? 
afp —— ph, 
É a6 : y? 


Les deux valeurs de R que donne cette équation ont été désignées par R 
et —R"; on aura donc f: 


| R' — ne x VCE+X) 
et , à ÿ 2 
R! = e+ F8 +2) 
LA 
d’où résulte R' — R'= — +. Substituant cette valeur dans l'expression de 
À, et faisant abstraction a signe dont toute l'expression € est tiaffeetées on 


aura 
A=ff* Gas sup cospe 


IS qui doit être prise depuis je o jusqu” à di = 7, et depuis g9= 0 
jusqu'à 9 = 7. 
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588. Substituañt d’abord la valeur de &, dn'aura 


A! En = f. ke sin PC cos? CR , 24° £ Es ff 2 cos p COS q 


® si L's PT ss ru sin” ï cos p sing . 


or, Jobserve que lorsque PL: Fa ET 2 d' reste le même, mais qu’alors 
sin°p cos p change de signe. Donc, puisque les intégrales doivent être prises 
depuis p=0o jusqu'à p= 7 ,'les deux dernières parties de la valeur de A 
se réduisent à zéro, et on a Sumplement 


(ex 4 
ES 
+ 


dpdq sin p cos’ = 
PE) L2 


cos PH sin? p.Cos° q +- a Sin 2 p sin? q 


—— 


Par des considérations semblables on trouverait que les valeurs des forces 
B et C FER D ainsi :. 


= f É | dpdq sin° p, cos° q 
EE — 


cos - sin” p COS? 9 + 5 sin P sin° q 


— 24h or f£ dpdq sin° p sin° 9 


cos? p + — &, sin°p COS 1 +È sin*p sin? q 


_— 


589. Maintenant, sans effectuer les deux intégrations par rapport à p el 
à g, on voit Vs faisant À — 2fX, la quantité X ne dépendra que des 


ee? 
rapports 5 =: . Donc le pont S sera attiré également dans le sens des x, 


par tous les ellipsoïdes semblables et situés semblablement, qui enveloppent 
le point $: Il en sera de même de l'attraction dans le! sens des y et de l'at- 
traction danis'le ‘sén$ des; d’où il ‘suit qué-toùs ces’éllipsoïdes exerééront 
la même attraction absolue sur le point S sitüé dans leur intérieur. 

Ce résultat ne peut avoir lieu, à moins que à couche solide He 
entre deux quelconques des ellipsoides” quienvironnent le point S, n’exerce 
aucune-attraction sur ce point. Et c’est ce qu’on démontre aisément, par 
une construction fondée sur.les propriétés des surfaces du second ordre. 

5oo. La valeur A = 2fX, où X ne dépend que: des débxrquantités 
= , prouve encore que tous les points situés dans ur ‘même plan perpen 
Re LE à l'axe des æ à sont également attirés par lellipsoïde dans le sens 
de cet axe, et qu’en général l'atiractôn parallèle à un axe, pour ün point 


69.’ 


548 APPLICATION À LA MÉCANIQUE, 


quelconque, est proportionnelle à la coordonnée de ce point parallèle au 


même axe. 
Soient donc A,, B,, C, les attractions exercées par lellipsoïde M sur les 


points situés aux extrémités des demi-axes æ, Æ, y; les attractions exer- 
cées dans le sens des mêmes axes sur le at S, auront pour valeurs 


AE des h 
À —="® AÀ,, B—° B,, C=:C 


Toutes ces propriétés ont été démontrées, il y a long-temps, par Maclau- 
rin; mais on voit qu’elles se déduisent très simplement de nos formules avant 
même d’avoir effectué les intégrations. | 
5gr. Revenons à l’expression de A trouvée dans l’art. 588, et proposons- 
nous d’abord d’intégrer la différentielle 
dq 
dE M" Li faste 
cos” p + & sin” p Cos” g + nc sin”p sin°q 
depuis g = 0 jusqu’à q9 — 7. On sait que dans ces limites on a la formule 
T ml) 4 Ar ; k 
“ == —; ainsi nous aurons, pour l’intégrale dont il s’agit, 
LIL 


m° Cos® g + n“ sin° g 
T 


a: a": à 
Vos p+ 2 sin° p) . (cos p+ : sinp) 


et la valeur de A deviendra 
dp sinp cos’ p 


A = 2f7 n a : 
V/(cos°® p + & sin*p). V/(cos°p + “ sin’p) 


‘ Cette dernière intégrale doit être prise depuisp = 0 jusqu’à p=7, ce qui 
revient à la prendre depuis p = o jusqu’à p= +7, et à doubler le résultat. 
Soit donc cos p = x, et on aura 
“dx 
4 972 VIe + (6? Frs ?) x] V[e + (° — «°) zx ] 2 
nouvelle intégrale qui doit être prise depuis x = 0 jusqu'à x = 1. Si dans 
cette expression on introduit la masse M de l’ellipsoïde à la place de son 
volume #7a67, on aura a 
3Mf x°dx 


À = —< RE TE er 
Vu HE — 0, 2°). Va + y — a. 2°) 


Il est clair qu’on déduira de cette expression les valeurs des forces B et C 
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par une simple permutation de lettres ; on aura ainsi 


RS 3Mg za 
| VC + y —C.x). (+ a. 2°)? 
c= RATE - 


(746% + >? —Y".x") s VA + — y .x°) { 
J'observerai cependant que si on eût calculé directement les valeurs de B et 
C par les formules de l’art. 588 , en intégrant d’abord par rapport à q, on 
aurait trouvé ces valeurs sous la forme suivante : 
= ( A a 
a(7* —€?) 6 (a HE — a, x) 
+ Va + 6 — x°.x°) ES .x) 
VC +7 — ax") 
mais d’ailleurs il est facile de s'assurer que ces diverses formules, où les in- 
tégrales doivent toujours être prises depuis x= 0 jusqu’à x = 1, s'accor- 
dent parfaitement entre elles. 


? 


Ce (—: 


- 592. Le problème étant ainsi réduit aux quadratures, on achèvera la so- 
lution dans les différens cas par les méthodes d’approximation connues. 


Si l’ellipsoïde est peu différent d’une sphère, en sorte que les quantités 


ee 
— H ; 


— 6°, a — 7" soient très petites par rapport à &*, on fera = 


a — y? 
-—+#y, et on aura 


PEN NES PAUNTE Bi 
Â= a’ ine — 4H). VG—rx) 


expression qu’il est facile de développer en suite convergente. 


ee? 


Pour cela , soit 
(1— px) Le (1 —yx") TA AN 1 P'xt 12 Pt  P//26 fe ete., 


on aura 


A = a f. dx (1+4-P'xt pe P'xt LE etc. ) 
Effectuant l'intégration entre les limites x=0, x = 1, il viendra 
AZ (TH EP + SP' HS PIE etc.) 


Quant aux valeurs des coefficiens P', P”, etc. elles sont : 


P'= = >(u +), 
3 

Pl an 2 (ut) EM, 
3,5 

Er CA ot) + im tu, - 
1. TEE 1 


= > 5.8 ME: F5. sui Ps 1 san 
etc, | | | 

La loi de ces PS est facile à saisir; et on voit que si x et » sont, 
comme on le suppose, des quantités très petites, la, suite qui donne la va- 
leur de A sera très convergente. Des suites semblables éxprimeront les at- 
tractions B et C dans le sens des deux autres axes. 

593. Si l’on ne veut pas avoir recours aux séries, on si les excentricités 
des sections principales de l’ellipsoïde sont trop grandes pour que les séries 
soient convergentes , alors il mure d’ base les attractions À , B, C, 
au moyen: des fonctions! élliptiques. ‘ ru 44 fine, 

Pour cet effet, il faut établir un ordre de grandéür entre les demi-axes 
a; 6, y. Süupposons que:cet.ordre. est. &, 6, y, ensorte:qu’on ait & << 6 
et 6 y; soit en conséquence 6? — a = m° et} — & = n°, on aura 
d’abord 


EL TRLE 


À — SM Je ‘dx 
9 V/Ca® + mat). /( a + n°x°) 
Soit x =- < tang Det —I— T. on aura la transformée 


ST “ d@ tange @ < _ 
FA V/( — c? sin° @)? 


intégrale qui devra être prise + PA P—0 jusqu’à la valeur deg pour la- 


quelle on a ns AT = + sin dé — " cos ® =<. 
De même, puisqu’? Oh à A3 
P_ 3Mg [ x°dx 
ra ë J VER) VE + (= ré) x)? 
si l’on fait x = il on aura la transformée. 
3Mg / de sin? ? 


«B= TR a? 
@s —(c sin? @)? : 


intésrale qui doit toujours être prise entre les mêmes limites. 


Cr 
Qt 
C1 
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Enfin, si dans la formule 


* 3M}z x°dx 
En 7 7e x?) D — ma?) ? 


on fait x = 2e , On aura | 
3MA d@ sin° @ 


GE n° Qi — c sing) ? 


intégrale qui doit encore être prise entre les mêmes limites que les précé- 


dentes. 
594. De là on voit que si on fait A= y/(1 —csin@), et qu’on prenne 
les trois intégrales suivantes, Ra ® ==.0 jusqu’à une valeur de © < 17, 


telle que tang®= = =, Sn = # cosp—”, 


nue ps der dg sin*@ pen °d@ sin° Fe 
= |, = 


RES 


2 


&,. # 


les trois forces À , B; C seront ainsi exprimées: : 

3 M, 
PIX BTE T, CZ. 

Les intégrales X, Y, Z se rapportent immédiatement aux fonctions ellip- 
tiques, et d’après les formules données art. 207, on trouve 

I Hi 11 
X = ;; [Atango — E(c,o)], 
.c? sin @® cos ® I 
Y=; p)—ÉRe us) Lr(c,o), 
D = Guise © .nuss Qi 
= [F(c p)—E(c9)],, 
formules où il faudra substituer la valeur de ® pour laquelle on a sno =”, 
Y 
æ 6 

0e," 
cos ® 7? : à 

Nous avons donné des méthodes pour évaluer, avec toute la précision 
nécessaire , les fonctions E et F, quels que soient le module c et l’ampli- 
tude @; ainsi nous n’avons rien à ajouter sur la détermination absolue des 
quantités À, B, C. m ax à is 

505. Mais comme les deux fonctions E et F nl pour exprimer Îes 
trois quantités X, YŸ , Z, on voit qu'il est possible d’éliminer ces deux 
transcendantes , .et:qu'on:obtiendra par. ce moyen une équation algébrique 
entre X, Y, Z; cette équation est 
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On a donc aussi entre les forces A, B, C, cette Non algébrique 
+ M | 
FA 7+> + Ti as 
équation qui ne paraît pas avoir été remarquée jusqu’à présent, et qui doit 
être regardée comme un théorème nouveau. 
Au surplus, ce théorème se déduirait immédiatement des sp sua en 
doubles intégrales de l'art. 588 , lesquelles donnent 


5 + + D = 2{fdpdq sinp 27 f dp sin p = 47. 
On peut encore déduire des formules de l’art. 594 cette équation 


- aX HG Y + us == n°E (c, ®); 


d’où résulte: 


7 ESRI D r €, ?); 
équation digne de remarque, parce. me la fonction Fest la plus simple des 
fonctions A OEn ; 


596. Les formules de l'attraction se. fplifnt beaucoup lorsque lellhip- 
soïde a deux axes égaux , ou lorsqu'il devient un #hde de révolution, ce 
qui offre deux cas à distinguer... 


Premier ças. S'il s'agit d’un SSH ErO ES ÉFAHTRE on aura 6 = Êve ME 
n= (6 —a),c—0, AZ 1, et les formules de l'art. 594 deviendront 


X = /fdp tang ® = tang PAIE 
Y= Z' = fdÿ'sin* p=? (9 — sin 9 cos); 
donc en faisant ? = 0, 8 étant le plus petit arc qui satisfait à l'équation 


== —-,.0n aura 
tangÈ = = ,.0 


A ME (ing 9 
B= Dre cs 85)y: 


a Con 


ä 


Dans ce cas on peut, sans rien dimmuer dela généralité de la solution, 
faire À 0, et par conséquent C:= 0, car on peut prendre pour pui 
des x et y le méridien qui passe par le point attiré. 
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Second cas. S'il s’agit du sphéroïde alongé, on aura 6 = a, c—1, 
A — cos, ce qui donne 
SO Nr — de sin° ç À 7 = fe sin°@. 


cos @ cos ® 


effectuant les intégrations depuis ® = 0, jusqu’à ® — 8, et supposant tou- 


. rm 
jours tang Ê — -, on aura 
LA 


A= 


3M f / sin pri 1+ sin sin 6 

RE > O0 

on \cos’ê ” cosÿ /? 
B << 3Mg LR 16 AE sin +), 

2n \cos’8 cos 4 


___3M}A a à te à sin Ê à 
C = k. log (ET) — sin 0 | 
Substituant les valeurs connues de sin 8 et cos8, et supposant g=—0, ou 


B— 0, ce qui ne diminue en rien la généralité de la solution, on aura 


Fr 2 — log À), 


formules où l’on a n = y/(7" — a). 


Remarque. Dans ces deux cas où l’expression des forces est donnée par 
les fonctions circulaires et logarithmiques, les formules qui contiennent 
cette expression sont sujettes à un inconvénient assez grand; c’est que si 
le sphéroïde était très peu différent d’une sphère, auquel cas n° serait une 
quantité très petite par rapport à 6%, 1l faudrait calculer avec une extrême 
précision les numérateurs des fractions qui ont x° pour dénominateurs, 
afin d’en déduire des valeurs suffisamment exactes des forces A, B, C. Ce 
même inconvénient se fait remarquer dans les formules du n° 594, expri- 
mées par les fonctions elliptiques; mais on voit qu’on ne peut pas en faire 
une objection contre ces dernières expressions, et que c’est la nature des 
choses qui comporte cette complication apparente, dans un cas qui au sur- 
plus se résoud facilement par le développement en séries. 


Solution du cas où le point attiré est situé hors de l’ellipsoïide. 


597. Lorsque le point attiré S est situé hors de l’ellipsoïde, ses trois coor- 
données f, g, h, prises dans le sens des demi-axes æ, 6, 7, doivent satis- 
faire à la condition 


SE 70 
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fhope eu 
PR Ps Ja 


Cela posé, il faut d’abord, suivant la théorie précédente, déterminer la 
quantité £ d’après l’équation 


NULS RER S 
sé Ter typit 


Connaissant la valeur réelle et positive de £, on aura les demi-axes #/, 6’, 
y’, du second ellipsoïde M par les équations 


daté, C=CHE, °=Y HE; 
et l’ellipsoïide M’ passera par le point donné $, On déterminera ensuite, sur 


la surface de l’ellipsoïde donné M, un point S’ correspondant au point S, de 
sorte que ses coordonnées soient 


ç 
S=SS, 8 = ZE) h=Sh. 


Soient maintenant A’, B', C les trois forces, parallèles aux demi - axes 
a, 6',y', qui résultent de l'attraction de l’ellipsoïde M sur le point inté- 
rieur S’. Ces forces étant trouvées par les formules du premier cas, on en 
déduira les forces A, B, C, qu’exerce l’ellipsoïde M sur le point extérieur S, 
lesquelles seront ainsi exprimées : 

(a (4 
Az A, B=%RB, C=+c. 
Sy ay «'G 
Or, on a par les formules du n° 591, 
AE me 
æ VLeH (C7 — Rat] Le + (y —a%)x ]? 
Po POS J: x°dx 

pi ANUS: | VE + Ca — 6%) x] VIE + (y? — 62)2])? #4 

___8M'x f° xdx £ 
Dre vo VC Sete et re 9) a ME D Pertes CEA ee 8) 8]? 

| x. LEA 
donc en faisant les substitutions, et observant qu’on a ï = 
6°—u, y®— a" —y — 4, on trouve pour les forces cherchées A, B, 


C/ 


C, ces expressions 

AE no f- D DEA TA SAINS Me NU SO ais NE 
a J VE HE 7) TI VTT + Ce) 27? 

B — FE f &, 25° de “pes of cer) 
ED, VE +] VIS HG — 0) #1 

(ee 3M} x°dx 

LCA CPV D HOTTE 


SECTION IL 555 


dans lesquelles les intégrales doivent toujours être prises depuis x = 0 jus- 
qu'à #2 3.100" # | 

Ces intégrales pourront être réduites en séries, comme dans l’art. 592, 
et les séries seront d'autant plus convergentes , que les quantités æ', 6! ,>', 
qui dépendent de la distance du point attiré, seront plus grandes. 


598. Les mêmes intégrales peuvent aussi être exprimées en fonctions el- 
hiptiques : pour cela, on supposéra, comme ci-dessus, à < 6 & 6 <7, ce 
qui donnera pareïllement &' € 6” et 6" < y/; puis faisant de même €? — 4 


m° } , L ; 4 
=, —@=R,1— 5 — c’,et déterminant l’amplitude @ à sa der- 
‘ 


. . . nm . En 11 Le À 
nière limite par les valeurs tang ® = 7) Sin ® 7, C8@æ=—, on aura 


d’abord 


Y 


3M | 3M 
ATX, B—UEy, C— My, 
IL: n n 
ensuite 


X'=X[A tang—EÆE(c, @)], 

/ "si Lis ? ° 
Ve pr [E (9) — EEE] — à (ce, 9) 
L'=S[F(e, e)—E(c, p)]. 


599. Il est très remarquable que les forces À, B, C sont exprimées abso- 
lument de la même manière en fonctions elliptiques, soit que le point attiré $ 
soit situé au dedans de l’ellipsoïde, ou qu'il soit situé au dehors. La seule 
différence des résultats est dans la valeur de @, qui mesure Pamplitude des 
fonctions elliptiques; lorsque le point S est situé au dedans de l’ellipsoïde 


7T Ü . . ,» 
ou sur sa surface, on a tang®—-; lorsqu'il est situé au dehors, on à 


tang ® = D æ' étant une quantité qu’on peut déduire immédiatement de 
l'équation j , | 

PR 
Le second cas, considéré analytiquement, est même plus simple que le 
premier, parce que la valeur de @ est plus petite, et qu’ainsi les approxi- 
mations sont, plus faciles à obtenir. On a d’ailleurs, comme dans Part. 505, 
les deux équations 


APRES. 1 EU dy. 
PDT LT AT T 
A 4°? L BC’? C7? 3M 

… f- g k 72 F(e, ?) 


e rQ, L2 


LS 


556 APPLICATION À LA MÉCANIQUE, 


Enfin on doit observer que les quantités X/, Y', Z', par lesquelles s’expri- 
ment les forces À, B, C, ne dépendent quédés’ deux seules données c et ?, 
tandis que la question offre en général six élémens, savoir : les demi-axes 
de l’ellipsoïde «, 6, y, et lesicoordonnéesÿf,xg, h du point attiré; on pour- 
rait donc déduire de là un grand nombre de théorèmes au moyen desquels 
l'attraction d’un ellipsoïde donné servirait à déterminer celle d’une infinité 
d’autres ellipsoïdes ; nouvelle preuve de l’avantage que présentent toujours 
les fonctions elliptiques dans leurs applications, en exprimant les résultats 
sous la forme la plus simple dont ils sont susceptibles. 

600. Les formules générales se simplifient, lorsque l’ellipsoïde adient un 
solide de révolution, ce qui offre deux cas à distinguer. | 

Premier cas. Si le sphéroïde est aplati, on aura 6 =, 6* — à —1m", 
nm, c —=0; et comme on peut prendre pour plan des x et A celui qui 
PASSCEpEr le point S, on aura = 031de sorte cr Péquation qui détermine 
«sera | 

- Gant de £ 
d’où l’on tire | | 
US het Bike MGh erroné fade 

Cela posé, ayant déterminé l’arc 8 par la valeur tang 8 — 3 les deux forces 


À et B auxquelles se réduit l'attraction du sphéroïde sur,le-point $, seront 

ainsi exprimées : | 151 
3M 

AT (tangd — 0), 


DE TE CE — sin 8 cos). 


Second cas. Si le sphéroïde est alongé, on aura 64, n—0, y°—2° =", 
c—1, et comme on peut prendré pour “plan des x et z, celui qui passe ut 
le PA attiré S, on pourra faire g—0, ce qui RL 


LH) HE + nt if nl 
Connaissant &’ et ensuite À par l'équation tang 0, les deux forces À et 


C, auxquelles se réduit lattraction du sphéroïde, seront ainsi exprimées : 


AM sinpr93 CE, l à 


2n° {|;cos?0- cos 8 


c= ME rig DR CTI 
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De l'orbite décrite en vertu d'une force centrale donnée. 


6or. Nous supposerons, comme on le fait ordinairement, que la force cen- 
trale est fonction de la distance seulement, et ne dépend point de langle 
que fait le rayon vecteur avec une ligne fixe menée par le centre, Cela 
posé, nous nous proposons d'examiner un grand nombre de cas dans lesquels 
on peut déterminer exactement le mouvement. d’un corps qui a recu une 
vitesse initiale dans une direction quelconque et qui est soumis à l’action 
d’une force centrale donnée; mais nous nous attacherons surtout aux cas 
où le rayon vecteur ne peut devenir ni nul ni infini. Alors le corps circule 
dans une orbite qui est toujours renfermée entre deux circonférences dé- 
crites autour du centre des forces, de manière qu’elle touche alternative- 
ment l’une et l’autre, et la question se réduit à déterminer le mouvement du 
corps dans le passage d’une circonférence à l’autre; ou, ce qui revient au 
même, d’une apside à l’apside suivante ; car ce mouvement étant connu, le 
secteur parcouru par le rayon vecteur, se répète à l’infini, dans des posi- 
tions alternatives, et on peut au bout d’un temps quelconque assigner la 

position du corps. 
= On verra que les fonctions elliptiques permettent de donner la solution 
exacte du problème dans un grand nombre de cas qui seraient inaccessibles 
aux méthodes ordinaires ; quant à ceux qui ne peuvent se résoudre que par 
les quadratures, nous ferons voir, par un exemple, que la methode des or- 
données moyennes s’y applique avec beaucoup d'avantage et ne laisse rien à 
désirer pour l'exactitude de la solution. | 

Ce problème est sans doute un des plus simples. qu'offre la TRES 
appliquée au mouvement des corps célestes; mais la solution générale que 
nous en donnons est un premier pas qui permet d'espérer que d’autres cas 
moins simples et plus conformes à létat-réel des choses, pourront être 
résolus par des méthodes! analogues, et conduiront à des conséquences plus 
importantes pour le véritable système du monde. 
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Equations du mouvement, 


6o2. Supposons qu’à l’origine du mouvement, le corps soit dans l’une 
des apsides de son orbite, en sorte que la vitesse ibule V soit dirigée per- 
pendiculairement au rayon vecteur a; soit # la vitesse au bout du temps #, 
r le rayon vecteur et ® l'angle que “fait ce rayon avec le rayon vecteur 
initial &; soit enfin R la force qui agit dans le sens du rayon vecteur pour 
rapprocher le corps du centre; R étant une fonction donnée de r, sion 
prend l'intégrale fRdr, de manière qu’elle s’évanouisse lorsque r = a, on 
aura d’abord le quarré de la vitesse 


= V'— 2 /fRar. 
Ensuite l’équation de la courbe et le temps employé à parcourir un sec- 


teur quelconque, se trouveront, en intégrant les deux équations différen- 
tielles 


ne 
M /LrG- A et 
dt 5: re, 


où l’on doit observer que l’ambiguité de signe qui affecte la valeur de dp 
sera déterminée dans les différens cas particuliers, de manière que d@ soit 
toujours positif, ce qui exige que le signe de dr soit le même que celui de la 


2 


constante à — R°, R° étant la valeur de.R lorsque r = 4. 


Nous allons maintenant déterminer l'orbite dans différentes hypothèses 
_sur la valeur de la force centrale R. 


Exemple I. R=S. 
603. Alors on aura f'Rdr = A CG —?), et si l’on fait & =: 7", l'équation 


différentielle de l’orbite pourra s écrire ainsi : 
adr 


dp = ie: HTdtall "HR e Tr | 
EG Gr) 


Les apsides se détermineront en égalant à zéro la quantité sous le radical, ce 
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. a . a . . 
qui donne = —m = HE (im), savoir, r—a et r=——. Ainsi le corps 


. \ . 161 Cr . , 
passe de Papside r = a à l’apside r— =; celle-ci étant l’apside supé- 


rieure si 2 est < 1, et l’inférieure dans le cas contraire. 
A ? a niet 
Soit en général -—m=—(1—1m) cosû, on aura sans ambiguité d=dh, 
r 
et par conséquent @ —0 + const. Mais à l’origine du mouvement on à 
P—0 et r—4; on aura donc en même temps 8—0 et P—0, ce qui 
donne en général 8 = @. Donc léquation finie de lorbite est 
Tim (1m) cos. 
: 
Cette équation appartient en général à une section conique dont le centre 
des forces est un foyer; elle appartient en particulier à lellipse si Pon a 


m>Zou V° <<, à la parabole ss m=—+ et à Vhyperbole si m< + ou 
SE 


[#4 , 
Si lon a m—=1+, l'orbite sera un cercle; en effet, dans ce cas la force 
, PUR VO LS A LT 
centrifuge iniliale — est égale à la force centrale =, et cette égalité continue 
davoir lieu à linfini. 


Go4. Pour avoir le temps du mouvement, il faut intégrer la formule 


Al a de __ do ? 
Ps Gare = y: [cos 1 @ + (2m—1)sm° +9] 


Dans le cas de lorbite elliptique où 2m—1 est positif, soit tang + ® — 


(2m — [)* tang +, on aura 
di == € (2m — 1) ? dd (cos 14 + sin? + 4): 
d’où résulte en intégrant 
a 2 À 
1% (2m—i1) (mb —(1— m) sm +). 
Soit f le demi-grand axe de Pellipse, g son excentricité, on aura f — 


L(aen = er g=f-a= re mx. 


v=y/(s) -donûi{1r5p | 
an 


ou 


d’ailleurs m1 = _ 
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3 
ri & ) 
= S— — = Sin , 
VESTIAIRE 
Pour l’usage de cette formule on se rappellera que l’angle 4 se déduit de 
l’anomalie ® au moyen de l’équation tang + d = (2m — 1} tang 19 — 
f—$8 1 
tan 3%: 
fev rert | 
Dans le cas dont nous nous occupons, les deux apsides sont fixées inva- 
riablement aux deux extrémités du grand axe; appelons £, le temps néces- 
saire pour passer d’une apside à la suivante; ce temps se déduira de la 
formule précédente en faisant g@=7, ce qui donne 4 = #, et par consé- 


quent 


æ 3 
UE al 


Le double de cette quantité sera le temps d’une révolution. 


605. Considérons maintenant une valeur de @ aussi grande qu’on voudra, 
on pourra toujours supposer ® = 227 9, n étant un nombre entier et 
g’ un angle plus petit que 180°; cette valeur de @ déterminera le rayon 


vecteur r par la formule 


=mt(i—m) cos®'; 


Ensuite pour avoir le temps correspondant #, il faudra supposer 4 — 
onm Æ/, puis déterminer 4” par g’ comme 4 l’est par @, et on aura 
= ont, E #', t’ plus petit que £, étant déterminé par V/ au moyen de l’équa- 


DS A LOU DDR ST 
= À (4 —£sin 4). 
Par une opération inverse on déterminerait la position du corps au bout 
d’un temps donné quelconque & qu'il faudrait mettre sous la forme 4 = 


tion 


DV ETA em ll 
Exemple II. R= Br. 


606. Alors on aura fRdr=—+B(r—4?), et l'équation différentielle de 


2 


! à 7: 
l'orbite sera, en faisant m— Ve: 


e- 
ue RE 
ee | 
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: » LS M dE \ : É SE - 
On voit par cette équalon que 7: sera toujours comprise entre 1 et 72; ainsi 


. \ a - : à ps . «a A . , 
l’apside première = 4 séra suifie de l’apsider= =, celle-ci de l’apside 


V7 


"= 4, et ainsi À l'infini. r Sont éféehps"t 


Soit = — = cos" À + msin*4{, on aura sans ambiguité do = d}, et de là 
RE # + l'équation finie, de! à est : Te 
Lot 
v— eos #0 msin? F9 
Si Pon fait rcos® = x Sin o—Y, cette équation donnéra PF (a —x*); 
ainsi l’orbite est une spa qui a vous centre le centre des forces et dont 


les demi-axes sont a et —. Dans celte > orbite les apsides seront les extré- 


Lnares Qeerr ED» 2 vs a Ês L 4 
LLA 'è C BILE 2 E £ L 


mités des deux aXës! 
23 


V 
Lellipse se changera en cêréle” si on a m—= YA ou si la force centrifuge — 


est égale à à Ja force centrale Ba. Te 


VF ab 


Exemple III, R=- a+ Br. 


FS f 


DU ste Ma StDe far Sas 100 2) +: 8 (er æ&), et l’équation 
différentielle de V CELUI ES sera de | 


7h “hs ee A ; f jel 
ee APE 10 Sy] 
{ NPA 1e 
$ a Â Ba? 
Soit r =, me By On aura. 
dr VLG—z)(+(i—o2m)#— ns—n)] 


Supposons d’abord que z soit positif, c’est-à-dire que la force Br soit attrac- 
tive, alors le polynome 2+ (1— 2m)z—n3— n aura toujours un fac- 
teur réel de la forme 3, et on pourra supposer Br om)z =—n2—n 
—(2—4a)P, P étant un ie pus de la foïme (346) (247), ou de la 
forme £° + 263 cos A + 62, lequel sera toujours positif. 

Dans le passage d’une forme à l’autre on aura 6— 7 ou À 0; c’est le 
cas où l'équation 2° (12m) nn = : O aurait deux racines cenles, . 
alors l’équation de l’ orbite serait 


SEE 71 
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+ zdz 
(26) IG — 32) (:—4)j? 
équation qui peut s'intégrer par des arcs de cercle ; dans les autres eas l’m- 
tégrale dépendra des fonctions elliptiques. 

Au reste les caractères distinctifs de ces trois cas sont faciles à assigner . 
par les règles connues; il en résulte que si la quantité L= m(m+ n) — 
(m°—10m— 2 2n) est négative, le polynome P sera de la forme 
(32+H6)(3+9%), 6 et y étant réels et positifs. 

Si cette quantité est nulle, on aura 6 — y, et si elle est positive P sera 
de la forme z° + 263 cos + 62, dont les deux facteurs sont imaginaires. 


dp = 


Premier cas. P=(2+4+6)(z +). 


608. On aura alors 

Æ zdz 
VIG—) (G—a)(24+6) +7)? ; 
ce qui fait voir que la valeur de z sera toujours comprise entre x et 4, .c’est- 
à-dire que les apsides de lorbite répondront toujours aux rayons vecteurs 


do = 


a ° 3 . °:% 
r=a, TE. Soit donc 3 = cos® p +- & sin*p, on aura sans ambiguité 


2dp(cos®p+æsin°p) 
VE + cos p+asin*p), V/(y+ cos p+a sin*p)" 


Pour faire disparaître l’un de ces deux radicaux, soit tangp= k tang\, 
k étant une indéterminée, on aura la transformée 


‘d ë cos’ ÿ + « k° sin° Ÿ d} 
CES coS Ÿ + Æsin°Ÿ * MN? 
où l’on a fait pour abréger : 
k=(1+6)(1 Et 
ner x sin, 
+) ke sin 


d@= 


\I œe £ 
Soit #* = 2 7 on aura M= 1 et N=— (1 — csin® À ), en prenant 


on À 0 NAME A LA fr à 
CHE) (a+) GHOCGC+r) 
et et petite que l'unité, pourvu que Dre 6 soit de même signe que 1— &, 
ce qu’on peut tonjours supposer, puisque les racmes 6 et: 7 peuvent être 
échangées entre elles à volonté. 


Cette) valeur de c* sera positive 


C=I— 
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Cela posé si on fait encore y = À? — L in et = (1+6C)(a +), 


on aura 


PE hp di CRAN Cure à Lx rie 
6 nl om Qc 9) À Goo Vi Sas) 


ce qui donne en intégrant 


pp)», 0, d)æyP(e, 4) 
cos” Ÿ + à k° sin° Ÿ 


a "RE - ; à 
To LÉ CH du achève de déterminer 
l'orbite, puisque r et @ s'expriment en fonctions-d’umé\même variable 4. 

Gog. Appelons 9, la valeur de 9 qui répond à la seconde apside où l’on a 


on aura de plus 2=— 


«a 
L=IT, 2—a, r—*, nous aurons 
C4 


P=<[(i+y)T(r, c)—yF'é] 


Le paramètre » est positif et par conséquent de l’espèce circulaire, lorsque 
æ < 1, c’est-à-dire, lorsque la seconde apside est l’apside supérieure. On 
conçoit que le paramètre devra être également de l’espèce circulaire, quand 
même on aurait æ>1, c’est-à-dire, quand même la seconde apside serait 
l’apside inférieure; car il importe peu que l’origine du mouvement soit fixée 
à l’une ou à l’autre de ces apsides. En effet, si on a &« > 1, le paramètre » 


1+7 
sera négatif, mais comme on aura alors 1-Hr=/4 = ar A tree 


faire 1» — 6° sin*ÿ, et on aura sin° 0 == 1T7 = D e quantité posi- 
tive et plus petite que l’unité; donc le paramètre » sera dans ce second 


cas de la forme — 1 + b* sin*@, et se rapportera encore à l'espèce circu- 
laire. 


610. Connaissant le. secteur de l’orbite que parcourt le rayon vecteur 
depuis la première apside r = a, jusqu’à la seconde r — = on peut imagi- 
ner que ce secteur tourne autour du second rayon.* , jusqu’à ce qu'il rentre 
dans le même plan , on aura ainsi le second secteur décrit depuis la seconde 
apside r — _ jusqu’à la ‘troisième apside qui sera: de. même nom que la 


première r=a, et ainsi à l’infin. Ces propriétés au reste sont communes 

à toutes les ttes décrites en vertu d’une force centrale R qui n’est fonc- 
4 

tion que de la distance au centre. 11 faut seulement observer que l'angle @ 


Joe 
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du secteur dont nous parlons, n'est pas borné à une limite déterminée, 
mais qu'il peut occuper une ou plusièurs circonférences; on verra même 
un cas où il devient infini, ce qui veut dire :que le corps met un temps 
infini à parvenir de la première apside à la seconde ; ou en d’autres termes, 
que le mouvement du corps tend de plus en “HER à devenir circulaire et 
uniforme. 

Pour avoir l'expression. du ‘temps ‘dans notre exemple, il faut re- 
- prendre la formule dt = re < ; La d’où résulte 
PR 
EN 1— yrsin°Ÿ  ÿ/(r1—c’sinŸ) 


Soit »'—— 7», on aura en intégrant 


= y [HN e, 4) —E(e, 4} 


Le paramètre »’ est encore de l'espèce circulaire; car si on a æ>1, la 


valeur »/ = the Ps sera positive, et sion a «& £ 1, On pourra faire 1 + »’ 


7 (a—1) 
a Ha 


— L? sin*u, ce qui donnera sin u—=-—> es Ress quantilé positive et plus pe- 
tite que l’unité. % | 

Appelons # le temps employé à parvenir de la première apside à la 
seconde, on aura, en faisant V=—2?#, 


L, = [LG +y) (r, c)—F'el. 


Au moyen de ces formules il’est facile de déterminer la position du corps 
et le temps du mouvement pour une valeur quelconque de la variable 4; 
car en donnant à cette valeur la forme À = #77 \/, n'étant un nombre 
entier et d” un arc ET, on aura @ = 29,0, et t— ant, Etvi@! 
et £’ étant déterminés par / comme le sont @ et £ par A; on aura en même 


4 _ a(cos®Ÿ + £* sin) 
temps le rayon vecteur r par la formule r— ed ea 


Ces mêmes formules serviront à résoudre le problème inverse, c’est-à-dire. 
à trouver le lieu du corps au bout d’un temps quelconque {= 2nt, = f'. 


Second cas. P = 3° + 267 cos À + 67. 


G11. On aura alors 


VIG — 2) (c—a) (2 + 26: cos +6)] 


QT 


SECTION IV. 56 
Soit toujours 3 = Cost p + & sin° p, on aura sans ambiguité 


A 2dp (cos p + «sin°p) 
VCL cost p + 2M cos°p sin°p+ N sin{p)? 


en faisant pour abréger 
L=—1 + 26 cosAH+6?, 
M=aœ +(r1+ax) GCcosa +6, 


N = a? + 246 cos À + 62. 
ar ; L M&° 
Soit tang p — k tang 34, ensuite = etc 5%, on aura la 
transformée | 
dpi Æ cos’: cos? 3 ÿ + A a sin? 1 4 dY 


VL' cos CZ: Æsimi4 VQG—csin" 4)" 


— cot"8 , outang 10 — #', cette formule se développera 


EN 


ainsi : 
ATEMEEX à y &—1 1 + dy 
D SE 2, 1 sing] ÿ/(i — c°sin° |) 
(1—a)k dŸ cosŸ - 
xn oVL ‘y(i—csinÿ)? : 


et son intégrale sera, en faisant c.sin L = sin Z; 


EE (= +80 DRE 2 

9 =) E(cd)+ TE IT (r, 6, d)+ rt Z. 

Soit g, la valeur de @ qui répond à la seconde apside, il faudra faire p =27 
ou d—7, ce qui donnera Z= 0 et | 


cn. a G—1) G +) 
PE Von er Verne (0e 


612. Pour avoir le temps il faut faire les mêmes substitutions dans la for- 
d ; 
Fe ce qui donnera 


k cos’? 1 _cos” 3 À + &° sin? 14 dy 3% 
Ÿ' vL° cos? + Ÿ Æ 26° sin°1 4 * vQG — c?sin? À) 


Dévehoppant cette expression et faisant » = cot* 8’ et tang 10° — ky/a — 
ya tang E 8, on aura 


ia cot # tang 6 1— 2 I— x dY 
d=Y%: Ve) C oee5-75- | À 1 +)! RME cos) VCi—c°sin? J)' 


ce qui donnewæn intégrant 


= 
V ° z 
dt = 


mule dt = 


566 APPLICATION A LA MÉCANIQUE, 


a ôtange!r. L —"mi 1—ey 
es FC + 6e D+EZ ] 


2Cæ 


__a  cotôtang# ot le ut Gi 
l, SU . Ty) [are + co (r", c) ’ 


Ces formules donneront, comme ci-dessus , les valeurs de @, r'et t quiré- 
pondent à une valeur quelconque donnée de À, ou réciproquement les 
valeurs de 4 , ® et r qui répondent à une valeur donnée de £. 


Troisième cas. P= (+ 6). 


613. Puisqu’alors le polynome z°+- (1—2m)z"—n3—n—(2—4)(2#+ 6}, 
on peut regarder les trois quantités #, n, 6, comme étant déterminées par 
la quatrième «, au moyen des valeurs 


ac D Per MONS 
CE" a)? dont +a)” DER + 

Dans ce cas on a directement 

+zdz 


G<+€) VLG —:2) (— 2)? 
soit z— cos" p=}+ à sin°p, on aura d’abord 


d? = 


24p (cos p+ « sin° p). 
cos p + æ sin°p +6 ? 


soit ensuite tang À = (ES) rang pete VTG+2) (3+a) | , on 


aura 


do = 


d? = 2dp — Lx, 


donc ® — pe 


614. Pour avoir l’expression du temps, on fera les substitutions néces- 
à a dg. 1 É 
saires dans la formule dt = +. + ce qui donnera 


di = MR D à CU FEU on 2m DM À ET 
F Ÿ- (cos p + æsin®p} (cos®p—æsin®p +6)" 


soit tang q = y'a tangp, on aura en intégrant 


= yaale- (NY), 


4 


soit #, le temps Halo à parvenir de l’apside r = @ à l’apside suivante 


—— Dont , 1} pes fre e 
r=-,onferad=;ir,p=3iw,g=37, ce quidonnerg 
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Con 28-1724 Em ro 
= al C ) 5 
on aura en même temps É 
24 
A=r (1% à: à 


. 4 ; } 
soit par exemple & =+, onaura6=+,e— 2y5,9, = F1 


vs/° 
27€ 2 
A — v (V3 + ). 

On voit qu’en donnant à l’angle p une valeur aussi grande qu’on voudra, 
on peut déterminer par les seuls arcs de cercle la valeur de @ et le temps 
t; or l'angle @ et le rayon vecteur déterminé immédiatement par l'angle p, 
font connaître la position du corps; réciproquement le temps étant connu, 
quelque grand qu’il soit, et ‘représenté par ant, tt’, t'étant 4, ,-on en 
déduira la valeur de pet la position du corps. 


A 
Exemple IF, R = — Br. 
615.Si l’on fait comme dans l'exemple précédent r— © Lt = m Bet — nn 
d P P z°? aV? Vs TT) 


il n’y aura que le signe de # à changer dans la formule de cet exemple et 
on aura 
LE sdz 


VI —2)Pj? 


Or le polynome P présente différens cas à examiner : 


dv = P=z3 + (ri — 2m)z + nzhn. 


1°. Si m est +, les facteurs de P.ne pourront être que de l’une des deux 
formes (3 a) (2-6) (z-y)et (2 + «) (2° 262 cos À + 62). Alors la 
valeur de 3, qui est 1 à l’origine du mouvement diminuera de plus en plus 
sans autre limite que zéro, et le corps s’éloignera à Jinfini du centre des 
forces ; cas dont nous faisons abstraction. 


2°. Si mest > +, le polynome P sera de l’une des formes .......... 


(3— a) (z2—6) (349), et (347) (z°— 243 cos A Hat). 
Dans le second cas le corps s’éloignerait encore à l'infini du centre des 
forces, ainsi il ne reste à considérer que le cas où l’on a 


P=(:—a) (:—6) (:+9), 
æ, 6, y étant des nombres réels et positifs. 
616. Ce cas se subdivise en trois autres. 
1°, Si à et 6 sont tous deux plus grands que l'unité, la valeur de z dimi- 
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nuera depuis 1 jusqu’à zéro, etle rayon vecteur r augmentera depuis a qui 
est sa RE initiale jusqu’à l'infini ; cas dont nous faisons abstraction. 
. Sionaæ>1ie6<i,.la valeur de z ira en augmentant depuis 
1 jusqu'à z—4« ; c’est-à-dire que le mouvement du corps aura lieu de 
lapside supérieure à l’apside inférieure. Soit 3 = cos® À + à sin° A, on 
aura 


244 (cos? Ÿ + « sin° 4) 
IG 5 cos 7 C0) sin ÿ1. IG 2) cos Ÿ (a D) sm qj" 


formule qui s'intègre comme dans l'exemple précédent. 


d® = 


3°. Si les nombres &, 6, sont tous deux plus petits que l'unité, z ira en 
diminuant de z= 1 à 2—4@, en supposant « > 6 ; il reviendra ensuite 
dez=æa4àz=1, et ainsi alternativement. Soit alors 2=—cos° À + & sin°+, 
et on aura la même formule que dans le cas précédent , avec la seule diffé- 
rence que le mouvement se fera de l’apside inférieure à lapside supérieure: 
617. Enfin il y a un cas très remarquable qui diffère de tous les autres et 
qui d’ailleurs peut être résolu exactement par les moyens or dinaires; c’est 
ct où l’on aurait & — 6. On le reconnaît à priori par la condition 27 + 


2=+ 10Mm— 1m = (Im fu 4Ÿ. Alors on aura 


— zdz 
G—e) Vi —:) G+»)/? 
et on voit que les valeurs z = 1, 3— «, déterminent les apsides de l’or- 
bite. Soit toujours 3 = cos + « sin° A, on aura 


2 __ (cos Ÿ + a sin? Ÿ) d4 


tre QE cost (/(E Fou 


Soit sin L — _ C4 )sno, et À — 


et intégr ant, 


d® = 


do = 


ss on aura en substituant 


Mt 


1 — À tang © 


œ 
PEUT ER SDElE , 
c’est ce qu'on aurait obtenu directement en faisant 3 — 1 — (1-7) sin° © 


Maintenant si l’on fait L = 27, on aura sin ®— < , tango =" 
ru a+y 

— 2 ou # tang © — 1, donc l’angle @ devient infini. Ainsi, rigoureuse- 
ment parlant, il faudra que le corps fasse une infinité de révolutions autour 
du centre des forces avant de parvenir de l’apside primitive r = «@ à l’ap- 
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side suivante r=. Mais dans l’état réel des choses, 1l n’est pas moins vrai 
de dire-qu’après un assez petit nombre de révolutions, la distance du corps 


fr? L 2 . . . «a 
au centre des forces ne différera pas d’une quantité sensible, de la limite _ 


et le mouvement du corps deviendra sensiblement uniforme et circulaire. 


Exemple F. R=> + 2 


618. Dans ce cas on a fRdr = A (=— à + — e(— =), et si on fait 
a C HS NS PRES 
2, M, y A, l'équation différentielle de l'orbite sera : 
ba 7 À 
d? = s 


VIG —n) G—2) — 2m ( —2)]? 
pour l'intégrer il faut distinguer trois différens cas, selon qu'on aura x 1, 
1 = NOUTHEN: 

Soit 1°. z << 1, ce qui comprend: le cas où z serait HAT on. fera 


—m!, et on aura 
nn 
d 4€ —h) = VIA —my 


Soit z—m — (1 —m) cos 0, on aura dpy/(1 —n) = dô, et par conséquent 
Qy/(i—7)—=04, parce que 8 et ® S’'évanouissent tous deux à Voriginé du 
mouvement où 2= 1. 


48 da 
(1 pape CSL À JA 


L'équation 2 — 7m! — (1—m!)cosû, ou = — m'=(1— ml) cos6, entre 


le rayon vecteur r et un angle 8 que ce rayon est supposé faire avec le rayon 
prinutif &, appartient à une section conique en général, et à l’ellipse en 
particulier, si on a m' > +. Ce cas est le seul que nous considérons. 
Au moyen de l’ellipse construite d’après l'angle subsidiaire 0, on pourra 
construire la vraie trajectoire cherchée, püisque r étant le même de part et 
) 
Var) FH} 


e ñ à P , * & 
On peut aussi déterminer directement lorbite par l'équation - — 77 = 
P -MeI q 5 


d'autre, il suflira de prendre Panomalie ®9 = 


(1—m') cos [py/(1 —n)]; et on voit que depuis lapside primitive r = 4, 
jusqu’à l’apside suivante r RES V’augle @ parcouru par le rayon vec- 
teur sera TRS Landis que dans Porbite simplement eliptique cet angle 
= T. Fe | 

d'A à 


72 
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bides, : 
"VG—1)? 
(A = Go v/(z—1),ouz=:1 imp ==. De là il suit que r va 


619. Soit 2°.7—1, on aura dp=— (2m) * et en intégrant 


toujours en diminuant et devient nul lorsque @= « , c’est-à-dire que le corps 
décrit une spirale autour du centre des forces, et finit par tomber au cen- 
tre même après une infinité de révolutions. Mais 1l est aisé de voir qu’à 
cause de l’accélération du mouvement, le temps de la chute doit être une 
quantité finie. 


r°d 
En effet l’équation dt = _. donne 


d 
dt = ? 


V'GFin 


d’où résulte l'expression du temps 


SE Cr 27 a ETS à tang(pyim)), 


iT 
et lorsque = © on a ji 5 V'En) 
620. Soit 3°. 7 > ret —— — 1m, on aura l’équation 


dz 
VIE 5er Fer) 


_ét son intégrale, en faisant 3= 1 4-x*, sera 


: ab as x + (2 + 2m + x°) 

PV (r 1)= log V2 + 277) É 
Dans ce cas Le corps décrit encore une spirale autour du centre des forces, 
et il y parvient, après une infinité de révolutions, dans un temps fini qu'il 
est facile de déterminer par l'intégrale 


+ f. dx 
VJGF+:) Ve +2r +)? 


prise depuis x = 0 jusqu'à x = ©. 
Remarque générale. 


G2r. Connaissant lPorbite décrite en vertu de la force centrale R et de 
la vitesse initiale V dirigée perpendiculairement au rayon vecteur 4, on 
peut déterminer généralement l’orbite décrite en vertu de la force centrale 


C à dit à 
R'=R+;;, et d’une vitesse initiale quelconque V', pourvu que la quan- 
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uté a V—C soit positive, ou que la force centrifuge initiale = soit plus 
grande que la force centrale A 


; : C L , ag 
En effet si on fait V° = V': — =» la première orbite sera déterminée 


par l’équation 
adr 


[+ 


do = 


et la seconde par l’équation 


V 
PAPE Pt PDA 
V' 4 2 

V4 15 Rdr) 


+ \ é 
Aiïnsi pour une même valeur de r on aura v' d?" = d@, ou en intégrant 


VE a: ‘ 
De y Ÿ> c’est-à-dire que les amplitudes @’ et ® seront entre elles dans le 
même rapport que les vitesses initiales V’ et V. 


. 622. Il ne faudrait pas conclure de là que la seconde orbite n’est 
autre chose que la première à laquelle on donnerait un mouvement de rota- 
tion uniforme autour du centre des forces, pendant que le corps s’y meut ; 
car, quoique ce mouvement pourrait être supposé tel que les deux corps 
coïncidassent dans les apsides de leurs orbites, ils ne coïncideraient pas 
dans les points intermédiaires, parce que l’angle @ ne croît pas en général 
proportionnellement au temps. 

On ne doit donc considérer le résultat que nous venons d'obtenir, que 
comme une propriété géométrique qui permet de construire l’une des deux 
orbites par le moyen de l’autre, en observant que les amplitudes ®' et @ 
qui répondent à un même rayon sont comme les vitesses initiales V’ et V. 


4 


v D prouve que les temps £ et 2’ sont 
égaux, c’est-à-dire que les deux corps employeront des temps égaux pour 
parvenir à des distances égales du centre des forces. 


; AS, Mage d 
D'ailleurs l'égalité des rapports 


623. Dans l’exemple IV nous avons résolu généralement le problème pour 
A "| ar : 
la force R — + Br; au moyen de la remarque précédente la solution 
A ! ÿ A C 
peut être étendue au cas où l’on a R = = + Br + = Cest la forme la plus 


72e 


572 APPLICATION À LA MECANIQUE, 


RénerRle qui permette de résoudre la question parles fonctions elhptiques , 
tant qu’on admet le terme Br dans lex pression de cette force; mais en n’ad- 
mettant He ce terme, on peut parvenir à des solutions encore HE générales, 
ainsi qu’on va le voir dans l’exemple suivant. 


Aus B Cr D 
Exemple V’I. = tststs 


Ga Al on à RE A( EN + (A) + (3 
C 


RE ER LT qi À 
CI =) D "= a Va 7) aV?(1—h) ? 3 V°(1—h)  ? 
TES nn P; On aura, en supposant 1 — k positif, l'équation 
1 E dz 
( —h) dg = Li —om(i—z)—n(i—z)—p(i—z)] 
La quantité sous le radical étant représentée par (1 —z)P, nous suppose- 
rons le polynome du troisième degré P=(3— «)P', P’ étant un poly- 
nome du second degré qui ne IL pas changer de signe depuis z = 1 jus- 
qu'à z=@. En effet, si une pareille FR Nr Fee polynome P n’avait 
pas lieu, l'orbite du. corps devrait ou s'étendre à l'infini, ou passer par 
le centre; deux cas dont nous faisons ordinairement abstraction. 

La quantité sous le radical étant donc de la forme (1—z)(z—«)P', nous 
ferons 3 = cos’ + « sin? A, et nous aurons 


(Gi hŸ de =. 


Maintenant la quantité P’, qui est un polynome du second degré en z, ne 
devant pas se réduire à zéro dans tout l'intervalle de 32=1 à z2=«, cette 
quantité aura ses deux facteurs imaginaires, ou bien elle aura deux facteurs 


réels de la forme L(cos* 4 +6'sin*); car elle n’en peut pas avoir de À 
forme L EE À — 6? sin* d), puisqu'elle s’évanouirait en faisant tang j — 2) 


et qu’ainsi on aurait pour cos® LH sin*\} une valeur comprise entre 1 et æ, 


Il n’y a donc que deux cas à examiner selon qu'on a 


P'=L (cost À + 26 cosA cos’ 4 sin? + 6* sinf4}), ou | 
P'=L (cos À + 6* sin 4) (cos 4 + 7 sin*Ÿ). 
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Premier cas. P' == L( cost 4 + 26 cosA cos sin* 4 + 6 sint). 
625. On aura alors à intégrer l’équation 


: Paru, dus. MEL 
L (Gi — }) dg = V/CcostŸ + 26 cos cos’ Ÿ sin°Ÿ + €? sintŸ )' 


. ” @ . I . 
Pour cela soit tang À — X tang =, ensuite 4 — gs €t C—Ssin+A, on aura 


do 


De ai none dal 
G—2) CU v CL)‘ y —csin" ») ? 


et en intégrant 


À G—)e= F(c, w). 


Cette équation jointe à la valeur de z exprimée en +, savoir : 


cos? + a a 
cos? À w + £° sin? 11 


détermine entièrement l'orbite. 
Si on appelle ®, l'angle que le rayon vecteur doit parcourir pour passer 
. « . [44 . 
de l’apside r = & à l’apside r — = ON fera o—=7, ce qui donnera 
Æ 
| pui 2F'c 
TUNER ph 
Au moyen de cette valeur, on peut prolonger l'orbite indéfiniment , car le 
rayon vecteur r qui répond à l’amplitude ® < 9, , répondra successivement 
aux amplitudes 2®, — ®, 29, +®, AP —®, 4®, +, elc., et en gé- 
néral à Pamplitude 279, HE @, n étant un entier quelconque. 
Pour trouver l'expression du temps, on aura la formule à intégrer 
Vds L d? . 
Ve MU Le 
Vdt G—A)"3 cos? à © + &? sin*+ —) 
NT VCD). Pet @ + œk° sin? + « de sin) 
Mais comme les calculs nécessaires pour cette intégration ont été dévelop- 
pés dans d’autres occasions, nous ne croyons pas devoir nous y arrêter. 


Second cas. P' = L (cos* «L + 6* sin* 4) (cos* Ÿ + >" sin° L). 


626. Nr on aura à intégrer l’équation 


2dŸ 


L' (1 —}} de TT5 V/(cos® Ÿ + 8 sin? 4). W/(cos®Ÿ + y* sin*f)" 
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soit 6 la plus petite des deux quantités 6, y, et soit tang À = = tang &, 


CRI Ne on aura 


sigats dr y do 
(GA) DRE V/(1 —c? sin? w)? 
et par conséquent 


Ainsi l'angle @ se détermine encore très simplement par la fonction de pre- 
mière espèce F(c, w), et le rayon vecteur correspondant r par l’équation 


= cos® nf + à sin 4 = Peer e ; l'orbite est donc entièrement 
connue et déterminée, puisque le secteur compris d’une apside à la sui- 
vante, se répète à l'infini dans des positions alternatives. 

627. Pour avoir l'expression du temps, il faudra intégrer la formule 


L do 
MAT "Vi — csino) 


SoitZ= [+ . À, Si Von fait » =%— 1,2 d, et 1 + vsint p=D, 
y I 


1— 9 
7” 


1 , 
on aura == I +5), et par conséquent 


2 SC +5 +5. 


Mais par une réduction connue On a 


do 37 A sin % COS & 
Ta TE TOTES —(i1+—)F(co)+E(c, o). 
D ? 
 G+n (+) Etre 
3 
+ (+ 22e +5 m0, )] 
et en (,c, w). Donc la valeur de Z s’exprimera par les fonctions 
F(c, ©), E(c, ©), I (»,c, ©), et alors on aura 
ti —h) = A AL 
628. at cas le plus simple est celui où l’on aurait 4 = %*, ce un donne 


= 0, et = -=1+ (& — 1) sin* ® ; alors l'intégrale Z =f:. — se dé- 


A 
veloppe ainsi 


C—6)Z—(1—CYE (co) —7(1 —6)(1 —Y")E(c,o)+(1 —"} fAde. 
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D'ailleurs on a 
fAîdo = + c’A sino cos w +? (2—c)E(c, œ)— + DT (c, ©); 
ainsi dans ce cas l’intégrale Z et par conséquent l’expression du temps ne 
dépend que des fonctions de première et de seconde espèce. 


G29. Appliquons les nombres aux résultats généraux du second cas. Soit 
AVR ONE  e1D = SIA ps sous le radical étant représentée par 
(1—3)P,ouauraP =; 3 + 5z — 32° — 2°), et en SE ce 
polynome en ses facteurs , on trouve 


P—%(2— 0.060644) (1.137608 — 3) (4.207252 + z). 


On devra donc faire & = 0.069644, et le rayon vecteur dont la valeur 


\  . E \ a 
à l’origine du mouvement est r — a, croîtra jusqu’à la valeur r = = 


a (14.335873), laquelle aura lieu dans l’apside supérieure. 

La substitution 3 = cos® À + & sin* 4 étant faite dans les deux au- 
tres facteurs de P, la quantité désignée par P° = L ( cos? A + 6* sin° 4) 
( cos® L + y*sin* L), sera déterminée par les valeurs logarithmiques de 
ses coefliciens, comme il suit: 


L=—(8.9522623), 6*—(9.9144211), 7y*—(0.8899130). 
De là résulte 0° — —(9.024508r), b—(9.5122540) Late 1°1/ 19/74), 
GC =i#in (7 LArO) = = (9: 977278). Cela posé l’angle 9, parcouru depuis 


l’apside inférieure , jusqu’à Papside Etre se ne en supposant 


k = o ou B = o, par l’équation 9, — F'e, d'où l’on üre.®, = 


TT 
350°.67864. Ainsi le rayon vecteur fera plus de 350°, c’est-à-dire, presque 
une révolution entière, pour parvenir de l’apside inférieure r = @, à l’ap- 
side supérieure r = a (14.358973). 

Les deux cas généraux que nous venons de développer supposent la quan- 
tité 1 — À positive ; si elle était nulle ou négative la solution dépendrait 
toujours des mêmes méthodes, et il est inutile de s’y arrêter. 


Exemple III. Des orbites très peu différentes du cercle. 


630. Il convient d’examiner particulièrement le cas où la vitesse initiale 
est telle que pour une force donnée R, fonction de la distance 7, l’orbite dé- 
crite est très peu différente du cercle. 

Soit r = a(1 + x), x étant une quantité que nous regarderons comme 


576 APPLICATION À LA MÉCANIQUE, 


très petite, on aura R — A + A'ax + A". — + etc., À, A”, A" étant ce 
dR ddR: 
A à Ê à a etc., lorsqu'on faitr— a. Cette valeur de R 


donne fRdr= fRadx — Aax + A’. =. + A". se + etc.; substituant 


cette valeur dans l’équation de lorbite et faisant pour abréger as = M, 


2 
A'a A" 
= A) sp, On aura 


que deviennent R 


E dx(1+ x) 
VIG— 2m) x +n)a+(4{—3p) # —eic] 
La quantité sous le radical devant être positive, on voit que x, dont la va- 
leur primitive est nulle et qui doit Loujours rester très petite, sera de même 
signe que 1 —»71; d’ailleurs 1 — 71 lui-même doit être une quantité très pe- 
tite du même Dre que le maximum de x ; en effet, pour que lorbite dé- 
crite soit très peu différente du cercle, il faut que la force centrale A diffère 


dpi 


: V?° Du 
trés peu de la force centrifuge —, et qu’ainsi le rapport de ces deux forces 
“ " 
exprimé par 72 soit très peu diflérent de l’unité. 

631. Soit donc 1 —m—, © étant une quantité très petite , positive ou 
négative, el soit x —@y, on aura sans ambiguité, ÿ étant toujours po- 
sitive : 

Ve dy (1+0y)"* 
Ty —=G +1) +4 —5p) 07 — ete] 


Supposons que la série sous le radical ait pour facteur k—y, k étant dé. 
terminé par l’équation 


2 =(34+n)k—(1—3p) ©k° + etc. 
Cette série deviendra (Ay — 9°) (342 —(4—+plo(k+y)+# etc.), donc 


dy se séholios FR 
VGy— 7) VB +n— (3 p) 8 Œ +7) +etc.] 


Si on développe cette quantité en rejettant les termes de l’ordre «*, et 


+) CS 
qu’on fasse pour abréger f— G 


sp 
ete * 
Later #0 ee =) 

MO Lis 


, Soit y = k sin? Le” (1 — cos À), on aura 


RE ES Ga H ( (fra) ko (1 — + f) kw cos], 


ON AUTa 


dp — 
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et en intégrant 
3 (t—3f) ko —:;f)# 
D— TE | ent +G J— 1)4œ ) VE+ED * sin «L. 


Lorsque le corps est parvenu à sa seconde apside, on ay = 4, x — wk, 
À =7; et par conséquent 


221) Ludhe 1e MAT Pt a. Late dr 2 LRO ane 
ET TRE À ET ner TE PRE 
résultat où 1l faut substituer la valeur de Æ qui se déduit de l'équation 
: à Le ss 2 ; 
2=(3+n)k—(4—+5p) œk*, savoir À — car speper7 AL simplement 


k== er puisqu'on rejette dans la formule les termes de l’ordre w*. 
+ n 

Il serait facile au reste de déduire de la même analyse la valeur de ®, en 

poussant lapproximation jusqu'aux quantités de l’ordre w* ou d’un ordre 
plus élevé. 


632. Si on veut avoir l'expression du temps, il faudra intégrer la for- 
mule dt — Tv de (1+x), ou en prenant pour unité le temps que le corps 


employerait à parcourir le rayon & avec la vitesse initiale V, 
dy 1+ fo (+7) 
= 4) ie QE A ET EL A Ra 7) © 
AE nEn) VGy—3I\ VG+n) 
Soit Loujours y = # sin° ; ne on aura 


di MEET [1 + fkow (3 — + cos )], 
et par conséquent 
PRE 2 Cu ni V2) ka) LES sin |. 
VG+2) VG+n) 

Soit £, le temps employé à parvenir de l’apside r = à à l’apside suivante 
r=a(i+ kw), on aura 

’ C++ + SJ ka) _ 

F VG+2) RER G—3p)) 


Cr+2 
633. Soit par exemple R = 16 me Fe —), 6 étant une quantité très pe- 


tite de l’ordre © ; on aura 


m = + (+6), 
n = (—2 +6), 


P = +, [6 »(r—1)61; 
DTA 73 
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el parce que M=—= 1 — ©, on lire de ces valeurs, en omettant les termes du 
second ordre, 


M 
Ve — 1—w—6, 
n —=—2+ 920 +926 +6, 


p =6— Ga GC fn) S. 
Substituant les valeurs de z et p dans la formule qui donne ®,, on devra 


. 9 A 2 
faire en même temps À — 343 —2, et on aura 


8 + 
PE vVR+CHT 
Le cas de 6 = 0 qui est celui de R=7, donné ®@, = 7, ce qui a lieu en 


effet dans le mouvement elliptique où les deux apsides consécutives sont 
diamétralement opposées. | 


. I 
Soit r=1,et 6 —= — 357.45? n aura 9, = 


13 [/ 
35. 7G +350 — 180° 45" 36", 
ce qui est conforme à exemple donné par Newton, Prince. Math. Lib. I. 
Prop. XLF.. 


Exemple VIII. R = M | 


634. Alors on a JRdr = Mog.7, et en RATES =, £ = 3, l’é- 


quation différentielle de lorbite sera 
Tan: 
v'(t ER Th 
La quantité sous le radical s’évanouit lorsque 2 == 1 ; supposons qu’elle s’e- 
vanouisse encore lorsque z = &, & étant une racine de l’équation 


d® = 


| O= 10 + 2m log & ; 
on trouvera que cette racine est HHIOULE réelle , et que 1 — « est de même 
Signe QUE 1 = 7. | 


En effet soit m << 1, si on fait a = 1 — ©, © étant une quantité posiive 
infiniment petite, le second membre de l'équation précédente sera égal à 
20 (1 — m), quantité positive. Si on fait ensuite & — w , le’ second mem- 


1 . P I * À . j + «l- Ve . Q 
bre deviendra — 2m los => quantité négative infinie. Donc il y a une va- 


leur réelle de & comprise-entre ÿ ét zéro. 
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On démontrera semblablement que si on a m > 1, il y aura une valeur 
réelle de & comprise entre 1 et à. 

Sionam—1, il faudra qu’on ait aussi 3= 1, car en faisant z== 1 Æ w, 
æ étant infiniment petit, la quantité sous le radical se réduit à — 20. 
On a donc w — 0, ou z32=— 1, de sorte que lorbite sera un cercle 
comme l'indique d’ailleurs légalité qui a lieu entre la force centrifuge ini- 


: \'é M 
tiale — et la force centrale + 

635. Puisque 2 a pour limites 3 = 1,3= «, soit 2 — cos? L + & sin° +, 
on aura d’abord, en supposant m < 1, et par conséquent æ € 1, 


__ 2(1— a) d{ sinŸ cos 4 
porn V(i— zx + 2mlogz) 


Soit 1 —æ—6,et6 sind =p, on aura z = 1 — p, et la quantité sous 
le radical étant développée en série deviendra 


P (2— 21 == (1+- 7m) p — TP — TP = ete. ) 
On aura donc par une première réduction : 


24/€.d\ cos + : 
2-0 + ri) 6 sin° Ÿ — e 6? sinf | — Fe 67 sin$ 4 — ete.) 


do = 


La série sous le radical est déjà convergente puisqu’on'a 6 1, mais on 
peut lui donner une forme plus simple en observant qu’elle doit s’évanouir 
lorsque sin4 = 1, et qu’ainsi elle doit être divisible par 1 — sin° 4. Sup- 
posons que le quotient est À += A” sin* 4 + A" sin + etc., on aura 
271 


2— 2m=—=(1 + m) 6 + En 7 63 + etc., 


} Vo vo + M) EP 6 + 6 pete, 


RENE CES 


A 


LL QT À LR à C3 — _ 6 + etc. ; 
etc. 


Ces coefliciens forment, comme on voit, une série de quantités positives, 
qui décroissent dans une raison dont la limite est 6. Il en résulte une ex- 
pression simplifiée de 49, savoir, 

V'(A<+ A’ sin° 4 + A" sintŸ + A" sin à + etc.) 
73 0e 
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636. La meilleure manière d'intégrer cette formule serait de développer 


la quantité (A + A’ sin* L + A” sinf Ad + etc. )"2 en une série de la forme 
C+ 2C' cos 24 + 2C” cos 4f + etc., d’où l’on déduirait | 


o = 24/6 (Ci + C sin 24 + + C' sin 44 + 2 C7 sin GAL — etc. ). 
Mais la difficulté est de trouver avec une exactitude suffisante la valeur 
des coefliciens C, C', C”, etc. 

Appelons P la ei A + A’ sin? 4 + A" sinf — etc., qui est la va- 


* — 2° + om log z 
leur développé See CU RE by Éaisan Ip 6 Sin on aura 
éveloppée de - Ep esg ny faisantz— 6 sin* ; 


en général 


27C= fPid), 270 = SP dY cos2L, 270" = f'P° dd cos, ete. 
ces intégrales étant prises depuis L == o jusqu'a d =: 7. 

On peut donc trouver par les quadratures les valeurs des coefficiens C, 
C’, €", etc.; mais le calcul de ces coefliciens deviendrait extrêmement pé- 
nible , si on voulait prolonger la suite assez loin pour qu’elle püt donner la 
valeur de @ exacte jusqu’à dix décimales. Nous donnerons bientôt un moyen 
plus facile de parvenir à ce degré d’approximation. Examinons auparavant 
quelques cas susceptibles d’une solution assez simple. 

637. Supposons l'angle assez petit pour qu'on puisse négliger le troi- 
sième terme et les suivans dans la suite 2 — 2m» — (1 + m) 6 sin* 4 


1 
2m ; ; : zsf/imN\:. > 
— 7 6° sinf4 — elc.; si on fait 6° ( LE) sin À = sin 8, on aura alors 


_BV2. ; VOB VE 
d? = Van? CE. qui donne ® = Ars) 


Cette valeur très simple sera en même temps très approchée, si le troi- 
sième terme de la série précédente est négligeable. On pourra aussi tenir 
compte de ce terme et ne négliger par ÉTIE se les termes de l’ordre 


sinf AL, en faisant do — Cu Va eee dt > Fe (A ÿE ce qui donne en 


Hi UE CE SALES 4 
intégrant ® = REZ (: Ent it ATEN û ) 


Soit, par exemple, m—+ et 8 — 5°, on trouvera 4—0.45076 3652017, 
D 4.53730 449165. Réduisant cette valeur en parties du rayon, on aura 
le premier terme. 


is) Me ps 12031 82023 37 


Correction ae au second terme ....... +753 45 
Valeur corrigée ® — 0.120931 82776 82. 
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Cette même valeur tirée d’une table que nous donnerons- ci-après, est 
® — 0.120931 82780; la différence n’est donc que d’environ trois unités 
décimales du 10°* ordre. 


638. La formule précédente ne peut s'appliquer qu’à des valeurs assez 
petites de l’auxiliaire 4 ; mais on peut toujours trouver deux limites entre 
lesquelles sera comprise la valeur de @, quel que soit Pangle +}. 

En effet si dans la série À + A” sin* 4 + A" sinf A + etc. , on néglige 
tous les termes qui suivent le troisième, il est évident que comme .ces ter- 
mes sont toujours positifs, on aura 


dy 
RNA een encres 


Si au contraire on met le seul terme N sinf 4 au lieu de la suite ....... 
sinf AL (A! + A! sin L + A'T sinf À etc.); en prenant N = A" A/ 
A + etc., il est visible qu’on aura toujours 


dy 
ae IVe fo A’ sin Ÿ EN siniŸ)" 


Reste donc à trouver l'expression de ces deux intégrales. 


A 


Pour cet effet soit tang L —4 tang À ©, ensuite = ni er ar Les sin, 
AA? dy k da 

20— Car) Le dE RC 

co A >) OM AU DATE A Sn A sind) 2) A VG—csinre) 


Donc o <Y% Er (c, &). 

Ca D ARE 
HAN AN" 
c'= sin 8!, cos 28! — 4" CS), on aura @ > RE (c! w'). Telles sont 
donc les deux limites entre lesquelles se trouvera toujours la valeur de 9 : 
ces deux limites seront fort rapprochées lorsque £ sera très petit, mais elles 
s’éloigneront l’une de l’autre d’autant plus que 4 s’approchera plus de +7. 


Soit OT tang À = #! tang + w’, ensuite 4 


Si l’on fait 4 = +7, ce qui donne © = = #7, on aura les limites de 


®,, savoir, 
26/6 


v'A 
639. Soit comme ci-dessus m—=;, la Ans de l'équation 0 = 1 —a* 
—+ log &, donnera 


ci 


Pi < Fe, > 
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æ—0.45076 36520 17 — [0.653904 88858 18], 
= 0.54923 63479 83 — [9.730975 92707 46), 
D 1 
A' = 0.179614 54780 25, 
A"= 0.072559 19560 43, 
A AH A"= 1.251793 74340 68. 


On a d’ailleurs À + A+ N = (ce que devient la quantité........ 
—. : eat lorsque 3 = à ) — _ —,24 — 1.316003 01858. 
De là résultent les valeurs suivantes : 
k —=[9.97562 16899], k = [9.97010 93119], 
cos 20—[9.98790 13093], cos 20 — [9.097687 65532], 
LES UE VAT CET 10 = 1937093 00 
0— 6°.7308, 8 —. 9.265764, 
F'e—{0.1976204], F'c= [o.19896716], 
P1 < 2.2087763, P > 2.187691. 
La vraie valeur qu’on trouvera ci-après est ®, = 2.193155r ; ainsi la se- 


conde limite est environ trois fois plus près que la première de la valeur 


exacte. 


Construction d'une table des intégrales @ et t, selon la methode des 
ordonnées moyennes. 


640. On a vu qu’en faisant p = 6 sin° L, 2— 1 —p, les intégrales @ 
et 4 sont exprimées par les formules : ; 


ud 
g = Judy, = [S., 
où lonau—= —;- ave. cos, an. 
277 
VL-r+7 log Gp) | 


2 df: . . 4 Ÿ 
facteur _ a été omis dans la valeur de t, ce qui suppose qu’on prend pour 


, et où il faut observer que le 


unité le temps que le corps mettrait à parcourir la distance 4 avec la vitesse 
initiale V. 

Nous nous proposons maintenant de, construire une table de ces deux 
intégrales , suivant la méthode des ordonnées moyennes, pour le cas de 
m = + qui a déjà fourni quelques applications. Cette table devra donner 
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les intégrales @ et #, calculées à dix décimales, pour toutes les valeurs 
de la variable L, de degré en degré, depuis 4 = 0° jusqu’à 4 = 90°. 


G4r. Pour cela il faudra calculer jusqu’à onze décimales , les auxiliaires 
P et Q par les formules 
d'os | P 


yÿL=rtheten) te (Cu D 


où k— 2/6. —18.41278 6998628], en donnant à + les valeurs suc- 


cessives qui conviennent aux ordonnées moyennes, savoir, 0°%;, 1°+ 
o 1 o 1 
2 29 .... 89 ro 


2? 


Chaque valeur de P qui répond à L = n° + devra être inscrite sur la li- 
gne de À =n° ; ainsi la colonne des 4 depuis 4 = 0° jusqu’à À — 80°, 
sera accompagnée de la colonne des P, et par celle-ci on formera les co- 
lonnes des différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes de P; 
ensuite pour avoir chaque différence d'® correspondante à une valeur don- 
née de À, on appliquera la formule démontrée dans le tom. IT, 


do PH (opt Jipe), 


laquelle comprend les trois premiers termes d’une suite dont on pourra tou- 
jours négliger les termes ultérieurs. 

On calculera de même la différence dé au moyen de l’auxiliaire Q et 
de ses différences successives, 

On obtient d'P° qui appartient à la ligne de L = — 1°, en répétant sur 
cette ligne la valeur de P qui répond à 4 = 0, car la valeur de P est la 
même pour 4 — — 0° ? que pour d = + 0°+. On obtiendrait de même 
d'°P®, si cela était nécessaire, en inscrivant sur la ligne de L = — 2°, 
la même valeur de P qui est placée sur la ligne de 4 — 1°. 

On observéra d’ailleurs les préceptes que nous avons donnés dans Pex- 
position de la méthode, pour déduire des formules les résultats les plus 
exacts qu’elles comportent, c’est-à-dire, pour avoir dans notre exemple les 


valeurs de @ et de £ exactes, autant qu'il est possible, jusque dans la dixième 
décimale. 


642. Nous joignons ici, pour servir d'exemple dans des calculs analogues, 
les valeurs des auxiliaires P et Q, en omettant les colonnes des différences 
qui sont faciles à suppléer. Ces auxiliaires ont été calculées en général par 
les formules que nous avons rapportées. Mais on a simplifié le calcul de P 
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pour les petites valeurs*de 4, en mettant dans son dénominateur la valeur 
développée de log (1 —p). 

D’après ces auxiliaires et leurs différences, on a construit la table des 
valeurs de ® et £, qui sert à résoudre le problème proposé dans le cas de 
m=—t?, Elle donne pour 4 =} 7 les fonctions complètes | 


P,= 2.193915 56879 = 125°.65856 47317, t, —5.11846 14195; 


17 UE ax 
cette dernière valeur suppose, comme nous l'avons dit,+ pour l'unité du 


temps. Voici maintenant deux exemples qui feront connaître l’usage de 
cette table. 

Soit 1°. 4 = 100 cire. + 215°=— 36215°, il faudra donner à 4 la forme 
L—n.180° Æ 4, 2 élant un nombre entier et ”un reste € +7 : on aura 
ainsi z = 201, et E 4” = 35°. Au moyen de la valeur 4’ = 35, on trouve 
immédiatement dans la table ® — 0.89562 47687 et’ = 1.03083 73479; 
donc l’anomalie @ = 2n9, + g' = 882.54421 13045, et le temps { = 
ont, + t = 2058.65232 59860. La valeur de @ réduite en degrés com- 
prend 1/0 circonférences plus un reste de 166°.05854 14472; c’est ce der- 
nier angle qui donne la direction du rayon vecteur dont la valeur se tire 


de l’équation “= 1 — 6 sin* 35°. On à donc le lieu du corps et le temps 


du mouvement qui répondent à la valeur donnée de 4. 

Soit 20.4—1000= 271, t,on aura 2n— 106, Ht——3.21843 82220. 
La valeur de 4 qui répond à cette valeur de £’, se trouve par Pinterpola- 
üon N'=— 71° 63555 64816. Del g'= :1.77617 87109, et ® = 190P, — 
— 428.08233 61175 = 68 cire. + 47° 31114 36228. Le reste 47° 31 etc. 


fait connaître la direction du rayon vecteur, et la valeur de ce rayon se 
r . , . «a . . « . ; ; 
déduira de l'équation + = 1 — 6 sin* 4”, ce qui achève de déterminer le 


lieu du corps pour l'instant donné. 


FIN DES APPLICATIONS. 
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Page 40, ligne 4, ajoutez : Cette expression peut être représentée, si l’on veut, par 
an seul arc de la courbe compté, à partir soit du point M, soit du point N, en tour- 
nant constamment dans le sens MN. En effet, soit M, M’, M"...M", la série des points 
M de la courbe situés à l’intervalle d’une demi-circonférence, ceux de rang pair se 
confondant avec le point M, et ceux de rang impair avec son opposé M’. Soit-de même 
N,N’,N"...N*, la série des points N situés à un pareil intervalle. L'arc 26s' + s° 
sera compris depuis le point M:jusqu'au point N“,et l’arc 2ks!—s° sera compris 
depuis le point N jusqu'au point M° : ainsi un seul arc représentera dans tous les cas 
la fonction F(c, @). - ! | 
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